Optimisation et modélisation des procédés

Chapitre | : Modélisation et Simulation

1.1 : Introduction a la modélisation des phénomeénes physiques

Modélisation :La modélisation est une démarche qui permet, a partir de faits

expérimentaux, de construire un outil mathématique reliant les sorties d'un
systéme a ses entrées. On entend par systeme une structure physique prise de
maniere isolée; un cristallisoir, un réacteur chimique, un atelier, etc.. Ses
entrées sont les parameétres qui agissent sur son comportement. Elles peuvent
étre contrélées ou non. Ses sorties sont les parameétres résultant des valeurs
données aux entrées. Pour illustrer cette notion, considérons un réacteur agité
adiabatique fonctionnant en régime permanent dans lequel se produit une
réaction chimique A—B. Les variables d'entrée du systeme sont le débit de
charge, la concentration de A, la température du réacteur, le volume du
réacteur; les variables de sortie sont le taux de conversion de A en B ou bien les

concentrations de chaque constituant et la température de sortie.

Simulation : Simuler, cela signifie reproduire symboliquement un systeme réel
complexe, en évaluant a tout moment les interdépendances entre les éléments
de ce systéme. La simulation des procédés est un outil qui permet a l'ingénieur
de résoudre une grande variété de problemes qui se présente a chaque étape du
développement, de la conception, du fonctionnement ou de I'amélioration du
procédé. Un procedé peut étre considéré comme un agencement d'opérations
unitaires (mélangeurs colonnes de distillation et d'extraction, réacteurs, pompes
...) mettant en ceuvre des transformations physico-chimiques. Chaque opération
unitaire est décrite par un modéle mathématique, c'est a dire un ensemble
d'équations permettant d'effectuer des bilans matiéres et d'énergie. La démarche
pour résoudre ce genre de problémes correspond a une approche séquentielle-
modulaire c'est a dire qu'a chaque opération unitaire correspond un sous-
programme auquel on fournit des variables d'entrée (courants d'alimentation,
conditions opératoires) et sont calculés les variables de sortie (courants de
sortie). Cette simulation assistée par ordinateur présente beaucoup d'avantages
pour l'utilisateur ; par exemple il est possible d'introduire dans I'unité modélisée
les modifications des parameétres soit d'entrée soit de fonctionnement et de



chercher dans quelle mesure les propriétés du produit recherche s'améliorent ou
I'énergie nécessaire a sa production est réduite.
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Modeles mathematigques des appareils industriels :

» Conservation de matiere
Entrée + génération = sortie + accumulation

> Bilan thermique
Variation de la température du milieu = Chaleur de la réaction + Chaleur
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> loi de continuité
op .

—— +divi(pv)=0

o (pv)



Exemple 1 : Modélisation d’un réacteur parfaitement agité

*+ Comment résoudre une équation différentielle ordinaire du type :

dx Probléme de Cauchy
— = f(t,x(t ou
dt f( J ( )) probléme de valeur initiale

pour laquelle x (¢=0) est connu.

* Utilisons un exemple :

— Soit le réacteur semi-continu suivant
— La réaction qui s’y déroule est donnée par :
r
A——B

r=kC, [=]mol/(Ls)

— Initialement, le réacteur contient un volume connu égal a V/,d’un liquide inerte.
— Le bilan de matiére non stationnaire sur A s’écrit donc :

entrée — consommation + génération = sortie + accumulation

dn
0 —  kC, V() + 0 = 0 + d—:‘
* |ci,
- n,=C,xV, [l mol
- dn,/dt [=] mol/s
* Le bilan peut se réécrire :
dn, . kn}
—==0,C, — 1
ar - 9t Va(£) )

* Un bilan de masse sur tout le réacteur permet d’éliminer 'augmentation du
volume dans le temps causé par 'ajout de réactif. Le bilan donne :

d
E(pVR) = pQ, avec comme condition initialeVy (0) =V

* Avec I'hypothése que la masse volumique p ne change pas en raison de I'ajout et
de la réaction, on obtient :

d

E(VR):QO ——> V=V + Ot

» 'équation (1) plus haut devient alors :

. 2
dn, —0,C, - ki
dt Vy+ Oyt

et laquelle n, (0)=0



Avec les valeurs suivantes :

C,;=1gmol/l
— k=0,11/(gmol - s)
- J,=101/s
- V,=501

On obtient la forme :

dn, 10— 0._1}?j
dt 50+10r¢

avec 71,(0)=0

(2)

On a donc bien un probléeme de la forme :

dn,

dt :f(r'-”a)

Comment résoudre?



Algorithme d’Euler explicite

* Base: on exprime la dérivée en temps par I'expression simple suivante :

dnA . l nA(t+At)_nA(r) N nA(f—I—ﬂt)—nA(t)
dt |, = A0 At h At

* On peut alors obtenir I'équation de récurrence (Euler) suivante pour I'expression

(2) :

| ~ Con ()],
nA(.f+AI)—nA(r)+A{10 750_’_101‘] (3)

* Algorithme d’Euler explicite :
t=0, n,(0)=0

2. Oncalcule n,(tAt) avec (3)
3. Onpose t=t+At
4. Retour a I'étape 2. si besoin

* Forme générale

— Pour dx _

dr flt.x) » Xy =X, + AL (2. x;)

— On peut montrer que I'erreur £'est donnée par :

E=lx(t)-x;| s 22 [eLtmt)-1]

avec
0 f| 2
L= max |s— et M= max |=—
telt e 110x tele 10t

t=ix At et x estl/approximation de x(t)
* Avantage:

— Simplicité

* Inconvénient :
— Précision d'ordre 1 en temps: E~ O(Af) = peu précis!
* Pour un x,fixé, l'erreur diminue avec At

* Pour Atdonné, I'erreur peut augmenter exponentiellement lorsqu'on s'éloigne de ¢,.

* Comment améliorer la précision?
— Runge-Kutta d’ordre 2
— Runge-Kutta d’ordre 4

— Méthodes faisant intervenir plusieurs pas



Méthodes de Runge-Kutta

* Ordre2 * Ordred

0. i=0ett,=0:x,estconnu 0. i=0eft,=0:x,estconnu

L. k=Atf(t,.x,) k= A1 £ (1, x,)

2. x. =x+Atf(t,+At/2,x,+k/2) == At f(t, +A1/2,%,+ K [2)

3. ty =1, +At ks = At f(t, +At/2.x,+ K, [2)

4 P=i+] k= At f(t, + At.x, +;)

5 on retourne a 1.au besoin 2. . =x +l(k 42k +2k +k )

T+l i 6 1 2 3 4
3. f,=L+A
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Application des méthodes RK2 et 4 a I'exemple du réacteur semi-continu

« RK2 * Ordre4d
0. i=0ef ?1'=D:O:';"1A(f=0)=0 0. i=0et IOZO;?’!AUZO
;\'}'.’A = .
L k=At| 0,C, ——9— k, =At| 0,C, ———40
S Vo +Q0-f;-:| ' lQG 2 Y, + QA
k(nA. +Fr,f'2]2 [ 2]
) k\n g+ k /2
2. x:’+1 = xl- + Ar QDCAD — 5 }(" = At Q{)C,}ﬂ _ ( Ali) 1./ ]7
Vo +Qu(t, +A1/2) : Vo +0,(t; + A1/2)
3. ta =1 +AL 1. - L
- klnyo+k,/2)
4. i=i+l1 Iy = At Q{JCA: _ ( Alf) 2/ ?
5. onretournea 1.au besoin | Vot Qo(ff + Al 2)_
ko, . +k ]
k,=At| O,C, ——( Al 3) :
V, +0,(t, +Af)

2. x, =x+ %(kl +2k, + 2k, +k,)
3.t =t +At
4. i=i+l

5. onretournea l.au besoin



Comparaison de la prédiction
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Exemple 2

\‘T// Eau (Cae, Qo)
Eau salée \B
assin (t=0, Ca=Cao, V=Vo)

Ce qui entre + ce qui est produit = ce qui sort + ce qui s’accumule

dn
Qo* Cag+0=0%Cy+—"
ou
dC.V dCy dV
Qo#Cag= T—L ?-I-CAE



Utilisant la conservation de la matiére pour le volume total, il est évident que

dVv
dt

0
et que V = Vi=0 + Qot. Donc, nous obtenons

dCa o

dt  (Vieo + Qot) (

Cag—Ca)

c t
—Ln(Cpe —C,) ‘C:to =Ln(V, + Qot)‘o
Cr.—C
Cat =Chac - A0 Q =
1+ =0t
0




T.D Série 1 - Modélisation M2-GC

Exercice 1:

Un réservoir contient 100 | de solution saline (eau + sel) dans laquelle 5 kg de sel est dissous.
L’eau coule dans le réservoir a un débit de 5 I/min. La solution saline coule au fond du
réservoir a un débit de 3 I/min.

e Ecrire le bilan de matiére par rapport au sel et en déduire une forme d’équation :
concentration de sel en fonction de temps.

e Trouver la concentration de sel dans le réservoir au temps 10 min.

Eau pure
51/min

Solution de sel
31/min

Exercice 2 : (Modélisation d’un réacteur parfaitement agité)

Soit un réacteur chimique ol se déroule une réaction de 1* ordre

Ky
A—-B
Q débit volumique (m?3/s)
— C concentration molaire (mole/m?3)
‘ V volume du meélange (m?3)
Qe K vitesse de réaction (1/s)
Che ‘ Indices: e entrée, s sortie
Coe v
W
P Ca
CB
p
[ 4 ‘ L ]

e Ecrire le bilan de matiére par rapport a A, et en déduire une forme d’équation : Ca
en fonction de temps.

e Ecrire le bilan de matiére par rapporta B



Exercice 3 : (Modélisation d’un réacteur continue et parfaitement agité )

Soit un réacteur chimique ou se déroule une réaction de 1* ordre

K1 K>
A—-B->C
Q débit volumique (Mm3/s)
— C concentration molaire (mole/m3)
1 V volume du mélange (m?3)
Qe K vitesse de réaction (1/s)
gAe ‘ Indices: e entrée, s sortie
Be
A"
CCE Q/ CA
P Cy
Ce
P
.J_.
Qs
CAs
CBs
CCs
[o}

e Ecrire le bilan de matiére par rapport a A, et en déduire une forme d’équation :

en fonction de temps.
e Ecrire le bilan de matiére par rapport a B
e Ecrire le bilan de matiéere par rapporta C

10
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Solution TD série 1 - Modélisation

Solution Exercice 1
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Solution Exercice 3

Pour constituant A :

Q,C,. dt+r,V.dt=Q,C,. .dt+V.dC,

dC
My = th =—k,.C,

Q,C,.dt—k V.C,dt=Q,C,. .dt+V.dC,

Eq.1 V.dC,/dt=0Q,C,. —(kV +Q,).C,

(M +NC, e —M
- N

Avec M=Q,.C,., N=—(k,V +Q,) donc|Ca

Pour constituant B :

Eqg.2 V.dC, /dt =Q,C,. —(k,V +Q,).C, +V K .C,
dCy/dt=M —N .Cy + f(t) avec M =Q,,N =(k,V +Q,)

Résolution numérique : avec la condition initiale (t=0, Cg=Cg¢)

On utilise la méthode des différences finies (méthodes de résolutions
couramment pratiquées).

Discrétisation des opérateurs de dérivation / différentiation.

t =nx At avec n : entier naturel (0,1,2,3,4....) et At : le pas

Cgny—C Co
B’”“At “L=M +N'Cg, + f(nAt)

Cona =AtxM +(Atx N +1)Cy, + At x f(nAt)

Pour constituant C :
Eq.3 V.dC./dt=Q,.C,, +k,V.C;, —Q,.C.

dC. /dt =Q, Cg, /V +K,Cq — Q,.Cc IV

14



CC,n+1 -C

- Cl=M"-N'C¢, +k,Cqg,
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1.2 Méthodes de résolution des systemes d’équations algébriques

1.2.1 Résolution des équations d’état RK et RKS en utilisant Matlab/Excel

Equations d’état

En thermodynamique, une équation d'état d'un systéme a I'équilibre thermodynamique est une relation entre
différents paramétres physiques (appelés variables d'état) qui déterminent son état.

Résoudre des équations d'état permet par exemple de trouver le volume spécifique d'un mélange gazeux de
produits chimiques a une température et a une pression donnée. Sans |'aide des équations d'état, il serait
pratiquement impossible de concevoir une usine chimique. En connaissant ce volume spécifique, vous pouvez
déterminer la taille — et donc les colits — de l'installation, y compris le diamétre des tuyaux, de la puissance
des pompes et compresseurs et le diamétre des réacteurs chimiques et des tours de distillation.

Déterminer le volume spécifique est également la premiére étape dans le calcul de I'enthalpie et des
propriétés vapeur - liquide du mélange. Le calcul de cette enthalpie est particulierement important lorsqu’on
fait le bilan d’énergie pour réduire la consommation et préserver |'environnement. Résoudre des équations
d'état revient souvent a résoudre des équations algébriques.

En commencgant par présenter |'équation d'état des gaz parfaits, on peut décrire comment on utilise des
équations d'état modifiées avec des logiciels tels qu’Excel, MAPLE et Aspen pour résoudre facilement et avec
précision des problémes comprenant des mélanges gazeux.

Formulation mathématique

L’équation d'état d’un gaz parfait, en ce qui concerne la pression, la température et le volume molaire, est
une équation familiere :

pV = nRT ou pv = RT avecv =%
Le terme p est la pression absolue, V est le volume, n est le nombre de moles, R est la constante des gazet T
est la température absolue. Les unités de R doivent étre appropriées par rapport aux unités choisies pour les
autres variables. Cette équation est tout a fait adéquate lorsque la pression est faible (par exemple, un
atmosphere). Toutefois, de nombreux processus chimiques ont lieu a trés haute pression. Par exemple,
I’ammoniac est produit a la pression de 220 atmosphéres ou plus. Dans ces conditions, I'équation d'état des
gaz idéals peut ne pas représenter correctement la réalité. D’autres équations d'Etats ont été développées,
généralement en conjonction avec des simulateurs de processus, a I'adresse des procédés chimiques a haute
pression. Elles se basent sur deux principes :
- |'équation doit représenter le comportement réel de p, Vet T
- ces parametres doivent étre déterminés facilement, y compris pour les mélanges.
Ce dernier critére n'est pas négligeable. Il y a plus de 25 millions de produits chimiques, conduisant a un
nombre infini de différents mélanges.

La premiere généralisation de la loi des gaz parfaits est donnée par I'équation d'état de Van der Waals :

_ RT a
P=0=b v2
R2T2 RT,
ol a=0421875(—S) et  b=0,125(—)
Pc Pc

Dans cette équation, “'b”’ représente le volume exclu (covolume), une deuxi€eme molécule ne pouvant pas
utiliser le méme espace déja utilisé par la premiére molécule, et "a’”’ rend compte des forces d'interaction
entre deux molécules (pression de cohésion). Cette équation est donc composée d’un terme de répulsion et
d’un terme d’attraction. Cette extension n’est toutefois qu'une premiére étape, car elle exagére par exemple
le volume molaire en phase liquide et produit une erreur importante dans I'évaluation de la tension de
vapeur. Elle est plutot utilisée dans I’étude qualitative de I'état d’un fluide.
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L'équation d'état de Redlich-Kwong est une variante de I’équation de Van der Waals :
_ RT a
P=y = v(w+bh)
RT. T 1

) et Tr=— n OCZEE

od  a=042748(% TC) , b=008664(-"°

Dans ces équations, Tc est la température critique (en termes absolus), Pc est la pression critique et Tr est la
température réduite. o est un paramétre spécifique de I'équation d'état de Redlich—-Kwong.
Cette équation présente une meilleure évaluation du volume molaire mais pas de la tension de vapeur.

L'équation de Redlich—-Kwong a été modifiée par Soave pour donner |'équation d'état de Redlich-Kwong—

Soave commune aux processus de simulation :
RT a

p_v—b_v(v+b)
Ou a est donné cette fois par «= [1 + m(l — Tro's)]2 ; m = 0,480 + 1,574w + 0,176w?
Le facteur acentrique w a des valeurs répertoriées pour de nombreuses substances. Ainsi o peut étre calculée

pour chaque produit chimique en fonction de la température réduite.
Cette équation donne une bonne prédiction des tensions de vapeur mais le volume devient excessif.

L'équation de Peng—Robinson constitue une autre variante :
RT a

Py =b vw+b) +bw-D)
. R2T? RT, T
ol a_o457235( ) , b_0077796( ) , T, =1
=[1+m(1-T>%))? et m = 0,37464 + 1,54226w — 0,26992w?

Cette équation représente bien la tension de vapeur et améliore le résultat du volume molaire.

Toutes ces équations peuvent étre présentées sous la forme d’une équation d’ordre trois représentants le
volume molaire. La forme de I'équation d'état de Redlich-Kwong et Redlich—-Kwong—Soave devient par
exemple :

v3(p) — v?(RT) + v(a — phb? — RTh) —ab = 0
Quand la température la pression et les paramétres a et b d'un mélange gazeux sont donnés, on peut
résoudre |’équation d’ordre 3, qui constitue une équation algébrique a une inconnue, pour trouver le volume
molaire.
Pour un composant pur, les paramétres a et b sont déterminées a partir de la température critique et de la
pression critique et éventuellement du facteur acentrique.
Pour les mélanges, il est nécessaire de combiner les valeurs de a et b pour chague composant suivant la
composition du mélange gazeux. Les régles de combinaison les plus utilisées sont données par :

NCOMP a= ( NCOMPyl lO S)(ZNCOMP yjajo,S) ou a= ( NCOMPylal )

i 0,5
a=2;i= Yyivi(aia;)

ou
b= ( NCOMPylb)

et dans lesquelles les yi représentent la fraction molaire de chaque substance chimique en phase vapeur.
Ainsi, la seule différence entre le probléme pour un composant pur et pour un mélange réside dans
|'évaluation des parametres a et b.
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Le probléme mathématique, qu’on doit résoudre est donc le suivant : Soit un ensemble de produits chimiques
a une température et a une pression données, trouver le volume molaire du mélange. Pour ce faire, on doit
trouver la température critique et la pression critique de chacun des composants. Une fois qu’on a les
parametres, on doit résoudre I'équation d’ordre trois, qui est une équation non linéaire a une variable. Etant
donné qu'il s'agit d'une équation du troisieme ordre, il est possible de trouver la solution aprés une série
d'étapes analytique. Mais ce n'est pas ce que I'on fait habituellement parce qu'il est plus rapide de trouver
une solution numérique, quoique de maniére itérative.

Des programmes tels qu’Excel, MATLAB et MAPLE permettent de résoudre facilement les équations.
Toutefois, un des avantages des simulateurs de procédés tel que Aspen Plus, c'est que les propriétés
physiques de nombreux composants sont enregistrées dans une base de données a laquelle les utilisateurs
peuvent accéder. En fait, les utilisateurs n'ont pas besoin de rechercher les valeurs de ces parameétres.

Exemple 1:

Calculer le volume molaire du n-butane a 500 K et 18 atm a |'aide de I'équation d'état de Redlich—-Kwong.

Exemple 2 :

Considérons le mélange a la sortie d’un réacteur de synthése du méthanol (CO + 2H2<—_> CH30H), constitué
du CO a 100 kmol/h, du H; a 200 kmol/h et du méthanol a 100 kmol/h. Le gaz se trouve a une pression de
100 atm et a une température de 300 °C. Utiliser Excel pour calculer le volume molaire de ce mélange en
utilisant I’équation d’état de RK-Soave .

On donne les facteurs acentriques : CO :0,049 ; H,:-0,22 ; CH3OH : 0,559.
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Exemple 1

Résolution avec Excel

10

11

12

13

14

15
16

17

18

19

A B C D E F
Département du Génie des Procédés
Equation : Redlich - Kwong T 500 K
P 18,00 atm
n-Butane: Tc 425,03 K
Pc 37,96 atm
R: 0,08206 L.atm/g.mol.K
TF: T/Tc F3/F6 1,176387549
oL H}.ﬂpu 1/F1170,5 0,921986985
a: c.bmwhm;w._.nu\_unvg 0,42748*(F972*F6°2/F7)*F12 12,63038482
b 0,08664(R.Tc/Pc) 0,08664%(F9*F6/F7) 0,079605548
3 2 * *Co¥
el ol 18 FA*F15*3-F9*F3*F15"2
p(v) : ol 5,8131E-06
+(a-P.b2-R.T.b)n-a.b=0 |+HF13-F4*F14"2-F9*F3*F14)*F15-F13*F14
Goal Seek Réel 2,041076417 L/g.mol
v Solveur Réel L/g.mol
R.T/P F9*F3/F4 Parfait 2,275444444 L/g.mol
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Exemple 2 :

Résolution avec Excel

AR B 4 D E F | 6 | H J
; T P R Volume spécifique di mélange CH30H-CO-H2
3 [K] [atm]  [Latm/g.mol.K] ”
) t
|
1 573 100 0,082 W
4 ”
|
Tc Pe Tr o] m o | a y
3 ”
I
(K] [atm] T/Tc 0,480+1,57040,1707 [1+m(1-Tr"*)]* ! 0,42748(R%.Tc*/Pc)o. 0,08664(R.Tc/Pc)
m |
, H2 33,19 12,958  17,26423622 -0,216 0,14881152 0,28142587 , 0,068767629 0,018197074 0,5
8 co 132,92 34,532 4,310863677 0,048 0,55575168 0,161495972 m 0,237500284 0,027346446 0,25
9 CH30H 512,5 79,783 1,11804878 0,566 1,42308052 0,843359594 m 7,980565604 0,045636865 0,25
— i
10 : M<m.§mw.m..vou
1 Mélange m 1,007934317 0,027344365
13 Ri-Soave v'.P-V.R.T+v(a-P.b™R.T.b)-a.b m
- Equations cubigues -1,47745E-09 :
n |
0 Volume [L/g.mol] 0,478414284 ”
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T.D Série 2 - Résolution des équations RK et RKS M2-GC

Exercice 1 : Calcule du volume spécifique de n-butane

Ecrire un programme en Matlab pour calculer le volume spécifique de n-butane a 500K et 18
atm en utilisant I’équation d’état de Redlich-Kwong.

Les parameters de n-butane sont :
Tc=425.2 K

pc=37.5 atm

T=500K

p=18 atm

R=0.08206 atm/g mol K

Exercice 2: Calcule du facteur de compressibilité de n-butane

Ecrire un programme en Matlab pour calculer le facteur de compressibilité (z) de n-butane
et tracer la courbe z en fonction de pression. La pression varie entre 1 et 31 atm.

Les parameters de n-butane sont :
Tc=425.2 K

pc=37.5 atm

T=500K

R=0.08206 atm/g mol K

Le facteur de compressibilité est défini comme suit :

pu

RT

Exercice 3: Calcule du volume spécifique d’un mélange de gaz [Devoir a
faire a la maison]

Considérons le mélange gazeux suivant : CO (0.313 (mol%)), H20 (0.561 (mol%)) , CO2 (0.094
(mol% )) et H2 (0.032 (mol%)). Le mélange est a 1 atm et 500K. Utiliser Matlab et au moins 3
itérations manuellement pour calculer le volume spécifique en utilisant :

a- Laloides gaz parfait
b- L’équation d’état de Redlich-Kwong (RK)
c- L’équation d’état de Redlich-Kwong-Soave (RKS)

Les facteurs acentriques de la méthode de RKS sont :
CO:0.049 avecTc=-140C et Pc=35atm
H20:0.344 avecTc=374 Cet Pc=220.5 atm
C02:0.225 avecTc=31.2 Cet Pc=73.8 atm

H2 :-0.22 avec Tc=-240 Cet Pc = 13 atm

Comparer les trois résultats ?

Le mélange gaz est-il idéal ou non ?
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Solution du TD série 2- Résolution des équations RK et RKS

Solution exercice 1

Solution exercice 2




vol (i)=fzero(‘'specvol’,0.2);
Z(i)=(pres (i) *vol(i))/ (R*T)

end

plot (pres, 72)

xlabel (‘pressure (atm)’)

ylabel (YZ2')

088E

0.96

0.84

0.82r

0.82

Q.86
084¢

0.82F

IDIBD 5 10 15 20 24

Fressure {atm)

Facteur de compressibilité de n-butane
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1.2.2 Calcul d’équilibre L-V et Séparation Flash en utilisant Matlab

Equilibre liquide-vapeur

Les tours de distillation sont utilisés pour séparer un mélange de produits chimiques en deux ou plusieurs flux, chaque
flux étant relativement pur. Le processus physique régissant cette séparation est I'équilibre liquide — vapeur et il est
important de rendre ce processus le plus efficace possible.

Prenons un mélange de deux ou plusieurs substances chimiques a une température ou elles ont une forte pression de
vapeur. La composition du mélange en phase vapeur est différente de celle en phase liquide. En exploitant cette
différence, on peut séparer les deux produits chimiques, ce qui constitue le fondement de la distillation. Pour évaluer ce
phénomene on doit déterminer des grandeurs thermodynamiques telles que la fugacité et effectuer les bilans
massiques et d'énergie pour le systeme.

Ce chapitre explique comment prédire les propriétés thermodynamiques et puis comment résoudre des équations pour
une séparation de phase. Méme si la séparation de phase n'est qu'une partie de I'opération de distillation, elle est a la

base de |'ensemble du processus.

Séparation flash de phases

Considérons un mélange de deux produits chimiques dans un récipient fermé. Ce contenant est muni d’un
piston pouvant se déplacer pour garder la pression a l'intérieur constante. Les deux produits chimiques ont
des points d'ébullition différents et des tensions de vapeur différentes a une température donnée. En
augmentant la température du récipient, la proportion de chaque produit chimique dans la vapeur change,
parce que |'un est plus volatile que I'autre. A une température inférieure au point d’ébullition, le mélange est
entiéerement un liquide. A des températures au-dessus du point de rosée le mélange est entiérement une
vapeur. A des températures comprises entre les deux points, liquide et vapeur coexistent. La composition du
liquide et de la vapeur ne sont pas les mémes cependant. En augmentant graduellement la température, la
vapeur se forme et elle est plus riche dans le composant le plus volatil. A la fin, quand la derniére goutte du
liqguide s'évapore, tout le mélange est en phase vapeur et a alors la méme composition que le liquide
d'origine. Ainsi, entre le point d’ébullition et le point de rosée, la composition du liquide et de la vapeur
évoluent en fonction de la température et c'est cette variation qu’on désire calculer. Dans la pratique, la
séparation des deux produits chimiques n'est jamais, compléte en phase liquide ou vapeur. Mais ce
phénoméne constitue la base de la distillation.

Dans ce chapitre on recherche d'abord les équations régissant un flash isotherme puis on montre comment
déterminer des valeurs thermodynamiques permettant de résoudre le probléme de flash isotherme.

Développement des équations

Examinons le schéma de la figure suivante : Vv

—

Séparateur To

flash Po
Pi L
Xi

Supposons la température, la pression et la composition du flux d'entrée connues. Les fractions molaires des
substances chimiques a l'entrée sont désignées par {zi}. Dans le flash liquide et vapeur sont séparés. Les
fractions molaires des substances chimiques dans la phase vapeur sont désignées par {yi} et celles de la phase
liquide par {xi}.

Lorsque la vapeur et le liquide sont en équilibre, on peut relier les fractions molaires de chacun des produits
chimiques dans la vapeur et dans le liquide par I'équation : y; = K;x;
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Les éléments de I'ensemble {Ki} (volatilités) peuvent étre déterminés a partir des lois de la thermodynamique.
Supposons que ces valeurs soient connues. Pour tirer I'équation régissant le phénomeéne on procéde comme

suit :

Ncomp Ncomp Ncomp Ncomp Ncomp Ncomp
Zyi=1et inzlﬁZyi—in=0$ZKixi—Zx,-:0
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Ncomp

> Z (Ki—1)x =0
i=1

Il faut ensuite faire le bilan massique pour chaque composant a travers le séparateur de phase.
Soit F le débit molaire total, V le débit molaire de la vapeur et L le débit molaire du liquide. Le bilan molaire

s’écrit alors : zF=yV+xiLet F=V+L =2z;=yv +x(1—-v")

|74
=2z, =Kxv' +x,(1-v") =K — Dx;v' +x; avec v' = 7

Ce qui donne : xL= 1+(Kzii—1)v’
Ncomp (Ki-1)z;i _

Et finalement : b i e T
e

Cette équation est appelée équation de Rachford — Rice. Si les valeurs {K;} et la composition {zi} de I'entrée

A

sont connues, il s'agit d'une équation non linéaire a résoudre par rapport v’'. On peut ensuit calculer la
composition du liquide {xi} et celle de la vapeur {yi}.

Exemple

Considérons un flux constitué d’'un mélange d'hydrocarbures a une température T = 360 K et une pression

P =5atm.
Fraction molaire Constante d’équilibre
Propane 0.1 6.8
n-Butane 0.3 2.2
n-Pentane 0.4 0.8
n-Octane 0.2 0.052

Quelle est la proportion du flux qui est sous forme de vapeur et la fraction molaire de chaque élément
chimique dans cette vapeur et en phase liquide.

Pour résoudre ce probléme, on prépare la feuille de calcul comme indiqué dans le tableau suivant :
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A B C D E F G H

1 zi ki N=(ki- 1)zi |D=(ki- 1)v+1 N/D Xi yi

3 Propane 0,1 6,8 0,58 3,469861638 | 0,16715364 | 0,02881959 | 0,19597323
4 | n-Butane 0,3 2,2 0,36 1,511005856 | 0,23825189 | 0,19854324 | 0,43679513
5 | n-Pentane 0,4 0,8 -0,08 0,914832357 |-0,08744772| 0,43723858 | 0,34979086
g | n-Octane 0,2 0,052 -0,1896 0,596305374 |-0,31795783( 0,33539862 | 0,01744073
8 V= 0,42583821 flv) = -7,9983E-08 | 1,00000003 | 0,99999935

On utilise ainsi solver pour résoudre I'équation de Rachford—Rice (cellule F8) en variant la fraction de I'entrée
sous forme de vapeur (cellule B8). Une fois cette fraction trouvée, il devient facile de calculer les fractions

molaires dans les deux phases, colonnes G et H.
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T.D _ Série3 _ Calcul d’équilibre L-V et Séparation Flash en utilisant Matlab M2-GC

Exercice 1 : (évaporateur « Flash » ligne opératoire)

Un mélange liquide de méthanol et eau surchauffé sous pression est flashé a
I’entrée du séparateur . La compostion de la phase vapeur a la sortie du
séparateur est de 0.6 (méthanol). On donne L/V =1 et le débit d’alimenation
est 1 kmol/h.

Questions :

a- Trouver la ligne opéaratoire
b- Trouver la compostion de la phase liquide a la sortie du séparateur
c- Trouver la compostion de 1’alimentation

| V,y=0.6
F=1

—_—

4 P

Exercice 2 : (évaporateur « Flash » équation de Rachford-Rice)

La compostion du débit entrant F d’un mélange d’hydrocarbures est donnée
dans le tableau suivant :

Composants Z, Ki
n-Butane 0.25 2.13
n-Pentane 0.45 1.10
n-Hexane 0.30 0.59

Calculer les débits de vapeur V et Liquide L ainsi que les fractions molaires Xx;
et yi si le débit a I’entrée F = 10
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Exercice 3 :

Un meélange F est divisé en une phase vapeur V et une phase liquide L dans un
évaporateur flash. L'alimentation est constituée de 50 % de pentane(1), 30 %
d'’hexane(2) et 20 % de cyclohexane(3) (le tout en mol-%).

Dans le réservoir, T = 390K et p = 5 bar.

Nous voulons trouver les debits L et V et les compositions dans les phases
vapeur et liquide.

Supposons un melange liquide idéal et un gaz parfait (loi de Raoult).

Ecrire un programme en Matlab pour calculer les débits L et V et ainsi les
compostions dans chaque phase.

% pressions de saturation en fonction de la température
psatl=10"(Al-B1/(T+C1));
psat2=10"(A2-B2/(T+C2));
psat3=10"(A3-B3/(T+C3));
avec

A1=3.97786;

A2=4.00139;

A3=3.93002;

B1=1064.840;
B2=1170.875;
B3=1182.774;

C1=-41.136;

C2=-48.833,;

C3=-52.532;
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Solution du TD série 3:

Solution de Pexercice 1 :

a- La ligne opératoire
Bilan de matiere par rapport au constituant le plus volatile :
Fz=Vy + Lx y=(-L/V)x + (F/V)z
Bilan de matiéere globale
F=V+L FV=1+LI\V
Finallement, la ligne opératoire est:
y=-X+2z
b- Compostion de la phase liquide a la sortie :
Graphiquement poury =0.6 on a x =0.23

c- Composition de I’alimentation :
Pente = (0.6 —y)/(0.23 -0) =-1
y =0.83
graphiquement z = 0.41

0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X
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Solution de I’exercice 2 :

ZNcomp (Ki-1)z; __
=1 14(K-1)v’

Ncomp = 3

En remplacant les paramétres par leurs valeurs respectives, on trouve le
polyndme quadratique suivant :

v'% 4+ 44560 — 4414 =0

Qui admet pour solution v’ = g = 0.834

kmol
V =0.834 x 10 = 8.34 .
kmol
L=F-V =1.66 A

Pour x; et yi nous obtenons a partir des équations ci-dessous le tableau suivant :

X; = =l
LT 14 (K —1)v

yi = Kix;
Composants X Vi
n-Butane 0.129 0.275
n-Pentane 0.415 0.457
n-Hexane 0.456 0.268
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Solution de P’exercice 3 :

Al1=3.97786;
A2=4.00139;
A3=3.93002;
B1=1064.840;
B2=1170.875;
B3=1182.774;
C1=-41.136;
C2=-48.833;
C3=-52.532;
z1=0.5;
22=0.3;
z3=0.2;

p=5; T=390;

psatl=10"(A1-B1/(T+C1));
psat2=10"(A2-B2/(T+C2));
psat3=10"(A3-B3/(T+C3));

Kl=psatl/p;
K2=psat2/p;
K3=psat3/p;
k1=1/(K1-1);
k2=1/(K2-1);
k3=1/(K3-1);

a=VI/F:
a=fzero(@(a) z1/(k1+a) + z2/(k2+a) + z3/(k3+a) , 0.5);

x1=z1/(1+a*(K1-1));
x2=z2/(1+a*(K2-1));
x3=z3/(1+a*(K3-1));
y1=K1*x1,;
y2=K2*x2,;
y3=K3*x3;

fprintf(**%d\n%d\n%d\n"",x1, x2, x3)
fprintf(**%d\n%d\n%d\n",y1, y2, y3)
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1.2.3 Calcul des compositions a I’équilibre d’une réaction en utilisant
Matlab

Exemple 1

La préparation d'une solution d'acide éthanoique par dissolution de cet acide dans
I'eau sert de contexte a l'activité. Une solution de volume final égal a 1,0 L est obtenue
par dissolution de 0,10 mol d'acide éthanoique dans de I'eau. Le caractére acide de la
solution, validé par mesure de pH ou utilisation de papier pH, indique la formation
d’ions oxonium H; 0. La mise en solution de I'acide est par conséquent par la réactiol
acide-base :

CH;CO0H(aq) + H,0(f) = CH;C00~ (aq) + H;0% (aq)

La constante d'équilibre de cette équation, nommée constante d'acidité K, vaut
K,=10%#a 25°C.

Un calcul du quotient de réaction a I'état initial indique une évolution spontanée

. AT . . + .
dans le sens direct, c’est-a-dire dans le sens de formation des ions H30™, ce qui est
compatible avec I'acidification observée par rapport a l'eau.

CH,C007], - [H,0%],
ri:[ 3 I - [Hs ]L=O<Ka
' [CH,COOH]; - C°

Le bilan de matiere en quantité de matiere, relatif a cette transformation, s'écrit :

CH,COOH(aq) + H,0(f) = CH3C00 (ag) + H;0%*(aq)
0,10 solvant 0 0
c 0,10 — x solvant X X

L'avancement maximal est de X,,,,. — 0,10 mol.

L'avancement a I'équilibre chimique est déterminé par résolution de I'équation
caractéristique de I'équilibre chimique :

Qr,eq = K(T)
[CH3;C007 |oq + [H307]oq

10748
[CH3;CO0H],, - C°
2
Zeq =10%8

(0,10 — x,) - C°V
Xeq = 1,25-107* moloux,, = —1,27 - 1073 mol

La valeur négative ne peut étre retenue puisqu’elle conduirait a des valeurs négatives
de concentration pour les produits de la réaction. Ainsi, x,, = 1,25 - 1073 mol.
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Dans des situations plus compliquées, I’équation est non linéaire et difficile a
résoudre et nous devons la résoudre numériquement pour trouver la valeur de
X. Pour résoudre I’équation ci-dessus numeériquement on utilise Matlab.

Pour résoudre 1’équation d’équilibre ci-dessus en utilisant Matlab vous devez
créer une fonction pour calculer :

2

Xeg _
____Tea _ qp-48 _
(0,10 — x,,) 0

Puis utiliser soit fsolve ou fzero ou fminsearch pour trouver la valeur de x

function val = fonction(x)

val = x*2-((10"(-4.8))*(0.1-x))
end

sol = fzero(@fonction, 0.01)
disp(sol)

%sol = 1.25 10"-3

Exemple 2

CO+ HO &= CO2+ H»
A 1’équilibre
Moo, VH,

K
YooY Ho

La valeur de K pour cette réaction chimique est : 148. 4 a T = 500 kelvin
fx) = 148.4 — — >
Y Tame =0
% equil eq
function y=equil eqg(x)
COin=1.;
H20in=1.;
CO2in=0.;
H2in=0.;
Kequil=148.4;
CO=COin-x;
H20=H20in-x;
CO2=C02in+x;
H2=H2in+x;
y=Kequil-CO2*H2/ (CO*H20) ;
end

format long

res= fzero(@equil eq,0.5)
disp (res)

$res = 0.92413871189774
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Chapitre Il :Optimisation

L’optimisation (c'est-a-dire les techniques permettant de chercher les minima
ou les maxima de fonctions) intervient dans pratiquement tous les processus de
modélisation. Qu’il s’agisse de problémes directs (ajustement de données,
controle optimal, résolution de systémes linéaires par moindres carrés, etc...)

ou inverses (identification des parameétres, ...), il est rare qu’un probléme

d’optimisation plus a moins complexe n’intervienne pas a un stade donn¢ de la

modélisation et/ou de la simulation.

Formulation mathématique d’un probléme d’optimisation :

min f(x) « fonction objective
g(x) < 0 « contrainte en inégalité
h(x) = 0 « contrainte en égalité

Chaque probléme d’optimisation contient 3 catégories essentielles :

1. Au moins une fonction objective a étre optimisée (co(t, critére, profit,
etc....)

2. Contraintes en égalité (équations)

3. Contraintes en inégalité

Les catégories 2 et 3 constituent le mode¢le de 1’équipement ou procédé

La catégorie 1 est souvent appelé le modele économique

Exemple 1 : formulation d’un probleme d’optimisation

Nous voulons programmer la production de deux usines A et B dont chacune
peut fabriquer deux produits 1 et 2. Comment doit-on programmer pour
maximiser les profits en satisfaisant les besoins du marché, les données sont
illustrées dans le tableau suivant :
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Usine Produits fabriqués (T/jour) Profit (DA/T)

1 2 1 2
A Ma1 Ma2 Sa1 Sa2
B Mpg1 Mag> Sg1 Se2

Question : Citez la fonction objective et ainsi les contraintes en égalité et en
inégalité

Solution

Fonction objective :

Définissons 4 variables (ta1, taz, ts1 et ts2) représentant respectivement le
nombre de jours par an (365 jours) de chaque usine pour fabriquer les produits
AetB.

Profit annuel est :

f = tarMu1Sa1 + ta2Ma2Saz + tp1Mp1Spy + tg2Mp2Sps 1)
Contraintes en egalité :

tas + taz = 365 @)

tey + ta = 365 @3)

Contraintes en inégalité :

ty=0 i=12 (4

tg; =0 i=12 (5

Pour trouver le t optimal nous devons optimiser 1’équation 1
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Exemple2

Supposons que les débits massiques entrant et sortant du procédé sont mesurés
périodiquement. Déterminer la meilleure valeur du débit de A en Kg/h pour les
trois mesures indiquées de B et C. En supposant 1’opération est a 1’état
stationnaire.

A B (a)92.4 kg/h
(b) 94.3 kg/h
T © 93.8kg/h

| (a) 11.1 kg/h
(b) 10.8 kg/h
© 11.4kg/h

Solution

Contrainte en égalité (modéle) M, + M, = My

Fonction objective :

On a besoin de définir la fonction objective. Minimisant la somme des carrés
des écarts entre 1’entrée et la sortie comme un critére d’optimisation :

F(M,) = (M, +11.1 — 92.4)2 + (M, + 10.8 — 94.3)2
+ (M, + 11.4 — 93.8)2

Méme valeur est obtenue par les valeurs moyennes M, = Mz — M,
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Exemple 3

On dispose quatre (04) réacteurs placés en série et fonctionnant a 1’état
stationnaire

t , —
oo olo olo olo
Vll t]_ Vz; tz V3’ t3 V4’ t4
Réacteur 1 Réacteur 2 Réacteur 3 Réacteur 4

V1+V2+V3+V4=20m3

r=—kC"
Le temps résidentiel est défini par :

Dy=D,=D,=D;=D,=71m3/h

mol

3\ 15
m
C, = 20 n =25, k=0.0065 (—) (s)™

m3 "’ mol
Nous voulons maximiser Ca.
Citez

1. Fonction objective

2. Les contraintes

3. Lesvariables
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Optimisation au sens des moindres carres :

L’optimisation au sens des moindres carrés est utilisée pour ajuster les
parametres d’un modele.
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T.D Série 4 - Optimisation M2-GC

Exercice 1

Les colts des composants d'un éguipement de traitement de déchets sont:

Xo X1 X2 X3

\ 4

v

\ 4
Y

19.4x:97(DA) 16.8x2"2%(DA) 91.5x5°3(DA)

Ou les x sont la fraction de la substance a éliminer. L'élimination necessaire
dans chaque composant doit étre ajustée afin que la fraction en masse Xz doit
étre moins de 0.05.

Formuler seulement le probléme d'optimisation en listant la fonction objective
et ainsi les contraintes en égalité et en inégalité.

Exercice 2

Nous voulons construire une énorme cuve cylindrique en acier, d'un volume de
64 m3, stocke de la peinture. Nous vous demandons de trouver les dimensions
de la cuve pour que la quantité de métal nécessaire a sa construction soit
minimale. Et cela dans un souci d'économiser la matiére. Remarque
importante: la cuve est totalement fermée.

(=

Exercice 3

On doit fabriquer un conteneur en metal de forme cylindrique, sans couvercle
et d’une capacité de 24w em®. Le matériau employé pour le fond co(ite 0.15 DA
par cm? et celui utilisé pour la partie courbe, 0.05 DA par cm?2.Si la fabrication
ne donne lieu a aucun déchet, quelles doivent étre les dimensions du cylindre
pour qu’il cofite le moins possible
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Solution TD série 4

Solution Exercice 1 :

Fonction objective : colits = 19.4x7 147 + 16.8x; 1%¢ + 91.5x3°3
Contraintes en inegalité :
0 < x; < 0.05

x1=20, x, =20

Solution Exercice 3 :

V =241 = nrh

Colts = tr? x 0.15 + 2nrh X 0.05

dColts 21X24X0.05

=0 2mrx0.15-—

dar r2

0

r=2cm eth=6cm

46



T.D Série 5 — Optimisation M2-GC

Exercice 1

Pour réduire les pertes de chaleur, I'extérieur d'un mur plat d'un four doit étre
isolé. Les données du probléme sont les suivantes:

- Température du mur a l'intérieur du four, Tint = 500°F

- Température d'air a I'extérieur du mur, Text = 70°F

- Lasurface du mur, A =9.2 m?

- Coefficient de transfert de chaleur: h = 45880 J/(hr)(m?)(°F) [coté air] et
k = 103.9 J/(hr)(m)(°F) [coté isolant]

- Codt d'isolation par année = 885.8 DA/par m d'épaisseur du mur

- Valeur d'énergie économisée = 3.4 x 10° DA/J

- Temps d'opération = 8700 heurs/année.

e

a. Le coefficient global de transfert de chaleur est donné par: Ui = %+ ok

avec e est I'épaisseur du mur.
b. Le transfert de chaleur a travers le mur est donné par: Q =UA(T,, - T...)-

Le colt annuel (DA) = Co0t d'isolation total- Valeur d'énergie
économisée totale.

Questions:

- Lister les contraintes et ainsi la fonction objective.
- Calculer la valeur optimale de 1’épaisseur du mur e et ainsi le cotit
minimal de I’isolation.

Exercice 2

Pour un compresseur adiabatique a deux étages ou le gaz est refroidi a la
température d’entrée entre étages. Le travail théorique est donné par :

k-1 k-1

w = KAy [&j ‘ _2{&] ‘
k-1|l P, P,
Avec P1 pression a I’entrée

V1 volume a I’entrée
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P, pression a I’étage intermédiaire
Ps pression a la sortie

Nous voulons optimiser la pression intermédiaire P2 afin que le travail soit
minimal. Si P1 = 1atm et Ps = 4atm, trouver P> ?

Exercice 3

Le cofit total (en DA par an) pour I’installation de pipeline (canalisation utilisée
pour transport du fluide) peut étre exprimé comme suit :

7 2.2
4mAaP ot AP=1'18X1O m

C =320D15 + o202
p pD32 p°

Avec m débit massique
p masse volumique
M viscosité dynamique
D diametre
C codt total

Nous voulons optimiser le codt total. Trouver le diameétre optimal en fonction
de p, p, et m pour lequel le cotit total est minimal.
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Solution TD série 5

Solution Exercice 1 :
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T.D Série 6 — Optimisation M2-GC

Exercice 1

Une compagnie produit x évaporateur par année. La demande exige que la
compagnie fabriqgue au moins 500 évaporateurs par année. Cependant, le
nombre d’unités produites annuellement ne peut excéder 3000. Le cout unitaire
est donné par :

2

200X — = +180000
2(X) = 4

X

a. Citez les contraintes en égalité et en inégalité
b. Combien d’évaporateurs doivent étre produits par année pour minimiser
le cout unitaire ?

Exercice 2

Nous voulons modéliser les points expérimentaux suivants, par un modeéle non
linéaire suivant.

b
. x%+1
X+1

y=e + X

Utiliser I'optimisation au sens des moindres carrés pour trouver les paramétre a
et b.

X 0 0.2 0.8 1

y 15 398 6.3 16

Exercice 3

Nous voulons modéliser les points expérimentaux suivants, par un modele non
linaire suivant.

y= X —4x2

ax2 +bx+1

Utiliser I'optimisation au sens des moindres carrés pour trouver les paramétre a
et b.
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Solution TD série 6
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