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TD1, Modèle d’état  
– systèmes dynamiques linéaires continus (analogiques) 

Rafik BENSAADI, 
univ-batna2, avril 2020 

 
pré-requis:  Modélisation d’un système dynamique par l’équation différentielle ou fonction de transfert, 
 Calcul matriciel, 
 Décomposition en fractions partielles. 

 

Exercice 1 

Soit le système: 

ሷݕ ൅ ሶݕ6 ൅ ݕ5 ൌ  (ሻ: sortieݐሺݕ ;ሻ: entréeݐሺݑ) ݑ8

1) Trouver le modèle d’état du système, en considérant les variables de phase comme variables d’état: 

ሺݔଵ ൌ ሻݕ ሺݔଶ ൌ  ሶሻݕ

2) Schéma fonctionnel (diagramme de simulation), 

3) Vérifier (stabilité, contrôlabilité et observabilité) du système ainsi réalisé. 
24950103103, 6244  

Exercice 2 

La fonction de transfert du système de l’exercice 1 étant: 

ܻሺ݌ሻ
ܷሺ݌ሻ

ൌ
8

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 5ሻ
 

 

1) Trouver un modèle d’état selon la forme canonique diagonale (ou, de Jordan) 

2) Schéma fonctionnel, 

3) Vérifier (stabilité, contrôlabilité et observabilité) du système ainsi réalisé. 
10357103103, 4044  

Exercice 3 

(modèles d’état 1 et 2) et/ou (schémas 1 et 2): discussion comparative 
2491035757, 6400  
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Exercice 4 

Refaire (les exercices 1, 2) avec: 

ഺݕ ൅ ሷݕ8 ൅ ሶݕ17 ൅ ݕ10 ൌ  ݑ8

ou 

ܻሺ݌ሻ
ܷሺ݌ሻ

ൌ
8

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻሺ݌ ൅ 5ሻ
 

2495757, 600  

Exercice 5 

Soit le système, 

ሻݐሶሺܠ ൌ ቆ
0 1

െ5 െ6
ቇ ሻݐሺܠ ൅ ቆ

0

8
ቇ ሻݐሺݑ 

ሻݐሺݕ ൌ ሺ1 0ሻ ܠሺݐሻ                     
 

 ; ሻ, entréeݐሺݑ

 ; ሻ, sortieݐሺݕ

ሻݐሺܠ ൌ ቆ
ሻݐଵሺݔ

ሻݐଶሺݔ
ቇ: vecteur d’état 

 

1) Identifier les matrices ሺۯ, ۰, ۱, ۲ሻ du modèle d’état, 

2) Calculer les valeurs propres, 

3) Calculer les vecteurs propres. En déduire la matrice modale ۻ૙, 

4) Déduire une forme diagonalisée du modèle d’état. (appliquer la transformation linéaire ܠ ൌ  (ܢ૙ۻ
22922951229, 1131  

Exercice 6 

− Montrer l’invariance des modes propres sous transformation linéaire x ൌ  matrice ۻ z. Avecۻ
carrée non-singulière (c.-à.-d. inversible), de même dimension que ۯ. 

− Infinité de modèles d’état pour un système donné (pour une équation différentielle donnée) ? 
7710322951229, 54131  

Exercice 7 

Autres représentations d’état: 

− Forme canonique contrôlable (commandable), 

− Forme canonique observable, 

− … 
775057, 520  
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Réponses 

Exercice 1 

Modèle d’état 

 

Avec 

ቊ 
ଵݔ ൌ ݕ

ଶݔ ൌ ሶݕ
 

On obtient 

൞ 

ሶଵݔ ൌ ሶݕ ൌ ଶݔ ൌ ଵݔ0 ൅ ଶݔ1 ൅ ݑ0

ሶଶݔ ൌ ሷݕ ൌ െ5ݕ െ ሶݕ6 ൅ ݑ8 ൌ െ5ݔଵ െ ଶݔ6 ൅ ݑ8

ݕ ൌ ଵݔ ൌ ଵݔ1 ൅ ଶݔ0 ൅ ݑ0

 

Sous forme matricielle: 

ቆ
ሶଵݔ
ሶଶݔ
ቇ ൌ ቆ

0 1

െ5 െ6
ቇቆ

ଵݔ
ଶݔ
ቇ ൅ቆ

0

8
ቇݑ

ݕ ൌ ሺ1 0ሻ ቆ
ଵݔ
ଶݔ
ቇ ൅0ݑ

 

Soit, 

ۯ ൌ ቆ
0 1

െ5 െ6
ቇ ۰ ൌ ቆ

0

8
ቇ

۱ ൌ ሺ1 0ሻ ۲ ൌ 0
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Schéma fonctionnel 

 
 

 

Trois étapes: 

1) Exprimer ݕ, 

2) Montrer les ሼሺݔ௜,  ,ሶ௜ሻሽݔ

3) Exprimer les ሼݔሶ௜ሽ 

 

Stabilité ?, Contrôlabilité ? et Observabilité ? 

 

La stabilité dépend des valeurs propres, solutions de l’équation: |۷ߣ െ |ۯ ൌ 0 

ቤቆ
ߣ 0

0 ߣ
ቇ െ ቆ

0 1

െ5 െ6
ቇቤ ൌ ቤ

ߣ െ1

5 ߣ ൅ 6
ቤ ൌ ଶߣ ൅ ߣ6 ൅ 5 ൌ ሺߣ ൅ 1ሻሺߣ ൅ 5ሻ ൌ 0 

∆ൌ 36 െ 20 ൌ 16 ൌ 4ଶ 

ฺ ଵߣ ൌ െ1 ݁ߣ ݐଶ ൌ െ5 

ฺ ଶߣ ൅ ߣ6 ൅ 5 ൌ 1ሺߣ ൅ 1ሻሺߣ ൅ 5ሻ 

ฺ ߣ א ሼെ1,െ5ሽ 

(Toutes les valeurs propres à partie réelle négative) ฺ système Stable 

 

|۰ۯ|۰| ൌ ቤ
0 8

8 െ48
ቤ ൌ െ64 ് 0 ฺ système Contrôlable 

 

ቤ
۱

ۯ۱
ቤ ൌ ቤ

1 0

0 1
ቤ ൌ 1 ് 0 ฺ système Observable 

 

%Matlab, script 

A=[0 1;-5 -6] 
B=[0;8] 
C=[1 0] 
D=0 
% 
lambda=eig(A) 
Mc=ctrb(A,B) 
det(Mc) 
Mo=obsv(A,C) 
det(Mo) 
% 
F1=ss(A,B,C,D) 
F2=tf(F1) 
 

 

െ૟ 

න
 ሻݐሺݑ

ሻݐሺݕ

െ૞ 

  න
ሻݐଶሺݔ ሻݐଵሺݔ
 ሻݐሶଶሺݔሻݐሶଵሺݔ

ૡ 
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Exercice 2 

Modèle d’état 

 

ܻሺ݌ሻ
ܷሺ݌ሻ ൌ ሻ݌ሺܨ ൌ

8
ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 5ሻ ൌ

ܿଵ
݌ ൅ 1 ൅

ܿଶ
݌ ൅ 5 

ܿଵ ൌ ሺ݌ ൅ 1ሻܨሺ݌ሻ|௣ୀିଵ ൌ 2 

ܿଶ ൌ ሺ݌ ൅ 5ሻܨሺ݌ሻ|௣ୀିହ ൌ െ2 

ܻሺ݌ሻ
ܷሺ݌ሻ ൌ

2
݌ ൅ 1 ൅

െ2
݌ ൅ 5 

ܻሺ݌ሻ ൌ
2

݌ ൅ 1ܷ
ሺ݌ሻ

ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௑భሺ௣ሻ

൅
െ2
݌ ൅ 5ܷ

ሺ݌ሻ
ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

௑మሺ௣ሻ

 

 

 

 

%Matlab, script 

num=8 
den=poly([-1 -5]) 
% 
[cf,pf,rf]=residue(num,den) 
 

 

On choisit  

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

  
ଵܺ ൌ

2
݌ ൅ 1ܷ

ܺଶ ൌ
െ2
݌ ൅ 5ܷ

 

D’où 

ە
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۓ

  

ଵܺ ൌ
ଶ

௣ାଵ
ܷ ฺ ݌ ଵܺ ൅ ଵܺ ൌ 2ܷ

ࣦషభ
ሳሰ ଵሶݔ ሺݐሻ ൅ ሻݐଵሺݔ ൌ ሻݐሺݑ2 ฺ ଵሶݔ ሺݐሻ ൌ െݔଵሺݐሻ ൅ ሻݐሺݑ2

ܺଶ ൌ
ିଶ
௣ାହ

ܷ ฺ ଶܺ݌ ൅ 5ܺଶ ൌ െ2ܷ
ࣦషభ
ሳሰ ଶሶݔ ሺݐሻ ൅ ሻݐଶሺݔ5 ൌ െ2ݑሺݐሻ ฺ ଶሶݔ ሺݐሻ ൌ െ5ݔଶሺݐሻ െ ሻݐሺݑ2

ܻ ൌ ଵܺ ൅ ܺଶ
ࣦషభ
ሳሰ ሻݐሺݕ ൌ ሻݐଵሺݔ ൅ ሻݐଶሺݔ

 

 

 

 

 

 

 

En effet, 

ࣦሼݔଵሶ ሺݐሻሽ ൌ ݌ ଵܺሺ݌ሻ െ ሻ|௧ୀ଴ݐଵሺݔ
ൌ ݌ ଵܺሺ݌ሻ

 

(la définition d’une fonction de transfert 
suppose des conditions initiales à-zéro) 
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Sous forme matricielle: 

ቆ
ሶଵݔ
ሶଶݔ
ቇ ൌ ቆ

െ1 0

0 െ5
ቇቆ

ଵݔ
ଶݔ
ቇ ൅ቆ

2

െ2
ቇݑ

ݕ ൌ ሺ1 1ሻ ቆ
ଵݔ
ଶݔ
ቇ ൅0ݑ

 

Soit, 

ۯ ൌ ቆ
െ1 0

0 െ5
ቇ ۰ ൌ ቆ

2

െ2
ቇ

۱ ൌ ሺ1 1ሻ ۲ ൌ 0

 

 

Schéma fonctionnel 

 

 

On rappelle: 

La fonction  ଵ
௣
 du domaine-p correspond à 

l’opérateur ‘intégrale’ du domaine-temps 
[Transformée-de-Laplace].  

 

 
െ1 

1
 ݌

2 

െ5 

1
 ݌

െ2 

ሻݐሺݕ

ሻݐሺݑ

ሻݐଶሺݔ

ሻݐଵሺݔ

 ሻݐሶଶሺݔ

 ሻݐሶଵሺݔ
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Stabilité ?, Contrôlabilité ? et Observabilité ? 

 

۷ߣ| െ |ۯ ൌ 0 ฺ ฺڮ ߣ א ሼെ1,െ5ሽ 

(Toutes les valeurs propres à partie réelle négative) ฺ système Stable 

 

|۰ۯ|۰| ൌ ڮ ൌ 16 ് 0 ฺ système Contrôlable 

 

ቤ
۱

ۯ۱
ቤ ൌ ڮ ൌ െ4 ് 0 ฺ système Observable 

 

 

 

 

Etant donné la même dynamique, Les 
valeurs propres sont invariantes, 
indépendamment du modèle d’état 
[exercice 6] 

 

 

Exercice 3 

 

(Modèles 1 et 2: comparaison / discussion) 

… 
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Exercice 4 

Modèle 1 

Système du 3ème ordre ⇒ trois variables d’état: ሺݔଵ ൌ ሻݕ ሺݔଶ ൌ ሶሻݕ ሺݔଷ ൌ  ሷሻݕ

D’où, …. 

൮

ሶଵݔ
ሶଶݔ
ሶଷݔ

൲ ൌ ൮

0 1 0

0 0 1

െ10 െ17 െ8

൲൮

ଵݔ
ଶݔ
ଶݔ

൲ ൅൮

0

0

8

൲ݑ

ݕ ൌ ሺ1 0 0ሻ൮

ଵݔ
ଶݔ
ଶݔ

൲ ൅0ݑ

 

 

Schéma fonctionnel 1 

… 

 

Stabilité ?, Contrôlabilité ? et Observabilité ? 

 

۷ߣ| െ |ۯ ൌ ڮ ൌ ଷߣ ൅ ଶߣ8 ൅ ߣ17 ൅ 10 ൌ 0 ฺ ߣ א ሼെ1,െ2,െ5ሽ 

(Toutes les valeurs propres à partie réelle négative) ฺ système Stable 

 

|۰ ۰ۯ |૛۰ۯ ൌ ڮ ൌ െ512 ് 0 ฺ système Contrôlable 

 

ተ

۱

ۯ۱

૛ۯ۱
ተ ൌ ڮ ൌ 1 ് 0 ฺ système Observable 
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Modèle 2 

… 

൮

ሶଵݔ
ሶଶݔ
ሶଷݔ

൲ ൌ ൮

െ1 0 0

0 െ2 0

0 0 െ5

൲൮

ଵݔ
ଶݔ
ଶݔ

൲ ൅൮

2

െ2.667

0.667

൲ݑ

ݕ ൌ ሺ1 1 1ሻ൮

ଵݔ
ଶݔ
ଶݔ

൲ ൅0ݑ

 

 

Schéma fonctionnel 2 

 

… 

 

Stabilité ?, Contrôlabilité ? et Observabilité ? 

 

۷ߣ| െ |ۯ ൌ ڮ ൌ ሺߣ ൅ 1ሻሺߣ ൅ 2ሻሺߣ ൅ 5ሻ ൌ 0 ฺ ߣ א ሼെ1,െ2,െ5ሽ 

(Toutes les valeurs propres à partie réelle négative) ฺ système Stable 

 

|۰ ۰ۯ |૛۰ۯ ൌ ڮ ൌ 42.67 ് 0 ฺ système Contrôlable 

 

ተ

۱

ۯ۱

૛ۯ۱
ተ ൌ ڮ ൌ െ12 ് 0 ฺ système Observable 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Etant donné la même dynamique, Les valeurs 
propres sont invariantes, indépendamment du 
modèle d’état [exercice 6] 
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Exercice 5 

ۯ ൌ ቆ
0 1

െ5 െ6
ቇ ۰ ൌ ቆ

0

8
ቇ

۱ ൌ ሺ1 0ሻ ۲ ൌ 0

 

 

valeurs propres 

۷ߣ| െ |ۯ ൌ 0 ฺ ฺڮ ሺߣଵ ൌ െ1ሻ ሺߣଶ ൌ െ5ሻ 

 

vecteurs propres: ܞ૚ et ܞ૛ tel que: 

૚ܞۯ ൌ  ૚ܞଵߣ

ฺ ቆ
0 1

െ5 െ6
ቇቆ

ଵଵݒ
ଵଶݒ

ቇ ൌ െቆ
ଵଵݒ
ଵଶݒ

ቇ 

ฺ ቊ
ଵଶݒ ൌ െݒଵଵ
െ5ݒଵଵ െ ଵଶݒ6 ൌ െݒଵଶ

 

ฺ ଵଶݒ ൌ െݒଵଵ 

une infinité de solutions. On choisit une, soit par exemple pour ݒଵଵ ൌ 1: 

૚ܞ ൌ ቆ
1

െ1
ቇ 

૛ܞۯ ൌ ૛ܞଶߣ ฺ  ڮ

ฺ ଶଶݒ ൌ െ5ݒଶଵ 

Soit, par exemple, pour ݒଶଵ ൌ ૛ܞ :1 ൌ ቆ
1

െ5
ቇ 

 

 

%Matlab, script 

A=[0 1;-5 -6] 
B=[0;8] 
C=[1 0] 
D=0 
% 
[M0,lambda]=eig(A) 
A0=inv(M0)*A*M0 
B0=inv(M0)*B 
C0=C*M0 
D0=D 
 
 
 
% On rappelle: infinité de 
possibilités pour ሺܞ૚ et ܞ૛) ; 
donc pour ۻ૙. La solution 
générée par la fonction eig 
ne suppose pas forcément ݒଵଵ à 
1 
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matrice modale ۻ૙ 

ۻ ൌ ሺܞ૚| ૛ሻܞ ൌ ቆ
1 1

െ1 െ5
ቇ 

 

un modèle d’état diagonalisée 

Modèle d’état 

ቊ
ሶܠ  ൌ Aܠ ൅ Bݑ

ݕ  ൌ Cܠ ൅ Dݑ
 

E/S: ݕ/ݑ, vecteur d'état ൌ  ܠ

Un autre modèle d’état, diagonalisé, obtenu par transformation linéaire ܠ ൌ  ܢ૙ۻ

ቊ
ሶܢ  ൌ A଴ܢ ൅ B଴ݑ

ݕ  ൌ C଴ܢ ൅ D଴ݑ
 

E/S: ݕ/ݑ, vecteur d'état ൌ  ܢ

Avec 

൫A଴ ൌ M଴
ିଵAM଴൯ ൫B଴ ൌ M଴

ିଵB൯

ሺC଴ ൌ CM଴ሻ ሺD଴ ൌ Dሻ
 

 

A.N. 

A଴ ൌ ቆ
െ1 0

0 െ5
ቇ B଴ ൌ ቆ

2

െ2
ቇ

C଴ ൌ ሺ1 1ሻ D଴ ൌ 0

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La relation (E/S) maintenue 

 

 

 

 

 

(Démonstration: …) 
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Exercice 6 

 

− Invariance des modes propres sous transformation linéaire x ൌ  .zۻ

(Démonstration: …) 

− Infinité de modèles d’état pour un système dynamique donné ? 

(Discussion: …) 

 

Exercice 7 

Autres représentations d’état: 

− Forme canonique contrôlable, ou commandable, (Bibliographie, et exercice) 

− Forme canonique observable, (Bibliographie, et exercice) 

− … (Bibliographie, et exercice) 

 

 


