TD1, Mod¢le d’état

— systemes dynamiques linéaires continus (analogiques)

Rafik BENSAADI,
univ-batna2, avril 2020
pré-requis: Modélisation d'un systéme dynamique par I'équation différentielle ou fonction de transfert,

Calcul matriciel,
Décomposition en fractions partielles.

Exercice 1

Soit le systéeme:
y+6y+5y=8u (u(t): entrée; y(t): sortie)

1) Trouver le modele d’état du systeme, en considérant les variables de phase comme variables d’état:
(x1=y) (xz=y)
2) Schéma fonctionnel (diagramme de simulation),

3) Verifier (stabilite, controlabilité et observabilité) du systeme ainsi réalise.

Exercice 2

La fonction de transfert du systéme de I’exercice 1 étant:

Y(p) _ 8
Up) @+D@+5)

1) Trouver un modele d’état selon la forme canonique diagonale (ou, de Jordan)
2) Schéma fonctionnel,

3) Vérifier (stabilité, contrblabilité et observabilité) du systeme ainsi réalisé.

Exercice 3

(modeles d’état 1 et 2) et/ou (schémas 1 et 2): discussion comparative



Exercice 4
Refaire (les exercices 1, 2) avec:

¥+ 8y + 17y + 10y = 8u

ou
Y() _ 8
Up) (@+DL@+2)({@P+5)
Exercice 5

Soit le systéme,

0 1 0
x(t) = < >X(t) +< ) u(t)
-5 -6 8

y@®=@a 0)x()

u(t), entrée ;

y(t), sortie ;

x1(t)

© = <
e

1) Identifier les matrices (A, B, C, D) du modéle d’état,

2) Calculer les valeurs propres,

): vecteur d’état

3) Calculer les vecteurs propres. En déduire la matrice modale My,

4) Déduire une forme diagonalisée du modele d’état. (appliquer la transformation linéaire x = M,z)

Exercice 6

— Montrer I’invariance des modes propres sous transformation linéaire x = Mz. Avec M matrice
carrée non-singuliére (c.-a.-d. inversible), de méme dimension que A.

— Infinité de modéles d’état pour un systeme donné (pour une équation différentielle donnee) ?

Exercice 7

Autres représentations d’état:

— Forme canonigue contrdlable (commandable),

— Forme canonique observable,



Réponses

Exercice 1

Modéle d’état

Avec
{x1 =y
X, =y
On obtient
Xy =y =Xz
Xy =y = -5y —6y +8u
y = X1

Sous forme matricielle:
()= (5 26 )
. = + u
Xy -5 —-6/\x2 8

X1
y = (1 0)( > +0u
x

2

(5 L) o= ()

c=Q01 0) D=0

= 0x; + 1x, + Ou
= —5x; — 6x, + 8u
= 1x1 + 0x, + Ou




Schéma fonctionnel

%2 (t) x1(t)
u(t) x,(t) X, (t)
IO linal

- y(®)
\ -

Trois étapes:

1) Exprimer y,
2) Montrer les {(x;, x;)},

3) Exprimer les {x;}

Stabilité ?, Controlabilité ? et Observabilité ?

La stabilité dépend des valeurs propres, solutions de I’équation: [AI — A] = 0

1 0 0 1 y/— |
‘( >_( >‘:‘ ’:A?+6A+5=(A+1XA+5)=O
0 A -5 -6 5 A+6

= 1€ {-1,-5}

(Toutes les valeurs propres a partie réelle négative) = systéme Stable

0 8
|B|AB| = ’ ‘ = —64 # 0 = systeme Contrdlable
8 —48

el
CA 01

‘ =1 # 0 = systéme Observable

A=36—-20=16 =472

= A =—-1letd, =-5

= 12+61+5=1A1+1)A+5)

%Matlab, script

A=[0 1;-5 -6]
B=[0;8]

C=[1 0]

D=0

%
lambda=eig(A)
Mc=ctrb(A,B)
det(Mc)
Mo=obsv(A,C)
det(Mo)

%
Fl=ss(A,B,C,D)
F2=tf(F1)




Exercice 2

Modeéle d’état

Y(p) _ 8 C1 C2

U P = Do s o+l ps
c=@+DFP)lp=—1 =2
=@+ FPly=—s =2

Yo) 2 -2
Up) p+1 p+5

2 —
Y(p) =——=U(p) + ——U
() ] » —— )
X1(p) X2(p)
On choisit
X, = 2 U
1_p+1
X, =~y
2_p+5
D’ou
2
Xy=-2U  =SpXi+X =2U
1 X, =—= = pX, +5X, = —2U

Y:X1+X2

() +2,(6) = 2u(t)

2,0 + 55,(t) = —2u(t)

= X% (t) = —x,(t) + 2u(t)

= %,(t) = =5x,(t) — 2u(t)

SO =10 + %0

%Matlab, script

num=8

den=poly([-1 -5])
%
[cF,pf,rf]=residue(num,den)

En effet,

L ()} =pXi(p) — X1 (D=0
= pX1(p)

(la définition d’une fonction de transfert
suppose des conditions initiales a-zéro)




Sous forme matricielle:

()= (0 56 ()

X1
y = (1 1)( ) +0u
X2
Soit,
-1 0 2
(o o) ()
0 -5 -2
c=01 1 D=0

Schéma fonctionnel

x(8)

T | =

) _)@xz ®)

u(t)

%, (1) T

"=

), _)@551 ()

y(®)

On rappelle:

La fonction % du domaine-p correspond a

I’opérateur ‘intégrale’ du domaine-temps
[Transformée-de-Laplace].




Stabilité ?, Controlabilité ? et Observabilité ?

AI—Al=0= = 1€ {-1,-5}

(Toutes les valeurs propres a partie réelle négative) = systéme Stable

Etant donné la méme dynamique, Les
valeurs propres sont invariantes,
indépendamment du modeéle d’état
[exercice 6]

|B|AB| = --- = 16 # 0 = systeme Contrblable
C .
= ... = —4 # 0 = systeme Observable
CA
Exercice 3

(Modeéles 1 et 2: comparaison / discussion)



Exercice 4

Modéle 1

Systéme du 3éme ordre = trois variables d’état: (x; =y) (k3 =y) (x5 =3%)

D’ou, ....
Xq 0 1 0 X1 0
X, | = 0 0 1 X2 +{ 0 |u
X3 -10 -17 -8 X2 8
X1
y= 1 0 0)fx +0u
X2

Schéma fonctionnel 1

Stabilité ?, Controlabilité ? et Observabilité ?

[AI—A|=--=23+822+171+10=0= 1€ {-1,-2,-5}

(Toutes les valeurs propres a partie réelle négative) = systeme Stable

IB AB AZB| = - = —512 # 0 = systéme Controlable

C
CA | = =1 # 0 = sysiéme Observable
CA?




Modéle 2

Xq -1 0 0 X1 2
Xy | = 0o -2 0 X2 +| —2.667 |u
X3 0 0 =5/ \x 0.667
X1
y= a1 1 1| x +0u
X2

Schéma fonctionnel 2

Stabilité ?, Controlabilité ? et Observabilité ?

M—Al=-=A+1DA+2)A1+5) =0= 1€ {-1,-2,—5}

(Toutes les valeurs propres a partie réelle négative) = systéme Stable

IB AB AZB| = --- = 42.67 # 0 = systéme Controlable

C
CA| == —12 # 0 = systeme Observable
CA?

Etant donné la méme dynamique, Les valeurs
propres sont invariantes, indépendamment du
modele d’état [exercice 6]




Exercice 5

=5 1) o= ()

c=1 0) D=0

valeurs propres

AI-Al=0=> =W, =-1) (A, =-5)

vecteurs propres: v, et v, tel que:
AV1 = Alvl
( 0 1 )<U11> <U11>
- = —
-5 -6/ \V12 V12
{‘712 =V
=
=5V — 6V, = =V,
=V =~V

une infinité de solutions. On choaisit une, soit par exemple pour v,; = 1:

w=(2)

Av, = A, vy = -

- Vyp = _51721

1
Soit, par exemple, pour v,, = 1: v, = ( 5)

%Matlab, script

A=[0 1;-5 -6]
B=[0;8]

C=[1 0]

D=0

%

[MO, lambda]=eig(A)
AO=inv(MO)*A*MO
BO=inv(M0O)*B
CO=C*MO

DO=D

% On rappelle: infinité de
possibilités pour (v; et v,) ;
donc pour M,. La solution
générée par la fonction eig

ne suppose pas forcément v,; a
1
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matrice modale M,

1 1
M=(vy| wv)= ( )
-1 -5

un modele d’état diagonalisée

Modéle d’état

{x = Ax + Bu E/S: u/y, vecteur d'état = x
y =Cx+ Du

Un autre modeéle d’état, diagonalisé, obtenu par transformation linéaire x = Moz

{'z = Ayz + Byu E/S: u/y, vecteur d'état = z
y = CgZ + Dyu
Avec

(AO = Mo_lAMo) (BO = Mo_lB)

(Co = CM,) (Dy =D)
A.N.

n=(y o) w=(5)
*\o =s 2
Co=(1 1) Dy = 0

La relation (E/S) maintenue

(Démonstration: ...)
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Exercice 6

— Invariance des modes propres sous transformation linéaire x = Mz.
(Démonstration: ...)
— Infinité de modéles d’état pour un systéme dynamique donné ?

(Discussion: ...)

Exercice 7

Autres représentations d’état:
— Forme canonique contr6lable, ou commandable, (Bibliographie, et exercice)
— Forme canonique observable, (Bibliographie, et exercice)

— ... (Bibliographie, et exercice)
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