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Enoncés 1

Calcul de norme d’application linéaire

Exercice 1 [00491] [correction]
On note F = £*°(R) I'espace vectoriel normé des suites réelles bornées muni de la
norme N. Pour u = (u,) € ¢>°(R) on pose T'(u) et A(u) les suites définies par

T(w)n = tUnt1 et A(u)p = tUpy1 — Un

a) Montrer que les applications T" et A sont des endomorphismes continus de E.
b) Calculer leur norme.

Exercice 2 [00492] [correction]
Soient E = C°([0,1],R) et F = C'([0,1],R). On définit Ny et Ny par

Ni(f) = Il et No(f) = [fll oo + 1"l

a) On définit T': E — F par : pour tout f:[0,1] = R, T(f) : [0,1] — R est
définie par

T(f)(x) = / " f)ar

Montrer que T est une application linéaire continue.
b) Calculer la norme de T.

Exercice 3 [00493] [correction]
Soit £ = C([0,1],R) muni de || .||, définie par

1£lloe = sup|f]
0.1]

Etudier la continuité de la forme linéaire ¢ : f — f(1) — f(0) et calculer sa norme.

Exercice 4 [00494] [correction]
On munit I'espace E = C([0,1],R) de la norme ||.||,. Pour f et ¢ éléments de £
on pose

1
T, (f) = / F(p(t) dt

Montrer que T;, est une forme linéaire continue et calculer sa norme.

Exercice 5 [00495] [correction]
Soit £ = C([0,1],R) muni de || .||, définie par

1£1, = / ()] dt

Etudier la continuité de la forme linéaire

1
go:f»—)/o tf(t)dt

et calculer sa norme.

Exercice 6 [00496] [correction]
Soient F = C([0,1],R) et u 'endomorphisme de E qui envoie f € E sur la fonction

u(f) :x = f(z) = f(0)

a) Montrer que pour £ muni de ||. ||, I'endomorphisme u est continu.
b) Montrer que pour E muni de ||.||; 'endomorphisme u n’est pas continu.

Exercice 7 [00497] [correction]
Sur R [X] on définit Ny et Ny par :

“+oo
Ny (P) =Y [P®(0)] et No(P) = sup |P(t)|
t
k=0 6[7171]

a) Montrer que Ny et Ny sont deux normes sur R [X].

b) Montrer que la dérivation est continue pour N; et calculer sa norme.
¢) Montrer que la dérivation n’est pas continue pour No.

d) N; et Ny sont-elles équivalentes ?

Exercice 8 [00498] [correction]
On munit 'espace E = C([0,1],R) de la norme ||. || . Pour f et ¢ éléments de
on pose

1
T, (f) = / F(t)p(t)dt

Montrer que T, est une forme linéaire continue et calculer sa norme. On pourra
pour cela introduire les fonctions

_ o(t)
Jert o T e
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Exercice 9 [00499] [correction]

Soit £ = C([0,1],R) muni de ||. |-

Montrons que l'application u : f +— u(f) ot u(f)(x) = f(0) + z(f(1) — f(0)) est
un endomorphisme continue de E et calculer sa norme.

Exercice 10 [o00500 ] [correction]

Soit £ = C([0,1],R) muni de ||. |-

a) Montrer que pour toute fonction f € E, il existe une unique primitive F' de f
vérifiant

/OlF(t)dt:O

b) Etablir que l'application u : f — F est un endomorphisme continu.

¢) Justifier 1
F(m):/o (/twf(u)du) dt

d) Calculer ||u.

Exercice 11 [o1012] [correction]
Pour a = (a,) € *°(R) et u = (u,) € £*(R), on pose

+oo
(a,u) = Z antly,
n=0

a) Justifier l'existence de (a, u).

b) Montrer que l’application linéaire ¢, : a — {(a,u) est continue et calculer sa
norme.

¢) Méme question avec 9, : u — {(a,u).

Exercice 12 [03266] [correction]
Soit E l'espace des fonctions continues de carré intégrable sur R normé par

win-(f7r)"

a) Soit ¢ une fonction continue bornée. Montrer que I’application

u: fof

définit un endomorphisme continue de E.

b) Soient z( fixé dans R et f,, la fonction continue valant 1 en z, affine sur

[0 — 1/n,xg] et [zo,x0 + 1/n] et nulle ailleurs. Montrer que pour une fonction g
définie continue sur R,

n—-+o0o fR fTQL

c¢) Calculer la norme de I’endomorphisme u défini & la premiére question.

= g(wo)

Exercice 13 [03300] [correction)]
On note E 'espace des fonctions réelles définies et continues sur [0, 1].
On note E, cet espace muni de la norme

[ lloo = f = sup [f(2)]

te0,1]

et F cet espace muni de la norme

1
||-||1:fH/O £ dt

Soit u I’endomorphisme de F défini par

ul(f)(x) = / Cif(e) e

a) Montrer que 'application v de Eo, vers Eq qui a f associe u(f) est continue et
déterminer sa norme.
b) Montrer que 'application w de F; vers E qui & f associe u(f) est continue et
déterminer sa norme.
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Corrections Exercice 4 : [énoncé]
T, : E — R est bien définie et est clairement linéaire. Par I'inégalité de

Exercice 1 : [énoncé] Cauchy-Schwarz,

a) Pour tout u € £*°(R), on a |T(u),| < Noo(u) et |A(u),| < 2Noo(u) donc T (N < Mlelly 1f1l
f(U)’Agw t€ KOO(%%).t A et biom 3 vl dans £(R), de plus el . donc T, est continue et || T, || < [|¢ll,-

es applications T et A sont bien & valeurs dans , de plus elles son De pl — o T _ d
Les applications T et e vl pour f =g, [T, (7)] = el 1 done

Noo(T(1)) € Noo(u) et Noo(A(u)) < 2Noo (1) 1Tl = llells

donc elles sont aussi continues.
b) Par I’étude qui précéde on a déja Exercice 5 : [énoncé]
Pour tout f € F,

1Tl <1et [A] <2 :
o(f)] = / tF(8)] dt < ],

Pour u = (1), on a Noo(u) =1 et Noo(T'(u)) = 1 donce ||T|| = 1.
Pour u = ((—1)"), on a Neo(u) = 1 et Noo(A(u)) = 2 donc ||A]] = 2. donc ¢ est continue et
lell = sup |e(f)l <1
lFl<1

Exercice 2 : [noned] o Pour f: ¢ 1, |, = iy et p(f)| = Jy 17+ dt = 15 done
a) L’application T est bien définie et est clairement linéaire. Pour tout z € [0, 1],
I T(f)(x)] < xN1(f) donc lp(f)l _ n+1

e n+2

No(T(f) = IT (Nl + 1 flloe < 2N1(F)
d’on
Ainsi T est continue. ol = sup |o(f)] =1
b) Par I’étude ci-dessus, on a déja || T|| < 2. Pour f(¢t) =1, on a Ny(f) =1, IflI<1
T(f)(z) = z et donc No(T'(f)) = 2. Ainsi ||T|| = 2.

Exercice 6 : [énoncé]

Exercice 3 : [énoncé] a) On a
Pour tout f € E, [u(P)llse < M flloe + [FO) < 2]l
le(NHI < A1+ 1O < 21l , ,
_ donc I'endomorphisme u est continu pour la norme | .|| .
donc ¢ est continue et b) Pour f:z— (n+1)(1—2)", ||f]l, =1et
llell <2
1

Pour f:x—2x—1, fe E, | fll,, =1etu(f)=2donc |lu(f)ll, = / m+1)—(n+1)(1—2)"de =n — 400

0
= su = max =2
el Hfl\gl [P(F)l I71I<1 (1)l L’endomorphisme u n’est donc pas continu pour la norme ||. ||;.
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Exercice 7 : [énoncé]
a) L’application Nj : R [X] — RT est bien définie car la somme se limite & un
nombre fini de termes non nuls.
Si N1(P) = 0 alors
vk € Z, P*)(0) = 0

or
(k)
P = Z
donc P = 0.
Soient P, @ € R[X].
+oo “+oo
Ni(P+Q) =Y [PP0)+ QM) < S |PO(0)] + @@ ()
k=0 k=0

donc

)+ N1 (Q)

oo
N(P+Q) < Z‘

Soient P € R[X] et A € R

) 0+ QPO = Mm(p
k=0

Ni(AP) = ‘Ap’f) ’—mZ‘P(k) ‘—|)\|N1()
k=

Finalement N7 est une norme.
L’application No : R[X] — RT est bien définie car une fonction continue sur un
segment y est bornée.
Si No(P) = 0 alors
Vi e [-1,1],P(t) =0

Par infinité de racines P = 0.
Soient P,Q € R[X].

No(P+Q)= sup [P(t)+Q(t)| < sup [P(t)]+[Q(t)]

te[—1,1] te[—1,1]

donc

No(P+Q) < sup |P(t)[+ sup [Q(t)] = N2(P) + N2(Q)
te[—1,1] te[—1,1]

Soient P € R[X] et A € R.

No(AP) = sup [AP(t)|= sup IAHP()I—\AI sup |P(t)| = [A| N2(P)
te[—1,1] te[—1,1] te[—1,1]

Finalement N5 est aussi norme.
b) Notons D : R[X] — R [X] Popération de dérivation.

Z‘D P)® (0 ‘_Z‘p(kﬂ) ’<Z|Pk )| = Ny(P)

1. Pour P= X,

VP e R[X], N

donc 'endomorphisme D est continu pour la norme N; et || D] <
on a Ni(P)=1et Ny(D(P)) =1donc |D|| = 1.

¢) Soit P, = X™. On a D(P,) =nX""! donc Na(P,) =1 et
No(D(P,)) =n — +o0.

Par suite 'endomorphisme D n’est pas continu pour N.

d) Par ce qui précede, les normes ne sont pas équivalentes. Néanmoins

120 pk)
P=> P ZI(O)X’“ donc

k=0
+oo | p(k)
pol <> 2O < )
k=0

donc
N2 (P) < N1(P)

C’est la la seule (et la meilleure) comparaison possible.

Exercice 8 : [énoncé]
L’application T, : E — R est bien définie et est clairement linéaire. Par 'inégalité

1
< d
f)|</0 o)) dt [1£1l.,
1
1T, < / (1)) dt

on obtient T, est continue et

Pour tout € > 0, posons f, = IsOH—e On observe || f||,, < 1et
1 2
p(1)
T, (f :/ P g
=), e+

donc

1 b clplt)
T [ lewla < [ 2B arse
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puis
1
To(1) =5 [ leto) at
Or [T, (fo)| < | Tyl | fll donc on en déduit que || Ty, || > fo lp(t)| dt et finalement

IT,]| = / o(t)] dt

Exercice 9 : [énoncé]
u est clairement un endomorphisme de F.

u(f)(z) = (1 —2)f(0) + 2f(1)

donc
lu(f) (@) <A =2) [fO) +2[f()] < A =2) [fllc + 21 flle = [Iflls
Ainsi |lu(f)|| < ||f]]. L’endomorphisme wu est continu et ||u|| < 1
Pour f:xz— 1,ona ||f| =1et|u(f)|, =1 donc |ul| > 1 puis
Jul =1
Exercice 10 : [énoncé]
a) Les primitives de f sont de la forme ¢ + C* avec ¢ : x — [ f(t) dt. Parmi

celles-ci une seule est d’intégrale nulle c’est

F:go—/o o(t)dt

b) L’application u est bien définie de F vers F car une primitive est une fonction
continue. Pour \,p € Ret f,g € E, (Au(f) + pu(g)) = Af + ng et

fol Au(f) + pu(g) = 0 donc u(Af + pg) = Au(f) + pu(g). Ainsi u est un

endomorphisme.
T 1 t
x):/o f(t)dt—/o (/0 f(u)du) dat

donc aisément |F(x)| < 2| f., puis ||[F|l., < 2] fll- Ainsi u est continue.

c)
:z:)_/ozf(t)dt—/ol (/Otf(u)du> dt

et par intégration d’une constante

/:f(t)cw:/o1 (/jf(t)dt) du

On conclut par la linéarité et la relation de Chasles.

d) On a
1
x>|</0 & — t] |l dt

et en découpant 'intégrale en x, on obtient

! 1
/ le —t|dt =2 —x + =
O 2
donc 1
[F(@)] < 5 1fllo
puis | F||, < 3 [|fllo car sup (2% —x+1/2) = 1. Ainsi [Jul < 1/2.

z€(0,1

Enfin pour f:z—1, | fl|,, =1, F:x—x—1/2et ||[F|_ =1/2 donc ||u| =1/2

Exercice 11 : [énoncé]
a) On a |apuy,| < |lall |un| €t Y |u,| converge donc par comparaison de séries a
termes positifs > apuy est absolument convergente et donc convergente.

b) [(a, u)| < Z\anunl lea\l

On en dedult que Py est contlnue et [Jou| < |Jull;y-
Soit a la suite bornée déterminée par a, =1 si u,, > 0 et a,, = —1 sinon.
On a Ha|| =1 et pour tout n € N, a,u, = |u,| de sorte que

pula) = Z |un| = [l

On en dedu1t que [|@u| = [Jull;-
c) Par l'inégalité |(a,u)| < ||a|| o,
[l < llal.

Pour la suite ur = (0n,k)nen, on a [Jugll; =1 et Yq(ur) = ap donc |ax| < [|¢)q]|
pour tout k£ € N.
Par suite ||a]|, <

|un| = llallo [lull,-

|lull;, on obtient que v, est continue et

[l puis finalement [|¢q || = fla]l

Exercice 12 : [énoncé]
a) Si f € E alors ¢f € F car

(6 f(O < (16l 1)
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De plus, 'application u est évidemment linéaire et c’est donc un endomorphisme

de F.

Aussi
1/2

+oo 9
|¢f||2<</ [6lloo [f ()] dt) <9l 1712

donc ’endomorphisme u est continue et
Jull < 19/l
b) Soit € > 0. Puisque la fonction g est continue, il existe o > 0 vérifiant
|z — 2ol < a=|g(z) —g(zo)| <€

Pour n € N suffisamment grand, on a 1/n < « et alors

2 de— g /f /|g 9(w0)| f2(z) da

Puisque f,, est nulle en dehors de [xg — 1/n,z¢ + 1/n], on obtient

‘/ x)dz — g(zo /fn )dx \E/Rffb(x)dx

(opte) do
fRfR JHE s

et donc

— g(x0)

c) On sait déja ||u < ||¢||,- En appliquant le résultat qui précede a la fonction

g = ¢2, on obtient
/a0l

[fnll

— [¢(0)|
On en déduit
[[ull = |p(20)]

pour tout zy € R.
On peut alors affirmer [ju|| > [|¢|| ., puis I'égalité.

Exercice 13 : [énoncé]
a) Pour f € E,

W(N@I< [ 1fl d = 3 1

donc
1, 1
Dl < [ 527 [1flle dz = ¢ 1l
0

On en déduit que I'application linéaire v est continue et
ol < 1/6

En prenant f = I, on obtient

1l =1, u(f) 2 > 22 et [o(f)]l, = 1/6

2
On en déduit ||v|| = 1/6.
b) Pour f € E,
= dt < dt <
u(f) ()| / EIF(B)] dE < / £ dt < |1,
donc

lw()lloe = sup [u(f)(@)] <[l

z€(0,1]

On en déduit que Papplication linéaire w est continue et |Jw|| <1
Pour f,(t) =t", on a

1
Il = 1/004 1), wf) @) = —50™ et (i) loo = —
Puisque
o)l _nt1
[1fnlly n+2
on obtient ||w|| =1
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