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Fonction de transfert en temps continu des systèmes linéaires ET stationnaires (LTI)

Fonction de transfert égale représentation fréquencielle, ou encore représentation par transmittance, on fait la transformée de Laplace des équations différentielles en imposant des conditions initiales nulles 

1 Trois représentations équivalentes :
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On étudie les systèmes linéaires et stationnaires ou  filtres linéaires :


	· linéaire : 
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Construction de diagrammes de Bode superposés
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· stationnaire : la relation entre entrée et sortie est indépendante du temps : 
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	Conséquence de la  linéarité : 


Le Principe de superposi-tion s’applique, 

d’où une méthode de décomposition pour simplifier le calcul de la sortie d’un système à plusieurs entrées.
	supposons 
[image: image7.wmf]n

entrées ( 1 sortie   
[image: image8.wmf]e

t

e

t

e

t

n

1

2

(

),

(

),

(

)

L

(
[image: image9.wmf]s

t

(

)



[image: image10.wmf]e

s

1

1

0

L

é

ë

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

®

,  
[image: image11.wmf]0

0

e

s

i

i

é

ë

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

®

,  
[image: image12.wmf]
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1.1 :  Produit de Convolution 

	Conséquence de l’association  linéarité plus stationnarité :
	La relation d’entrée sortie d’un système linéaire stationnaire (ou  filtre linéaire) est un Produit de Convolution.
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Pour le filtre linéaire S, 
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, «*» est le produit de convolution et 
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 la réponse impulsionnelle de S: 
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Soit 
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La démonstration utilise la propriété suivante de l’impulsion de Dirac 
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On en tire par linéarité 
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  d’où, du fait de la stationnarité         
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Exercice :

Quelle est la réponse à une rampe d’un processus P linéaire stationnaire dont la réponse impulsionnelle est un échelon unitaire ?
Solution : la réponse vaut 
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1.2:
Fonction de transfert (transformée de Laplace)

La transformée de Laplace du produit de convolution est le produit cartésien, et réciproquement :
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Pour un filtre linéaire, c’est 
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où 
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 est la fonction de transfert du processus S, ou transmittance de S. Donc, en pratique  
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,  La fonction de transfert est la transformée de Laplace de la réponse impulsionnelle.
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Dans un schéma bloc, on note la fonction de transfert dans le bloc associé à S, et la relation d’entrée sortie devient multiplicative :

1.3 :
Equation différentielle

Si la relation d’entrée sortie est une équation différentielle, on calcule la fonction de transfert en utilisant le théorème de la dérivée soit 
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 à conditions initiales nulles, c’est à dire avec
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. Considérons une équation différentielle générale pour S :
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(cas S.I.S.O.)

La transformée de Laplace à conditions initiales nulles aboutit à la fonction de transfert :
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En résumé :


Produit de convolution : 
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Fonction de transfert    
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  Equation différentielle

Transmittance             
[image: image56.wmf]Laplace

C

I

nulles

.

.

¬

¾

¾

¾

¾

            






[image: image57.wmf]å

å

=

=

j

j

i

i

i

j

p

a

p

b

p

H

p

E

p

S

)

(

)

(

)

(




[image: image58.wmf]a

d

s

dt

b

d

e

dt

i

i

i

i

j

j

j

j

å

å

=
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Exercices :    

refaire l’exemple pour   
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, utiliser le produit de convolution pour calculer la réponse indicielle
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Informations de  la fonction de transfert

1/ réponse indicielle
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 réponse indicielle : 
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2/ réponse impulsionnelle

La transformée de l’impulsion de Dirac 
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lisible directement dans la table de Laplace
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3/ réponse fréquencielle (ou harmonique)
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Dans la fonction de transfert, on fait le changement de variable qui remplace la variable
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On rappelle que 
[image: image78.wmf]f

p

w

2

=

où 
[image: image79.wmf]f

est la fréquence en Hz.On distingue deux informations, nommées :
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· la phase (ou déphasage), soit 
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Exemple : intégrateur
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Signification physique de la réponse harmonique:

La réponse harmonique se calcule ou se relève expérimentalement en régime sinusoïdal établi :
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 courbe de gain ou atténuation (
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Représentation dans le diagramme de Bode (cf. ci-dessus)

Dans un diagramme semi-logarithmique, on porte le gain en dB en fonction de 
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, on reporte la phase dans un second diagramme.

Rappel :

Octave == multiplication par 2  de la fréquence (pulsation)

Décade == multiplication par 10
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Questions:

1 - Traduire les valeurs suivantes en  décibels : 

· 5   =  _______ dB

· 20   =  ______   dB

· 0.2  =  ______   dB

· 8     =    _____  dB

2 - Rappeler la relation entre fréquence et pulsation 
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 et les unités.


4/ Gain statique, et valeur initiale de la réponse indicielle

Deux propriétés de la transformée de Laplace 
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Application à la réponse indicielle :
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Calcul de la valeur initiale de la réponse indicielle   
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Calcul similaire de la valeur finale  
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On appelle gain statique, ou gain d’un processus le rapport sortie sur entrée en régime permanent.

· Dans  l’équation différentielle, il suffit d’annuler les dérivées pour déterminer le gain statique

· Dans la fonction de transfert, on fait tendre la variable de Laplace 
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5/  Transmittance du retard pur (temps de calcul ou délai de transmission)
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D’après le théorème du décalage temporel de la transformée de Laplace, 
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6/  Représentation ZPG (pour :  zéros, pôles, gain) 
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· 
[image: image102.wmf]i

z

, les 
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zéros de la fonction de transfert 

· 
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Une fonction de transfert est entièrement définie par le gain K, qui détermine un facteur d’échelle, l’ensemble de ses zéros 
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 et de ses pôles 
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. Pour décrire un système donné par sa fonction de transfert, on peut se contenter de reporter dans le plan complexe la position de ses zéros (symbole o) et de ses pôles (symbole x).
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Caractéristiques des pôles de la fonction de transfert :

Les pôles de la fonction de transfert ont une influence déterminante sur le comportement du système associé : allure des transitoires, rapidité, stabilité ... On leur associe deux indicateurs dés que leur module est différent de zéro :

· L’amortissement réduit, (ou damping ratio) soit :               
[image: image108.wmf]i
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· la pulsation propre associée (ou natural frequency), soit : 
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3. Formule des Résidus :

La formule des résidus permet d’inverser la transformée de Laplace sans table de Laplace. On peut de plus utiliser ses résultats pour quantifier aisément l’effet des pôles et des zéros de la fonction de transfert sur le comportement statique et dynamique :

 Soit 
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, la fonction de transfert d’un processus ou d’un système bouclé, donnée par une liste de zéros (
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pôle d’ordre de multiplicité 
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), et un facteur de gain  
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Exercice : Donner les pôles, zéros, avec leur ordre de multiplicité, pour:
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, puis pour Cobaye
3.1 Définition  du résidu de 
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On appelle résidu de 
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3.2 Formule des Résidus

On appliquera le résultat suivant pour calculer la transformée de Laplace inverse d’une fonction complexe 
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C’est la « formule des résidus ». Elle est d’application aisée en cas de pôles simples, voire doubles, et réels, et permet  d’éviter l’utilisation de la table des transformées de Laplace.

3.3 Exercices

1. Quelle est la réponse impulsionnelle 
[image: image127.wmf])

(

t

h

de : 
[image: image128.wmf]t

t

t

1

1

)

(

+

=

+

=

p

A

p

A

p

H


2. Calculer la réponse indicielle 
[image: image129.wmf])

(

t

r

du processus de fonction de transfert 
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, vérifier VIRI, VFRI, GS.

3. Réponse à une rampe 
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par la transformée de Laplace et les résidus. Vérifier 
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 EMBED Equation.3  [image: image134.wmf])
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4. Réponse impulsionnelle de Cobaye ? et la réponse indicielle ?

Solutions : on devra trouver

1. 
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, VIRI=5, VFRI=GS=1, temps de réponse à 5 % environ 3 seconde
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4. Opérations sur les schémas-blocs

L’utilisation de fonctions de transfert dans les schémas blocs permet des opérations de simplification multiplicatives et additives sur la structure des systèmes étudiés. On associe donc dans un tel schéma :

· A un arc orienté : la transformée de Laplace d’un signal 

· A un sommet, la fonction de transfert d’un processus, d’où une relation d’entrée sortie multiplicative, voire additive s’il y a plusieurs entrées.

exemple :

[image: image201.wmf]B

[image: image202.wmf])

(

2

w

i

ft


[image: image203.wmf]1

1

2

+

+

+

s

s

s

[image: image204.wmf]k

                 

[image: image205.wmf]Frequency (rad/sec)

Phase (deg); Magnitude (dB)

Bode Diagrams

-40

-20

0

20

 

10

-1

10

0

10

1

-200

-150

-100

-50

0

 


[image: image206.emf]-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Real Axis

Imag Axis

[image: image207.emf]Time (sec.)

Amplitude

Step Response

0 2 4 6 8 10 12

0

0.5

1

1.5

2

2.5

 


[image: image208.emf]Time (sec.)

Amplitude

Step Response

0 5 10 15 20 25 30

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

 


[image: image209.emf]0 2 4 6 8 10

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

[image: image210.wmf]Frequency (rad/sec)

Phase (deg); Magnitude (dB)

Bode Diagrams

-40

-20

0

20

 

10

-1

10

0

10

1

-200

-150

-100

-50

0

 


[image: image211.emf]Open-Loop Phase (deg)

Open-Loop Gain (dB)

Nichols Charts

-400 -350 -300 -250 -200 -150 -100 -50 0

-140

-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

20

40

 

-40 dB

-20 dB

-12 dB

-6 dB

-3 dB

-1 dB

0 dB

0.25 dB

0.5 dB

1 dB

3 dB

6 dB

Open-Loop Phase (deg)

Open-Loop Gain (dB)

6 dB

3 dB

1 dB

0.5 dB

0.25 dB

0 dB

-1 dB

-3 dB

-6 dB

-12 dB

-20 dB

-40 dB

-60 dB

-80 dB

-100 dB

-120 dB

[image: image212.emf]Real Axis

Imaginary Axis

Nyquist Diagrams

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

 



Associés par des arcs, les blocs composent des structures éventuellement complexes ou schémas blocs décrivant  graphiquement les systèmes asservis :

Association en série :
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Association En parallèle :








Association dans un système bouclé :





[image: image140.wmf])

(

)

1

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

BS

C

A

S

puisque

AC

AB

S

p

S

p

B

p

X

p

E

p

A

p

S

p

X

p

C

p

E

-

=

=

+

=

=

-

=


On en tire les résultats suivants très utilisés:
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et 
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Cas particulier du retour unitaire : 
[image: image143.wmf]1

)

(

=

p

B

     ,    
[image: image144.wmf])

(

1

)

(

)

(

)

(

p

A

p

A

p

C

p

S

+

=


Cas particulier de la réaction positive ,            
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On a alors bien sûr : 
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Deux exercices : 


D’après le principe de superposition, on peut affirmer que la transformée de la sortie  ci-dessus soit 
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. Calculer alors
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2 - calculer 
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pour le système bouclé ci-dessous qui contient deux retours en parallèle. Justifier l’appellation de « retour tachymétrique » pour cet asservissement.


Quelques transformations utiles pour simplifier les Schémas-blocs





Soit 
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5.  Fonctions de transfert  avec MATLAB

· pour définir une fonction de transfert

On donne les coefficients du polynôme en p au numérateur, et au dénominateur

% on définit la F.T. 10/(1+0.1p)

ft1=tf(10,[0.1, 1])

% ou ft1=tf(10,[.1 1]);

Matlab répond :

Transfer function:

   10

---------

0.1 s + 1

ft1 est un objet pour l’interpréteur Matlab . Essayer :

» ft1

Transfer function:

   10

---------

0.1 s + 1

» ft1;

» get(ft1)

        num = {[0 10]}

        den = {[0.1 1]}

        Variable = 's'   % Note : >> set(ft1,’Variable’, ‘p’)

        Ts = 0           % période d’échantillonnage

        Td = 0           % retard pur, délai

        InputName = {''}

        OutputName = {''}

        Notes = {}

        UserData = []

· pour décrire des schémas-blocs 

fermer une boucle de contre réaction

» num=1;

» den=[1 0];

» action=tf(num,den);

» reaction=tf(2,1);

» bf=feedback(action, reaction, -1)

Transfer function:

  1

-----

s + 2

» bf=feedback(action, reaction, 1)

Transfer function:

  1

-----

s - 2

mise en série

» proc1=tf(1, [1,1]);

» proc2=proc1;

» serie=series(proc1,proc2) 

Transfer function:

      1

-------------

s^2 + 2 s + 1

Mise en parallèle (même entrée, somme des sorties)

» parallel (proc1,proc2)

Transfer function:

   2 s + 2

-------------

s^2 + 2 s + 1

En fait, on peut faire plus simplement, cf. ci-dessous. Les fonctions parallel et series sont plus puissantes et s’appliquent aux processus multivariables.

» proc1+proc2

Transfer function:

   2 s + 2

-------------

s^2 + 2 s + 1

» proc1*proc2 

Transfer function:

      1

-------------

s^2 + 2 s + 1

L’opération suivante est licite :

» k=5;ftbf= k*ft/(1+k*ft)

Transfer function:

       5 s^2 + 5 s + 5

-------------------------------

s^4 + 2 s^3 + 8 s^2 + 7 s + 6
· Calcul des informations associées à la fonction de transfert

· Réponses temporelles (indicielle, impulsionnelle, sinus, autre ...  )

» ft2=tf(2,[1 1 1])

Transfer function:

     2

-----------

s^2 + s + 1

» step(ft2)

» [y,t]=step(ft2);

» ft1=tf(2,[1 1 1 1])

Transfer function:

        2

-----------------

s^3 + s^2 + s + 1

» step(ft1,ft2)







>> p = [1,1,1,1] ; %définit un polynôme

>> roots(p) ;  % donne :- 1 , i , - i

Remarque : 
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de période environ
· Réponse impulsionnelle : le format est  semblable, avec impulse( ) :

» impulse(ft2, ft3) ou bien 

» [y,t]=impulse(ft2);

· Réponse à une entrée autre : 
Pour faire la réponse à une rampe de la fonction de transfert ft1, on spécifie l’entrée in extenso dans un vecteur, et les instants de calcul de la réponse dans un autre de taille identique:

» [y,t]=lsim(ft1,0:.1:10,0:.1:10); % ft, u, t, [x0]

» plot(t,y)

» grid

· Gain statique

» dcgain(ft2) %donne le gain statique associé, soit 2.
(dcgain(ft2) donne 2, valeur moyenne des oscillations)

· Réponse harmonique, ou fréquencielle :
Le tracé de 
[image: image155.wmf])
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ft

dans le diagramme de Bode est obtenu en faisant :
>> bode(ft2)
On peut également  récupérer les valeurs de  gain et de phase :
>> [gain, phase, w]= bode(ft2) ;
ou encore fixer les valeurs de la pulsation w où calculer la réponse :
»w=logspace(-1,1); %50 points répartis entre 0.1 et 10 rd/s
» bode(ft2,w)
et enfin superposer plusieurs diagrammes de Bode

» bode(ft1, ft2,w)

La réponse harmonique peut être tracée dans les coordonnées de Black-Nichols, ou dans le diagramme de Nyquist. C’est la même information.


» ngrid('new')

» nichols(ft2)




» nyquist(ft2)

» grid

Remarque : Plot manuel de réponses harmoniques superposées

» ft= tf([1 1],[0.01 1]); % ft(p) = ?
» ft2=tf(2*[1 1],[0.1 1]); % ft2(p) = ? ?
» [mag,pha,w]=bode(ft);

» [mg,ph]=bode(ft2,w);

» subplot(211)

» semilogx(w,20*log10(mag(:,:)),w,20*log10(mg(:,:)))

» grid

» subplot(2,1,2)

» semilogx(w,pha(:,:),w,ph(:,:))

» grid

» title('Construction de diagrammes de Bode superposés')

a) Pôles et zéros de la fonction de transfert

Format ZPG (zéros pôles gain) :

» [z,p,k]=tf2zp([1 1],[0.1 1])

donne z = -1, p =-10, et k = 10

Amortissement et pulsation propre associés aux pôles

» ft=tf([1],[1 1 1]) ;

» damp(ft) 

% valeurs propres          amortissement   pulsation propre                                                   

      Eigenvalue              Damping        Freq. (rad/s)                                     

 -5.00e-001 + 8.66e-001i     5.00e-001      1.00e+000    

 -5.00e-001 - 8.66e-001i     5.00e-001      1.00e+000    

Racines du dénominateur

>>den=[1 1 1] ;

>>roots(den)

ans =

  -0.5000 + 0.8660i

  -0.5000 - 0.8660i

Placement des pôles et des zéros dans le plan complexe

» ft=tf([1 1],[1 1 1])

Transfer function:

   s + 1

-----------

s^2 + s + 1

» pzmap(ft)

» sgrid

Lieu des pôles

» rlocus(ft)

calcule le lieu des pôles  de 
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k

den

num

k

*

*

+

 dans le plan complexe quand 
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 varie de 
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 à
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. Il s’agit des pôles du système bouclé à retour unitaire avec la chaîne d’action 
[image: image160.wmf]den
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Choix interactif du gain 
[image: image161.wmf]k

 assurant la  position des pôles du système bouclé

» k=rlocfind(ft)

Select a point in the graphics window

selected_point = -1.6820 + 0.7193i

k =    2.3762
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� on appliquera à chaque fois que c’est possible au processus  Cobaye


� Rappel :  0 ! = 1 ! = 1
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