Introduction générale

Les scientifiques et les ingénieurs utilisent plusieurs techniques pour la résolution des
problémes de champ (diffusion de la chaleur, propagation d'ondes ...etc.). Ces techniques
peuvent étre expérimentales, analytiques ou numériques. Les méthodes expérimentales sont tres
chers, prennent beaucoup de temps et dans certains cas, elles sont hasardeuses et méme

dangereuses. Elles ne permettent pas souvent une grande flexibilité des parametres de variation.

La plupart des méthodes analytiques ne s'appliquent que dans des cas limités. Pour des
problemes relatifs a des systemes de forme géométriqgues complexes ou a des milieux a
caractéristiques non uniformes ou non isotropes, qui est le cas de la plupart des problémes

rencontrés en pratique, il est nécessaire de faire appel aux méthodes numériques.

Les problémes rencontrés dans le domaine des sciences de l'ingénieur sont souvent
représentés (ou modélisés) par des équations aux dérivées partielles (EDP) qui modélisent les
phénomeénes physiques présents (écoulement de fluides, transfert de chaleur, vibration de

structures, propagation d'ondes, champ électromagnétique ...etc.).

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a la résolution de 1’équation de Poisson et de
Laplace successivement par les méthodes des volumes finis et des différences finies a travers
une plaque rectangulaire bidimensionnelle. Cette plaque sera soumise a différents types de

conditions aux limites sur ses quatre faces.

Notre objectif est d’établir un programme a caractere pédagogique destiné a fournir, non
seulement la solution de ce probléme mais surtout, les équations a résoudre ainsi que la forme
matricielle des différents cas en fonction des conditions aux limites (Dirichlet ou Neumann).

Afin d’aboutir a ce résultat, le logiciel Maple est un outil incontournable pour le calcul
symbolique (ou formel). Nous utiliserons, en plus de la programmation standard, le package
« Maplets » intégré a Maple qui nous permettra de réaliser des interfaces graphiques afin de

gérer le flux de données et des résultats.



Chapitre 1
Résolution de I’équation de Poisson




1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a la résolution de 1’équation de Poisson et
de Laplace successivement par les méthodes des volumes finis (MVF) et des différences
finies (MDF) a travers une plaque rectangulaire de faible épaisseur (2D).

Cette plaque sera soumise aux différents types de conditions aux limites sur ses quatre faces.

Toutes les équations qui seront utilisées dans le programme seront détaillées pour les deux

méthodes de discrétisation.
1.2 Equation de Laplace

Dans le domaine de I'énergétique, I'équation de Laplace est souvent rencontrée en mécanique
des fluides dans les écoulements potentiels (irrotationnels) et en transfert thermique dans la

conduction dans un solide par exemple.

Soit a résoudre le probleme régis par I'équation de Laplace et modélisant le transfert
thermique a travers une plaque rectangulaire de faible épaisseur. Cette équation s'écrit sous la
forme:

9°T  9°T

oz T2 = 0

1.3 Equation de Poisson

L'équation de Poisson est I'équation non homogeéne de I'équation de Laplace. On la rencontre
dans les problémes de diffusion de la masse, de diffusion de la chaleur (conduction),
d'écoulement de fluides incompressibles, ...etc.

Considérons une plague rectangulaire de conductivité thermique k avec une source de
chaleur (résistance par exemple). L'équation aux dérivées partielles (EDP) représentant ce
probléme est:

9T  9°T Q

= =0
6x2+6y2+K

1.4 Differents types de conditions aux limites (CL)

Une condition aux limites est une contrainte sur les valeurs que prennent les solutions des

équations aux dérivees ordinaires et des équations aux dérivees partielles sur une frontiere.



1.4.1 Condition de Dirichlet (ou 1°¢" type)
Cette condition consiste a imposer la valeur de la solution sur la frontiére :
p(r)=0, rsurS condition homogeéne.
(r)=p(), rsurS condition non homogene.
r étant la variable indiquant la position et S la frontiére du domaine.
1.4.2 Condition de Neumann (ou 2¢™¢ type)

Cette condition impose la valeur de la dérivée normale de la solution :

6_(2,(:) =0, rsursS condition homogeéne.
—a*;’ff) =q(r), rsurS condition non homogéne.
9¢(r)

o étant la dérivée normale de ¢ le long de la frontiére S du domaine.

1.4.3 Condition mixte (ou 3°™¢ type)
Cette condition impose une relation entre la valeur et la dérivée normale de la solution :

0p(r)

.t h(r)e(r) =0, rsurS condition homogeéne.
%00 4 p( = S diti homoge
o r)o(r) =q(r), rsur condition non homogeéne.

1.5 Reésolution par la méthode des volumes finis

La méthode des volumes finis (MVF) ou encore méthode des volumes de contréles (v.c)
divise le domaine d’étude en un nombre fini de cellules ou (v.c) & travers lesquels la
conservation est respectée. Pour notre probléme bidimensionnel, ’EDP régissant le transfert

thermique a travers la plaque est données par :

E)(KBT) N O(KE)T) N _ 0
dx\ Ox dy\ dy ¢ =
Intégrons cette équation a travers le volume de contréle (v.c) entourant le point P (Fig.1.1),

nous aurons :
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Figure 1.1 : Disposition du (v.c) bidimensionnel.

[ [ k5) + 5 (k55) + olar =0

fa(KaT>d +fa(1<aT)d +f dv = 0
dx\ Ox v dy\ dy v Qdv =
(v.0) (v.0) (v.c)

(d g/ dT (d/ dT

-[—(K—)Adx + f—(K—)Ady + QAv = 0 avec: Av=6x6ye
x y\ dy

w

dx\ d d
N
KAdTe+KAdTe+ 6x 6y =20
dxl,, dxl,, Qedxoy=
KAdT KAdT|+KAdT| KAdT|+ 6xé6y =0 1.1
eedxe WdeW nndyn SdeS Qexy_ ()

dT
; Aw = KWAWd_
X

dT
Onpose: Ae=K,A,—
dx

A KAdT| As = Koa T
; An = —|; As= —
nndy SSd

e w n s

A, =A, =A; Ap=A=4;
Avec: { 0x, = 6x,, = 6x; Sy, =6y, = by (1.2)
Ay =edy; A, =edx
Kg + Kp Ky + Kp
e=—— 1 Ky=—77—
2 2
et:
Ky + Kp K¢+ Kp
ST K=



Remarque : En programmation, il est difficile d’utiliser le systeme de notation (P, W, E, S,

N), nous allons donc faire un changement pour utiliser le systéme (i, j) qui s’adapte bien a

cette situation (Fig.1.2) :

E=i+1j; W=i-1j; N=ij+1; S=ij-1

P=ij;

Figure 1.2 : Disposition du (v.c) pour le systéme (i, j).

1.5.1 Traitement des nceuds internes

Pour les nceuds internes 1’équation (1.1) devient :
K., Ao (Tg — T, KA, (Tp — T K,A,(Ty — T KA (Tp — T
ee(E P)_ WW(P W)_I_ nn(é‘}llv P)_ 55(5; S)+Qe6x5y=0 (1.3)
n S

6x, 6xyy

En remplacent (1.2) dans (1.3) on aura :
KeAi(Tg —Tp)  KyA:1(Tp —Tw) | KnAy(Ty —Tp) KAy (Tp —Ts) _
- 5% + 5y — 5y + Qedxdy=0 (14)

Pour la programmation : (i = 2..imax — 1) et (j = 2..jmax — 1)

ox

1.5.2 Traitement des nceuds externes

1.5.2.1 Traitement du coté gauche
En appliquant 1’équation (1.1) aux nceuds du c6té gauche, on trouve :



Kty (Tg=To) _ Kufy(Ty = Tp) _ Kip(Tp = T5)
ox oy Sy

Pour la programmation : (j = 2..jmax — 1)

+ Qedxdy =0

1.5.2.1.1 Condition de Dirichlet

Aw = 22T, —Tw)  (15.1)

1.5.2.1.2 Condition de Neumann
Aw = —qw A, (1.5.2)
1.5.2.2 Traitement du c6té droit

En appliquant I’équation (1.1) aux nceuds du coté droit, on trouve :

KyAi(Tp —Ty)  KnAoy(Ty —Tp) KA, (Tp —Ts)
Ae — + -
ox oy oy

Pour la programmation : (j = 2..jmax — 1)

+ Qedxdy =0

1.5.2.2.1 Condition de Dirichlet
Ade = %(Te—n,) (1.6.1)

1.5.2.2.2 Condition de Neumann
Ae = qe A, (1.6.2)
1.5.2.3 Traitement du coté bas

En appliquant 1’équation (1.1) aux nceuds du coté bas, on trouve :

KeAi(Tg —Tp) KA1 (Tp —Tw) | KnAy(Ty —Tp)
- +
éx ox S5y

Pour la programmation : (i = 2..imax — 1)

—As + Qedxdy =0

1.5.2.3.1 Condition de Dirichlet

As = 2’?;‘2 (Tp —Ts)  (1.7.1)

1.5.2.3.2 Condition de Neumann

As = —qs A, (1.7.2)

(1.5)

(1.6)

(1.7)



1.5.2.4 Traitement du coté haut

En appliquant I’équation (1.1) aux nceuds du c6té haut, on trouve :

KeAy(Tg —Tp) KA1 (Tp —Tw) KsA;(Tp —Ts)
- + An — ——————
ox 6x Sy

Pour la programmation : (i = 2..imax — 1)

+ Qedxdy=0 (1.8)

1.5.2.4.1 Condition de Dirichlet

An = %(Tn—TP) (1.8.1)

1.5.2.4.2 Condition de Neumann
An =qgn A, (1.8.2)
1.5.3 Traitement des coins
1.5.3.1 Nceud sud-ouest (SW)
En appliquant I’équation (1.4) au nceud P = (1,1), on trouve :

KeAl(TE B TP) KnAZ(TN - TP)
—_— AWt —————
ox Sy

— As + Qedxéy =0 (1.9)
En fonction des (CL), on utilise (1.5.1) ou (1.5.2) et (1.7.1) ou (1.7.2) pour calculer Aw et As.
1.5.3.2 Nceud sud-est (SE)

En appliquant 1’équation (1.4) au nceud P = (imax, j), on trouve :

KwA1(Tp —Ty) | KnAy(Ty —Tp)
e — +
ox S5y

— As + Qedxdy = 0 (1.10)

En fonction des (CL), on utilise (1.6.1) ou (1.6.2) et (1.7.1) ou (1.7.2) pour calculer Ae et As.
1.5.3.3 Nceud nord-ouest (NW)
En appliquant 1’équation (1.4) au nceud P = (1, jmax) , On trouve :

K Ay (Ty — T, KA, (Tp — T,
91(6;5; P)—AW+ATl—$+Q36X6y=O (111

En fonction des (CL), on utilise (1.8.1) ou (1.8.2) et (1.5.1) ou (1.5.2) pour calculer Aw et An.



1.5.3.4 Neeud nord-est (NE)

En appliquant I’équation (1.4) au nceud P = (imax, jmax), On trouve :

KwA1(Tp — Tw) KAy (Tp — Ts)
-~ +An — 2P 5%

Ae ox Sy

+ Qedxdy = 0 (1.12)

En fonction des (CL), on utilise (1.6.1) ou (1.6.2) et (1.8.1) ou (1.8.2) pour déterminer Ae et An.

1.6 Résolution par la méthode des déférences finies

Le principe de la méthode des différences finies (MDF) est de transformer une équation
continue valable sur un domaine continu en un systeme a N équations a N inconnues associées

a un domaine discret appelé maillage (Fig.2.1).

Y Y Ty
b i
(C.L)
(C.L) -"j*' 7
i1
(L) >
4
C.L :
(C.L) X : i
0 Domaine continu a Lz 3 1 i nax

Domaine discrétisé

Figure 2.1 : Discrétisation du domaine pour [’équation de poisson.

En supposant le coefficient de conductivité thermique K constant, nous aurons.

9T 9T

Q
2 T T (2.1)

1.6.1 Discretisation par la formulation a 5 points

L’équation (2.1) est discrétisée par le schéma centré d’ordre 2 en espace 0(Ax? + Ay?) de
la maniére suivante :
0°T  Ti_qj—2T;j + Tisaj

Pyl v + 0(Ax?) (2.2.1)




9%T Tijo1 — 2T + Ty jua
= — : 27 4+ 0(Ay? 2.3.1
3y Ay? (Ay*) ( )

On remplace (2) et (3) dans 1’équation (1) :

T: .. =2T::+T: i T:: . —2T: .+ T :
i-1,j i,j i+1,j + i,j—1 i,j i,j+1 + g -0 (2.4.1)
Ax? Ay? K

En posant: g = i—i on trouve la formulation & 5 points:

5 5 Ax?
_2(1+ﬁ )Ti,j + Ti—l,j + Ti+1,j + ‘8 (Ti,j—1+Ti,j+1) + TQ = 0 (251)

Ax?
B+ @

Figure 2.2 : Représentation schématique de la formulation & 5 points.

1.6.2 Discretisation par la formulation a 9 points

L’équation de Poisson discrétisée par la formulation a 9 points (voir annexe A), qui est aussi

précise au second ordre et devient précise au quatrieme ordre si  # 1, s’écrit sous la forme :

2(5-p%) 2(56% - 1)
Ticgjmr # Tirnjor + Ticgjun + Tivgjun + T[?Z(Ti—l,j o) + =157
12Ax2 Q
(Tyjor + Tijer) — 20T;; + 1+ 52K =0 (2.5.2)

Figure 2.3 : Représentation schématique de la formulation & 9 points.
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1.6.3 Conditions aux limites
1.6.3.1 Conditions aux limites de Dirichlet (CLD)
1.6.3.1.1 CLD adroite

Timax,; = Te
1.6.3.1.2 CLD agauche

T;; = Tw

1.6.3.1.3 CLD en bas

1.6.3.1.4 CLD en haut

Ti,jmax = Tn
1.6.3.2 Condition aux limites de Neumann (CLN)
1.6.3.2.1 CLN adroite

Posons : 6 =—

I- Discrétisation par un schéma centré d’ordre 2 :

Ecrivons la formulation a 5 points pour tous les points de coordonnées (imax,j) par

I’équation (2.5.1) :

(G=2.jmax —1)

(=2.jmax —1)

(i=2..imax —1)

(i=2..imax—1)

(2.6.1)

(2.6.2)

(2.6.3)

(2.6.4)

Ax?

_2(1 +BZ)Timax,j + Timax—l,j + Timax+1,j + IBZ(Timax,j—l +Timax,j+1) + TQ =0

(G=2.jmax—1)

Ecrivons la formulation a 9 points pour tous les points de coordonnées (imax,j) par

I’équation (2.5.2) :

(2.7.1.1)

2(5-5%

Timax—l,j—l + Timax+1,j—1 + Timax—l,j+1 + Timax+1,j+1 + 1+ ’32 (Timax—l,j + Timax+1,j)

2(58%2 - 1)
Ty

(=2..jmax—1)

(Timax,j—l + Timax,j+1) -2

OTimax, j= 0

(2.7.2.1)

On discrétise es Tjpqx+1,; PAr un schéma centré de la maniére suivante :
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5 = d_T _ Timax+1,j - Timax—l,j + O(sz)
dx imax,j 2Ax

On aura : Timax+1,j = Timax—l,j + 2 6Ax (272)

En remplacant (2.7.2) dans (2.7.1.1), nous aurons pour le schéma a 5 points :

Ax?
_2(1 + ﬁZ)Timax,j + 2 Timax—l,j + ﬁz(Timax,j—l + Timax,j+1) +26Ax + TQ =0

( = 2..jmax — 1) (2.7.3.1)
En remplacant (2.7.2) dans (2.7.2.1), nous aurons pour le schéma a 9 points:

2(5- 8%
Timax—l,j—l + Timax+1,j—1 + Timax—l,j+1 + Timax+1,j+1 + 1 _|_[)>2

2(5% - 1)
LY

(2Tinax-1,j +2 6 Ax)

(Timax,j—l + Timax,j+1) - 20 Timax,j =0

( =2..jmax — 1) (2.7.3.2)

I1- Discrétisation par un schéma décentré:

A- Au premier ordre: On discrétise les Ti,q, ; par un schéma décentré d’ordre 1 de la maniére

suivante :
dT T; i — Timax—1,;
5 = —= _ _imax,) imax—1,j + O(Ax)
dx imax,j Ax
On aura: Timaxj = Timax—1; + 0 A% ( =2..jmax — 1) (2.7.4)

B- Ausecond ordre: On discrétise les T;;,q,,j par un schéma décentré d’ordre 2 de la maniére

suivante :

daT —3T; i — AT; i+ T i
_ — imax,j l;nAa; 1,j imax—2,j + O(sz)

)

dx imax,j

1
Onaura: Ty = 3 (4Timax_1,j — Timax—2j + 2 6 Ax) (=2.jmax—1) (2.7.5)

1.6.3.2.2 CLN agauche

Posons : 6 =——
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I- Discrétisation par un schéma centré d’ordre 2

Ecrivons la formulation a 5 points pour tous les points de coordonnées (1, ) par 1’équation
(2.5.1):
Ax? ) )
—2(1+ BTy + Toj+ Toj+ B*(Tojor + Tojer) + — Q=0 (=2.jmax—1) (2.8.1.1)
Ecrivons la formulation & 9 points pour tous les points de coordonnées (1, j) par 1’équation
(2.5.2):
2(5- 8% 2(5p%* - 1)
1+p52 1+ B2 (Tl.j—l + Tl,j+1)
—20T,; =10 (=2.jmax—1) (2.8.2.1)

Toj—1+T2j-1+Tojs1+T2j41+ (To,j + Tz,j) +

On discrétise les Ty ; par un schéma centré d’ordre 2 de la maniére suivante :

0 = —| =-—"5—=+ 0(Ax?
dxlqj 2Ax (4x7)
On aura : TO,j = Tz'j - 2 9 Ax (282)

En remplacant (2.8.2) dans (2.8.1.1), nous aurons pour le schéma a 5 points :

Ax?
—2(1+ BATy; + 2Ty + B*(Tyjo1 + T1 1) — 20Ax + TQ =0 (j=2..jmax—1) (2.83.1)

En remplacant (2.8.2) dans (2.8.2.1), nous aurons pour le schéma a 9 points :

2(5 — p? 2(58%* -1
(1+—[fz) (2T, — 26Ax) + (1’/1—[),2) (Tyjo1 + T j1)

—20Ty ;=0 (j=2.jmax—1)  (2.832)

Toj1+T3j-1+Tojs1+ T +

I1- Discrétisation par un schéma décentré

A- Au premier ordre: On discrétise les T, ; par un schéma décentré d’ordre 1 de la maniere

suivante :
dT TZ] - le
6=—| =-=22—2+0(@
dxlqj Ax (%)
On aura: Ty =Ty —0Ax (= 2..jmax —1) (2.84)

-13-



B- Au second ordre: On discrétise les T; ; par un schéma décentré d’ordre 2 de la maniere

suivante :
dT —3Ty; — 4Ty + T3
6 = —| = : L) 4 0(Ax?
dxlqj 2Ax (Ax7)
1 . .
On aura: T = 3 (4T2J. —T3;—26Ax) (= 2..jmax — 1) (2.8.5)
1.6.3.2.3 CLN en bas
PosoNS : a=-L
K

I- Discrétisation par un schéma centré d’ordre 2
Ecrivons la formulation & 5 points pour tous les points de coordonnées (i, 1) par 1’équation

(25.1):

Ax?
_2(1 + ﬁZ)Ti‘l + Ti—l,l + Ti+1'1 + ﬂZ(Ti’O + Ti,Z) + TQ =0 (l = 2..imax — 1) (2.9.1.1)

Ecrivons la formulation a 9 points pour tous les points de coordonnées (i, 1) par 1’équation
(25.2):

265 - §) 20567 ~ 1)
TiE “1rp T+ Ti)

—20T;; =0  (i=2.imax—1)  (2.9.2.1)

Tic10+ Tiv10 + Tic12 + Tipq2 + (Tic1q + Tiv11) +

On discrétise les T;; par un schéma centré d’ordre 2 de la maniére suivante :

dT Ti» —Tip
a =—| = ——= + 0(Ay?
dyl; ; 2Ay
On aura: Tio = Tiz—2aly (2.9.2)

En remplacant (2.9.2) dans (2.9.1.1), nous aurons pour le schéma a 5 points :

Ax?
=21+ BATiq + Tiogq + Tigr1 + 28%(Tiz — aly) + Q=0 (i=2.imax—1) (29.31)

En remplagant (2.9.2) dans (2.9.2.1), nous aurons pour le schéma a 9 points :

2(5 -8 2(5% - 1)
Tﬁz TBZ (ZTL',Z — ZC!Ay)

—20T;; =0  (i=2.imax—1)  (2.9.3.2)

Tic10+ Tiv10 + Tic12 + Tigq2 + (Ti—l,l + Ti+1,1) +
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I1- Discrétisation par un schéma décentré

A- Au premier ordre : On discrétise les T; ; par un schéma décentré d’ordre 1 de la maniére

suivante :

dT T;»—T;
_ _ 1,2 1,1 + O(Ay)

a = — =
ayl;, Ay

On aura: Ti1 = Ty — aly (i =2..imax — 1) (2.9.4)

B- Au second ordre : On discrétise les T; ; par un schéma décentré d’ordre 2 de la maniere

suivante :

dT —3T;1 — 4T, + Ti5

a=—| = ' ' =+ 0(Ay?)
dy i1 2Ay
1
On aura: T,y = 5(4Ti2 —Ti3—2alx) (i=2..imax —1) (2.9.5)
1.6.3.2.4 CLN en haut
- —an

Posons : n="=

I- Discrétisation par un schéma centré

Ecrivons la formulation a 5 points pour tous les points de coordonnées (i, jmax) par
I’équation (2.5.1) :

Ax?
_2(1 + .BZ)Ti,jmax + Ti—l,jmax + Ti+1,jmax + .Bz(Ti,jmax—l + Ti,jmax+1) + TQ =0

(i=2.imax—1)  (2.10.1.1)

Ecrivons la formulation a 9 points pour tous les points de coordonnées (i, jmax) par

I’équation (2.5.2) :

2(5=B%)

Ti—l,jmax—l + Ti+1,jmax—1 + Ti—l,jmax+1 + Ti+1,jmax+1 + 1+ Bz (Ti—l,jmax + Ti+1,jmax)

2(5,32 -1
+ 1+ ’32 (Ti,jmax—l + Ti,jmax+1) - 2OTi,jmax =0

(i=2.imax—1)  (2.10.2.1)
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On discrétise les T; jpq, par un schéma centré d’ordre 2 de la maniére suivante :

dT T; ; —T; imax—
= — — i,jmax+1 i,jmax—1 + O(Ayz)
dy i,jmax ZAy
On aura : Ti,jmax+1 = Ti,jmax—l + 2 u Ay (2102)

En remplagant (2.10.2) dans (2.10.1.1), nous aurons pour le schéma a 5 points:

Ax?
_2(1 + .Bz)Ti,jmax + Ti—l,jmax + Ti+1,jmax + Z.BZ(Ti,jmax—l + .UAY) + TQ =0

(i=2.imax—1)  (2.103.1)

En remplacant (2.10.2) dans (2.10.2.1), nous aurons pour le schéma a 9 points:

2(5—- %)
Ti—l,jmax—l + Ti+1,jmax—1 + Ti—l,jmax+1 + Ti+1,jmax+1 + Tﬁz (Ti—l,jmax + Ti+1,jmax)
2(58% - 1)
+ 1+ 32 (ZTi,jmax—l + Z.UAY) — 20T} jmax =0

(i = 2..imax — 1) (2.10.3.2)
I1- Discrétisation par un schéma décentré

A - Au premier ordre: On discrétise les T; jq, par un schéma décentré d’ordre 1 de la maniere

suivante :
dT T; imax — Tt jmax—
u = d_ _ _Ljmax X i,jmax—1 + O(Ay)
y i,jmax Y
On aura: Tijmax = Tijmax—1 + #AYy (i=2..imax —1) (2.10.4)

B- Ausecond ordre: On discrétise les T; j;,q, par un schéma décentré d’ordre 2 de la maniére

suivante :

B d_T _ —3T;1 — 4T, + T;3
dy i1 2Ay

I + 0(Ay?)

1
== (4Tl.,].max+1 = Tijmax+2 + 2 1 Ay) (i=2.imax—1) (2.10.5)

Onaura: Tjmay 3

1.6.3.3 Traitement des coins

Si les conditions aux limites des deux c6tés qui forment le coin sont différentes, en prendra

alors la température de la CLD, sinon nous suivrons les détails ci-dessous pour chaque coin.
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1.6.3.3.1 Nceud bas-gauche

I- Conditions de type CLD: Dans ce cas, la température est égale a la moyenne des deux :

Ts+Tw
T1,1 = T (2.11.1)

I1- Conditions de type CLN: Dans ce cas, on fait intervenir les points fictifs et on aura une

équation spécifique au coin :

A- Discrétisation par un schéma centré: L’équation (2.5.1) nous donne :

5 5 Ax?
—2(1+ BATyq + To1 + Ton + B?(Tyo + T1a) + —2=0 (2.11.2.1)

et I’équation (2.5.2) nous donne :

2(5 — B2 2(58% -1
(1+—[52) (58 )(T1,0+T1,2)—20T1,1

(TO,l + TZ,l) + TIBZ

TO,O + TZ,O + TO,Z + TZ,Z +

12Ax2 Q Tyo+ Tos
g -0 (13D avea Ty =———

On discrétise les T, ¢ et Ty ; par un schéma centré d’ordre 2 de la maniére suivante :

_ ar — T2 Toa 2 . _ ar _T2-Tio 2
0= axly s T 0(Ax*) et: a= . 2y + 0(Ay?)
On aura : TO,l = Tz'l - 2 6 Ax et T1,0 = T1,2 - 2 a Ay

L’équation (2.11.2.1) devient pour le schéma a 5 points:

Ax?
—2(1+ BTy + 2Ty — 260 Ax + B?(2Ty, — 2aly) + TQ =0 (21122

et I’équation (2.11.3.1) devient pour le schéma a 9 points:

T — 2a8y + 15, — 20Ax 2(5-p%
> +To0+ Tz +Tos+ T (2T, — 260Ax)
2(5[>’2 - 1) 12A%2 Q
Ty (T —208y) — 20Ty, 4 =0 (21132)

B- Discrétisation par un schéma décentré: On prendra, dans ce cas, la moyenne des deux:

T, +Ty,

= 2.11.4
- (2114)

1.6.3.3.2 Nceud bas-droit
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I- Conditions de type CLD: Dans ce cas, la température égale a la moyenne :

Ts+Te
Timax1 = 3 (2.12.1)

Il Conditions de type CLN: Dans ce cas, on fait intervenir les points fictifs et on aura une

équation spécifique au coin :

A- Discrétisation par un schéma centré: L’équation (2.5.1) nous donne :

Ax?
_2(1 + BZ)Timax,l + Timax—l,l + Timax+1,1 + BZ(Timax,O + Timax,z) + TQ =0 (2-12'2-1)

et I’équation (2.5.2) nous donne :

2(5-p%)
Timax—l,o + Timax+1,0 + Timax—l,z + Timax+1,2 + Tﬁz (Timax—l,l + Timax+1,1)
2(58%2—1) 12Ax2 Q
+Tﬁ2 (Timax,o + Timax2) — 20Timax1 + T K 0 (2.123.1)

Timax,O + Timax+ 1,1

2

avec: Timax+ 1,0 —

On discrétise Ies Timax0 et Timax+1,1 PAr un schéma centré de la maniere suivante :

ar T; -T; — dT T; -T;
5= = el el L 0(Ax?) et a=— = RS + 0(Ay?)
dxlimax,1 2Ax Y limax,1 27y
On aura: Timax+1,1 = Timax—l,l +260x et Timax,O = Timax,Z -2a Ay

L’équation (2.12.2.1) devient pour le schéma a 5 points:

Ax?
~2(1+ B Timaxs + 2Timax-11 + 2685 + B2(2Timax = 208y) +—=—Q =0 (212.22)

et I’équation (2.12.3.1) devient pour le schéma a 9 points:

Timax,z - Z(XAy + Timax—l,l + 28Ax

Timaz-10 2 * Timax-12 + Timax+1,2
2(5 -89 2567 — 1) a0
I (2Timax-1,1 + 284x) + YT (2Timax2 — 2ay) — 20Tpnaxy + TR
(2.12.3.2)

B- Discrétisation par un schéma décentré: On prendra alors la moyenne :
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Ti _ Timax,Z + Timax—l,l (2.12.4)

max,1 —
2

1.6.3.3.3 Neeud haut-gauche

I- Conditions de type CLD: Dans ce cas, la température égale a la moyenne :

Tn+Tw

T4 jmax = > (2.13.1)

I1- Conditions de type CLN: Dans ce cas, on fait intervenir les points fictifs et on aura une
équation spécifique au coin :
A- Discrétisation par un schéma centré: L’équation (2.5.1) nous donne :

2

Ax
_2(1 + ﬁz)Tl,jmax + TO,jmax + Tz,jmax + .BZ(Tl,jmax—l + Tl,jmax+1) + TQ =0 (2-13-2-1)

et I’équation (2.5.2) nous donne :

2(5—-B%) 2(58% - 1)
TO,jmax—l + TZ,jmax—l + TO,jmax+1 + Tz,jmax+1 + T[)’Z (TO,jmax + TZ,jmax) + Tﬂz

12Ax2 Q
(Tl,jmax—l + Tl,jmax+1) - 2OTl,jmax + T,BZE =0 (2-13-3-1)

TO,jmax + Tl,jmax+ 1
2

avec: Tojmax+1 =

On discrétise 1es Ty jmax €t Ty jmax+1 PAr un schéma centré de la maniére suivante :

_dr _ T2jmax=To jmax N O(sz) et _ar _ Ty jmax+1=T1,jmax—1 + O(Ayz)
dxlq,jmax 2Ax ayly, jmax 28y
Onaura:

TO,jmax = TZ,jmax —20Ax et Tl,jmax+1 = Tl,jmax—l + 2uldy

L’équation (2.13.2.1) devient pour le schéma a 5 points:

Ax?
—2(1+ BTy jmax + 2Tz jmax — 208x + B?(2Ty jmax—1 + 2u8y) + - Q=0 (21322)

et I’équation (2.13.3.1) devient pour le schéma a 9 points:

Ty imax — 200x + T4 jmax+1 2(5 — B2
TO,jmax—l + T2,jmax—1 + B 2 S + T2,jmax+1 + Tﬁz (2T2,jmax - ZHAX)
2(5% - 1) 12A%2 Q
T ¥ B2 (2T, jmax-1 + 2u8y) = 20T} jmax + 1+ 52K =0 (2.13.3.2)
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B- Discrétisation par un schéma décentre: On prendra alors la moyenne :

Ty imaxt + T
Ty jmax =~ (2134)

1.6.3.3.4 Nceud haut-droit

I- Conditions de type CLD: Dans ce cas, la température égale a la moyenne :

Tn+Te
Timax,jmax = T (2-14'1)

II- Conditions de type CLN: Dans ce cas, on fait intervenir les points fictifs et on aura une

équation spécifique au coin :
A- Discrétisation par un schéma centré: L’équation (2.5.1) nous donne :

_2(1 + ﬁZ)Timax,jmax + Timax—l,jmax + Timax+1,jmax + ﬁz(Timax,jmax—l + Timax,jmax+1)

Ax?
+=—0Q=0 (21421

et I’équation (2.5.2) nous donne :

Timax—l,jmax—l + Timax+1,jmax—1 + Timax—l,jmax+1 + Timax+1,jmax+1

2(5-p%) 2(56% - 1)
+ Tﬁz( imax—1,jmax + Timax+1,jmax) + Tﬁz( imax,jmax—1 + Timax,jmax+1)
12Ax% Q
_ZOTimax,jmax + T[)’ZE =
T; max + Timax. i
avec: Timax+1,jmax+1 — imax+1,jmax . imax,jmax+1 (2.14.3.1)

On discrétise 1es Timax+1,jmax €t Timax, jmax+1 PAr UN schéma centré de la maniére suivante :

_ dr _ Timax+1,jmax B Timax—l,jmax 2
§ = — = + 0(Ax?)
dx imax,jmax 2Ax
et U= Z_T — Timax,jmax+1;Timax,jmax—l + O(Ayz)
y imax,jmax 2hy

On aura: Timax+1,jmax = Timax—l,jmax +26Ax et Timax,jmax+1 = Timax,jmax—l +2udy

L’équation (2.14.2.1) devient pour le schéma a 5 points:
5 X Ax?
_2(1 + ,8 )Timax,jmax + 2Timax—l,jmax + 26Ax + .B (ZTimax,jmax—l + Z#Ay) + TQ =0
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(2.14.2.2)

et ’équation (2.14.3.1) devient pour le schéma a 9 points:

Timax—l,jmax—l + Timax+1,jmax—1 + Timax—l,jmax+1

+ Timax—l,jmax + 26Ax + Timax,jmax—l + Z.UAy 2(5 - 32)

(ZTimax— 1,jmax + 26Ax)

2 1+ B2
2(58%2-1) 12Ax% Q
+ TBZ (ZTimax,jmax—l + Z.UAy) - 2OTimax,jmax + TﬁzE =0 (2-14-3-2)

B- Discrétisation par un schéma décentré: On prendra dans ce cas la moyenne :

Timax,jmax—l + Timax—l,jmax

Timax,jmax = 2 (2-14‘-4‘)

1.7 Conclusion

Nous avons donné, dans ce chapitre, tous les ingrédients nécessaires a la programmation
afin de résoudre les équations de Laplace et de Poisson a travers une plaque rectangulaire
successivement par les méthodes MVF et MDF avec différents types de conditions aux limites

sur ses quatre faces.

Ces equations seront utilisées dans le chapitre prochain afin d’écrire un programme Maple qui

permettra de résoudre les équations suscitées.

-21-



Chapitre 2
Etablissement du programme
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2.1 Introduction

Apreés avoir établi toutes les équations nécessaires dans le chapitre précedent, nous
allons maintenant les utiliser afin d’écrire le programme Maple qui permettra de résoudre
notre probléme de plaque rectangulaire bidimensionnelle avec différentes (CL). Puis nous
utiliserons le package « Maplets » afin de réaliser une interface graphique qui nous
permettra de gérer les données ainsi que les resultats voulus. Et en comme finalité de ce
travail, nous réaliserons un programme intégré a la méme interface graphique et qui nous
permettra de faire des comparaisons, d’une part entre les deux formulations utilisées (5 et 9
points) et, d’autre part, entre les différents schémas de discrétisation des CLN (centré,
décentré de premier ordre et décentré du second ordre) et cela uniqguement pour la MDF.

Dans un premier temps, nous allons commencer par donner un bref apergu sur le logiciel

Maple.

2.2 Introduction a Maple

Maple est un programme informatique efficace pour la mise en ceuvre algébrique ou calculs
symbolique mathématique (ou encore calcul formel). 1l est également capable d'effectuer des
calculs d'analyse numériques et résultats graphiques de plusieurs fagons différentes. En effet,
I'interface de la feuille de calcul de Maple peut étre utilisée pour la production des documents
techniques qui intégrent les textes, les équations mathématiques, les graphiques et les
hyperliens. En raison de cette polyvalence, Maple est parfois utilisé comme un éditeur
d'équations. Il permet aussi faire de la programmation standard en utilisant son propre langage

qui n’est pas tres différent du langage Pascal.

Maple est tres facile a apprendre a cause de son aide trés riche et détaillée avec une multitude
d’exemples qui pourront facilement étre réutilisés. Son seul inconvénient (si on peut le dire !)

est que toute 1’aide est en anglais malgré que son interface peut étre en frangais (Fig.2.1).

La puissance de Maple réside aussi dans ses packages multiples dans tous les domaines des

mathématiques (statistiques, numérique, EDP, EDO, probabilités, algebre linéaire, ...etc.).
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W Sans-titre (2)* - [Server 3] - Maple 2016 — O >
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G—)\ G)\ @\ » d .@ Rechercher pour aide, tiches, ap / /
Palettes  Workbook : & MVF-MDF 25.mw @) | [ *Sans-titre (2) @ Vi :
P Favoris | . Texte Dressin %e Animation Masquer
P MapleCloud (Fermé) | |_C 20 math ij,ﬂanes New Raman d B
P Expressions | .II_ - ‘ 2
P Exécuter la feuille de travail Redémarrer le serveure
P Calcul - une variable |
= Symboles courants |
P Graphiques dynamigues de ... |
P Variables | Feuille de travail
= Matrice |
P Uniités (SI) |
P Unités (FPS) | v
| ¥ < >
& Prét Maple Default Profile  E:'\Mouveau dossier Mémoire: 4.18M Temps: 0.03s Zoom: 100%: Mode Math

2.3 Utilisation de Maplets

Une application Maplet est une interface graphique contenant des fenétres, des régions de
zone de texte et d'autres interfaces visuelles, ce qui donne a un utilisateur de pointer-cliquer
pour l'acces a la puissance de Maple. Les utilisateurs peuvent effectuer des calculs, des
fonctions de tracé, ou les boites de dialogue d'affichage sans utiliser I'interface de feuille de

calcul.
Il'y a deux méthodes pour construire une application Maplet.
2.3.1 Maplet builder

Maplet Builder est un outil de réalisation d’interfaces graphiques utilisant le package
Maplets. Son utilisation permet vous de définir la mise en page d'une Maplet, glisser-déposer
des éléments (composants visuels et fonctionnels de Maplets), définir des actions associées a
des éléements, et directement exécuter une Maplet. Le Maplet Builder est disponible uniquement
dans l'interface standard Feuille (Fig.2.2).
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2.3.2 Maplets package

Maplets package, est un ensemble de routines pour la création de Maplets dans I'interface de

la feuille de calcul ou de la ligne de commande.

> with (Maplets[Elements]) :

maplet := Maplet(["Select cne:", [Button("OR", Shutdown (" trus")
)}, Button("Cancel", Shutdown())]1]1):
result := Maplets[Display] (maplet)

2.4 Organigramme de la méthode des volumes finis

Le programme que nous avons réalisé et utilisant la MVF (voir Annexe C) est basé sur

I’algorithme suivant et utilisant les équations avec leurs numéros déja établies précédemment:

G

Procédure
de MVF

v
Données :

W, E, S, No, I1, 12,
e, H, &x, 8y, Tw, Te,
Ts, Tn, qw, ge, @s,
gn, Q,K1,K2,z
v

Evaluations de :
X, L, imaxv,
imaxvl, imaxv2,
jmaxv, Al, A2

v

Variation
de K
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Variation
de K

Kv[i+%4,j]=K2
E

Kv[imaxv1+%,j]
=(K1+K2)/2

Neeuds |

Vv
KV[i,j-Y2]=K1

KV[i,j-%4]=K2

=i+l

Kv[i+%,j]=K2

E

Kv[imaxv1+%,j-
Y]=(K1+K2)/2

| internes |~

v
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internes i1
VQ%

\ \

| (1.;.1) || (1.;.2)

F

externe
v
Neeud
11
1
N RN B
| asy || as2 || a7y || a7z |
| I
Neceud
|ma|xv,1
M v
| wey || we2 | arn || wr2 |
| I
Neeud
1,jm|a><v
Yy Yy v ¥
| sy || as2 || asy | asy |
| |
Neeud
imaxvijmaxv
M v v y
| wey || we2 |[ asy | asy |
| | | ]
Neeud Equation de
i1 systeme
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Equation de
systeme

v

Variable de
systeme

v

Matrice

v

Solution

v

Représentation
graphique

v

Affichage des résultats :
Matrice, Température,
Représentation
graphique, Equations

Fin
2.5 Organigramme de la méthode des différences finies

Le programme que nous avons réalisé et utilisant la MDF (voir Annexe C) est basé sur

I’algorithme suivant et utilisant les équations avec leurs numéros déja établies précédemment:

Procédure
de MDF
v
Données :
W, E, S, No, LL,
ndx, ndy, SD, MD,
H, AX, Ay, Tw, Te,
Ts, Tn, qw, Qe, gs,
gn, Q,K1, 7z

Evaluations de :

X, imax, jmax,

LAX, Ay, B, a, W,
0,0

s

v

Evaluation des
parametres pour la
matrice et d’autre

pour tous les cas
v
Condition
aux limites
en Bas

-28-



Condition
aux limites
en Bas
I

Condition
aux limites
en Haut

(2.10.2)
(2.10.1.1)

i

Condition
aux limites
en Gauche
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Condition

aux limites

en Gauche
I

Condition
aux limites
en Haut
I

v
\ (2.10.2) (2.10.2)
(2.10.1.1)

Condition
aux limites
en Haut
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Condition
aux limites

en Haut
|

SD=pt9 et
(MD=DEC ou
MD=DEC2

\%
\%
F
% % Y E
A 4 A 4 (2.13.4)
(213.2.2) (2.13.3.1)
| ] @
’E;i§;$\< i
\%
v 4
" (2.12.4)
F ! i <G>
v v
(2.12.2.2) (2.12.3.1) \v/
F
' | (2.11.4)
R /@
V.
F \Y
\ 4
(2.14.4)
v v F
A 4 A 4
(211.2.2) (2.11.3.1)
[ |
E=net™\__
No=n_~" "
V.
v %
A 4 A 4
(2.14.2.2) (2.14.3.1)
| |
v
Boucle
principale
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Boucle
principale

<1
<

\%
V] F
\
v
Eqv (1.4) Eqv (1.4)
L 2 F L 2 F
i=i+1 i=i+1
vy \ 2
=i+l =i+l
L L T
v

Equation de
systeme

v

Variable de
systeme

v

Matrice

v

Solution
v

Représentation
graphique

v

Affichage des résultats :
Matrice, Température,
Représentation
graphique, Equations

Fin
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2.6 Interface graphique

* Méthode de résolution

T T —

Fichier Aide
Domaine continue
Y
(CL)
b
(c.L)
(C.L)
X<
0 a
(C.L) /
Meéthode des Volumes Finies Meéthode des Différence Finies
ox X / Tij
r j"_‘
¥ H [
Yy ; _ 2
S e ." i /4
: w . )
\ 24 ‘ i1
H h W,
e i
O'In o'r!i 4
' 3
‘ 2
: 1
R, =2 A | Tmax
‘ Méthode des Volumes Finies
Fichier Aide
Caractéristique de la plaque :
wpl= Rms Wms pxms pymi= ems  fawm<s  jemmeds|  pmmas |
Conditions aux limites :
pricet = [ |
[IMeumann  gn [W/m2] = l:l
[Joiiclet  Tw [=C] = |:| Dirichlet ~ Te [°C] = |:|
Discrétisation
Meumann  gw [W/mZ] = l:l [IMeumann  ge [W/m2] = l:l
[oirichlet  Ts [°] = |:|

Résultats
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Fichier

Graphe :

Représentation
graphique

Echelle

Précédent

Matrice/Systéme d'équation : Températures :
Matrice Valeur des
et systéme d'équation température
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‘ Meéthode des Différence Finies
Fichier Aide

Caractéristique de la plaque :

L[m] = H[m] = ndx = ndy = K [Wifm.=C] = Q [W/m3] =
Conditions aux limites ;
Dirichlet  Tn [*C] =
[ Meumann gn [ m32] =
[ Dirichlet  Tw [*C] = Dirichlet  Te [°C] =
Meumann qw [W/mZ] = Dlscretlsatlon [Imeumann qe [W/m32] =
[ oirichlet  Ts [*C] =
MNeumann gs [W/mZ] =
Formule de discrétisation : Schéma de discrétisation des conditions aux limites de Neumann:
[]2 5 points 39 points centré d'ordre 2 [] décentré d'ordre 1 [[] décentré d'ordre 2
| % o
| Fichier
Graphe : Matrice/Systéme d'équation : Températures :
Représentation
g['aphlque Matnce Valeur des
et systeme d’équation temperatures
Echelle
Précédent Matrice Equations Comparaison
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¥ Comparisen et

Comparison entre les schémas :

Formule de discrétisation - Schéma de discrétisation des conditions aux hmites :

Schéma 1 : Schéma 2 -
2 9 points
centrée d'ordre 2 centrée d'ordre 2
] décentrée diordre 1 ] décentrée diordre 1
[] décentrée dordre 2 [] décentrée dordre 2

Comparison entre les formules :

Schéma de discrétisation des conditions aux limites :
Ok
centrée d'ordre 2 [[] décentrée d'ordre 1 [[] décentrée d'ordre 2

Fermer

2.7 Programme de comparaison

Afin de rendre notre programme plus utile, nous avons rajouté une partie dans la MDF

concernant la comparaison. Elle se fait de deux manieres :

» Comparaison entre les schémas de discrétisations des CLN: il faut choisir une
formulation (5 ou 9 points) et deux schémas quand a comparer.
» Comparaison entre les formulations (5 et 9 points) : il faut choisir I'un des schémas pour

comparer entre les deux formulations.

Le programme nous donne les valeurs a comparer ainsi que leurs différences.

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté l'essentiel de notre travail basé sur la
programmation standard afin de résoudre numériquement les équations de Poisson et de
Laplace en utilisant les organigrammes correspondants aux deux méthodes. Nous avons aussi
présenté 'interface graphique réalisée avec la programmation avec les Maplets et qui permet

de gérer tout le programme dont les résultats seront présentés dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3
Reésultats et validation
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3.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre les résultats de notre programme a travers quelques
copies d’écrans pour les exemples les plus significatifs afin de ne pas alourdir inutilement le

document.

3.2 Présentation des résultats de la MVF

3.2.1 Exemple 1 : Coefficient de conductivité constant

W Méthode des Volumes Finies e
Fichier Aide

Caractéristique de la plaque :
11[m] =2 12[m] =2 Hml =|4 Dx [m] =[1 Dy [m] =[1 e [m] =[10~(:3) [k1 bw/m.=C] =] 1000 K2 [Wijm.°C] =| 1000 Q [Wjm3] = 3000

Conditions aux limites :
Dirichlet T[] = [100]

[IMeumann  gn [W/m2] = 5000

| | |
T T LT 16
EREE R
[Jpirichlet  Tw [*C] = |50 .9 I 010 I 011 I '12 Dirichlet Te[*C] = |20
Meumann  gw [W/m2] = 1000 [ —|’ - T - T ] [IMeumann ge [W/m2] = |0
.5 O6 o_.l‘ .8
- ——
. | . | . | .,
| | |
[] Dirichlet Ts [oC] =
Neumann gs [Wm2] = |0
Précédent Résultats
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Wb Méthode des Volumes Finies

Fichier
Graphe : Matrice/Systeme d'équation : Températures :
Ty T, =768
T, T, | = 6860
2100100000000000])| %, 4 Ty =418
1310010000000000|/7 3 T, =308
01-31001000000°00T¢0 : -3 :
T T, ,=79.77
001-4000100000000 L2 -43 L2
1000310010000000/|7, 4 T, =243
01001-41001000000 z,, 3 T, =573
001001-4100100000 . 3 g
0001001 -500010000]| 42| | Ty ,=3504
0000100031001 000[ T, 4 T, =861
000001001 4100100 I, 3 1, ,=5045
0000001001 4100°10]| % 3 2
cooco0o0o001001s50001]| 53 43 Ty 5= 0687
0000000010004100||7 | |20 T, <4129
0000000001001 -510 . -203 .
T T ,=9589
00000000001 00151 L4 -203 L4
000000000001 0016)|7,| |24 T, =284
T, T, =848
T, T, =615
< > <
s
- . ey .
3.2.2 Exemple 2: Coefficient de conductivité variable
‘ Méthode des Volumes Finies =

Fichier Aide

Caractéristique de la plaque :

=2 Rmisfs  Hm<fs  pxmi=2  ym<1  km<03kammd=m0  jemwmc=wo  pwmi=p |

Conditions aux limites :

Dirichlet  Tw [°C] =
[ Meumann qw [W/m2] =

Précédent

Dirichlet  Tn [%C] =
[IMeumann  gn [W/m32] =

| |
*10 | *11 | *12
. | o | .
L . .
. | . | .,

[oirichlet  Ts [¢] = |:|
Neumann qs [Wjm2] = l:l

Dirichlet  Te [°C] = D
[]Meumann ge [W/m32] = l:l

Résultats
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¥ Méthode des Volumes Finies

Fichier
Graphe : Matrice/Systéme d'équation : Températures :
%TZ.L'LTSTLﬁZHTLz:D T, 73736
T, =58.00
%TB,I'%TLL+%TI.I+2TZ.2=D r::mso
20'%T3,1+%T2,1+2T3,2=0 T1:2:6U,SO
$Tha g T a t B 4T 44Ty =0 =80
=4287
%Tu-%afr%T1’2+2TL1+2TLI=U Ti’jzﬁ&gl
ZO'%Ta,er%Qz*”},a*”},lzu 72:3:73,44
%Tu’%ﬂ,a*25+T1,4+T1,z:° T, =536
%Ta,a'%rz,fr%TL,3+ZTL4+2T12:U 14750
T, =89.70
20'%&3*%Qa*”ﬂ*”lf” T?::m,zs
%TL47%TLY4+225+TL3:D i
%T3V4—%TL4+%T1}4+4GD+2TL3:D
4207%:‘3’“%7“%?”:0
< | e
et e
3.3 Preésentation des résultats de la MDF
.
3.3.1 Exemple 1: Formulation a 5 points et schéma centré
W Méthode des Différence Finies s

Fichier Aide

Caractéristique de la plaque :
Lin- - @] e

Conditions aux limites :

ndy =

v - VI —

[JDirichlet  Tn[C] = -
Meumann  gn [W/mZ] = l:l

Dirichlet  Tw [°C] = E

[InNeumann  gw [W/m2] =

2.4 3.4 14
Diiclet Tefl= 20 |
M =
T2,3 T3,3 T4,3 [INeumann  ge [W/m2] I:I
T, T3 5 Tys

Formule de discrétisation :

3 5 points []3 9 points

Précédent

[Dirichlet  Ts[%C] = D
Meumann  gs [W/mZ] = l:l

Schéma de discrétisation des conditions aux limites de Neumann:

centré d'ordre 2 [] décentré dordre 1 [] décentré d'ordre 2

Résultats
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* X
Fichier
Graphe : Matrice/Systéme d'équation : Températures :
T, T, =95
T T, =70
410200000000000)[T,,; 120 T, =%
141020000000000]||p 0 o
01 4002000000000 2| 20 22
10041010000 0000]||532]| 120 2770
0101410100800000]/7,, 0 7, =4
00101 4001000000, 20 o e
000100-410100000][[23]]-120 23
00001014101 0000[|T3(=|0 T3 4=70
00000101-4001000 20 -
T, T, 4=
000000100410100 120 ..
0000000101 41010]||24 0 Hha™?
00000000101 40001|[[T,[|20 T, =70
000000000200 410 -120
T, T, ,=45
voo0oo00o0000201 41| % 0 A4
voo0oo0o0000002014)|%s 20 =%
i 3.5 le:?U,
Tys Ty
100 110 120
< > < >
Précédent Matrice Equations Comparaison
. . N . ‘ . /
3.3.2 Exemple 2: Formulation a 9 points et schéma décentré
| *
| Fichier Aide
{ Caracténistique de la plaque :
| Lm]= 4 H [m] = 4 ndx = 4 ndy = 5 K [wfm.=C] = 1000 Q [Wfm3] = 10000
| Conditions aux limites :
1
Dirichlet Tin [#C] = 100
| [INeumann gn [W/m2] = |0
|
|
T T 5 Tys
Dirichlet  Tw [®C] = |120 Dirichlet  Te [*C] = |20
T4 7y 4 Ty 4
[IMeumann gqw [W/m2] = 1000 [IMeumann ge [WimZ] = |0
f 7, T 5 Ty
i ) T2 L)
Dirichlet Ts [5C] = 0
[IMeumann  gs [WjmZ] = 0
Formule de discrétisation : Schéma de discrétisation des conditions aux limites de Neumann:
| [ & 5 points & 9 paints [ centré dordre 2 [ décentré d'ordre 1 décentré d'ordre 2
|
Précédent Résultats
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¥ Méthode des Différence Finies

Précédent

Fichier
Graphe : Matrice/Systéme d'équation : Températures :
T ha Bt g 0T, REI
T, ,=36383
%*ﬂa*ﬂ.ﬁ%az*%ﬂz*%Ta.s'zws,z:” sz:mm
% 3’3+%T3’1+%T4’]-20T4,2=D 72:3:85,69
T h T R Dt g DN 50 fy702%
T22+T4’2+TL4+T4’4+%TLSJr%T‘Ler%Tl,“Jr%T],Z-ZOTSJJr%: iJ::':;
247
TM+%+TH+%TM+%T4’4+%Tu-zoruzo T, =798
2?160 M+TM+%TH+%T“Jr%r“—zorlfo Ty 4= 88
T, 4T, 4T, T, o+, 4 20y 28 3 gy 4120 HsT1042
230743 0725 A5 41 T4 41 440 41 T35 41 33 34 4 1, =914
3,3*%*&5*%@,4*%&5*%Tu'mr‘tfo 7475:71,70
e 3.4 %15"’%54”&5:”
Ty T R T st Ty gt ATy T (=0
54 3?100 %3,5 %41_181'4,4'2074,5:0
< <

3.4 Présentation des résultats de la comparaison

% Comparison

Comparison entre les schémas :

Formule de discrétisation :

(]2 5 paints 3 9 points

Schéma de discrétisation des conditions aux hmuites :

Schémal :

centrée d'ordre 2
[] décentrée d'ordre 1

(] décentrée d'ordre 2

Comparison entre les formules :

Schéma de discrétisation des conditions aux limites :

[] centrée d'ordre 2

décentrée dordre 1

Schéma 2 -

[ ] centrée d'ordre 2

[] décentrée d'ordre 1

décentrée d'ordre 2

O
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W Comparison 3 | Wk Comparison entre les formules X
Comparison entre les schémas : Comparison entre formule a 5 points et formule a 9 points :
Schéma 1 Schéma 2 Différence 5 points 9 points Différence

T, ,=1110) T, ,=111.0) DIFF, ,= | I12=11L1\ T, ,=1112) DIFF, ,=-.1 |
Tl 5= 91.78 I3-. 5= 91.72 DIFFs_ 27 + .Ge-1 I'l 5= 92.12 Tl 5= 91.12 DIFFE,_ 5=
T412=61,49 T412=61,42 DIFF4_2=+,?C-1 I'412=61.99 I'412=61.?7 DIFF4_.2=+.22
T213=111.3 I'213=111.3 DIFF213= I2_3=111.1 T2_3=111.4 DIFF2_3=-.3
1'3_. 37 92.78 I3-. 37 92.75 DIFFs_ 3= + 3e-1 I3-. 3= 92.87 T3-. 3= 92.96 DIFFB_. 3=- Be-1
T413=62.?3 I'413=62.71 DIFF4_3=+.2e-1 I'413=63.'13 I'413=62.87 DIFF4_.3=+.31
T2 421112 T2 421112 DIFF214= T214=110,3 T24=111,3 ]:)]:Fl:'2 4" 5
T3 4= 9478 T3 4= 94.75 DIFF3 4= + le-1 I3-. 4= 94.52 T3-. 4= 94.85 D]:FF3 4" 33
T4_4:66.16 I'4_4:66.'15 DIFF4_4:+ le-1 I'414=66.61 T44=6623 DIFF4_4=+.33
I‘2__ 5= 105.0 T2 5= 105.0 DIFFl 5= T2 5= 108.6 T2_ 5= 105.0 DIFFQ_. 5= 4
Tl 5= 97.81 I3-. 5= 97.80 DIFF3 =+ lel I3-. 5= 97.20 T3. 5= 97.85 D]:FF3_ 5= 65
T415=76.06/ I'415=76.05/ DIFF4 =+.lc-1) I4-3:?<6'J, T_5=?6.09} D]:FF4_5= 47 J

3.5 Validation

Nous tenons a signaler que durant toute la période de programmation tous les tests de
validation ont été menés avec succes en se basant essentiellement sur les exemples du Dr. L.
MESSAOUDI [5] dans son polycopié de cours « Méthodes Numériques Appliquées » ainsi que
sur tous les examens et rattrapages des matieres MNA | et MNA 11 de la spécialité Master |

Energétique depuis 2010.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques résultats significatifs du programme
Maple que nous avons établi. L’interface graphique est trés conviviale et simple d’utilisation.
Les résultats de ce programme ont tous été valides et le programme a éte utilisé pour faire les
examens du S2 en MNA 1.
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Annexe A: Formulation a 9 points

Démonstration de la formulation a 9 points utilisée pour 1’équation de Laplace.

h? h3
fleth)=fO)+hf10)+— f7() + () + 0(hY)

3

h? h
fle=h)=f0) =hf' () +— f"(x) =" () + 0(hY)

3

FOct ) = f = ) = 20/ () + 5 () + 0(kY)

fx+h) — flx—-h)
2h

hZ
=) +=f"+ o(h*) (%)
h? h3
fraeth)=f)+hf"C)+—f700) + gf(“‘)(x) +0(h*)

h? h3
F1le= 1) = £/ = () + 5 £7(0) == F () + 0(hY)
f/Ge+h) = f/(c = ) = 2" (O + R () + O(h*)

f'Gc+h) =2f"(x) + f'(x —h) = R2f""(x) + O(h*)

1 h?
S Gt ) =2 @) + £/ = W] = (@) + 0 (k)
1 h?
Fr+zlf'eth) =2/ )+ fx =Wl = f')+f700) + O(h*) (x%)
(%) et (**) Nous donnent :

f+h) —flx-h)

4
h + 0(h*)

1
f+lf ac+h) =2f'()+ fx—h)] =

En utilisant § comme opérateur différence du 16" ordre et 62 celui du 2¢™¢ ordre, cette équation

devient :

P + 20t 00 = 20 4 ot

et par suite :
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6f (%)

m + 0(h%)

F/(x) =

Cette derniére équation représente la différence centrée implicite & 3 points au 4™ ordre pour
f1(x).

De la méme maniere, nous pouvons aussi montrer que :

8%f (x)
2h (1 + f—;)

En utilisant cette derniére formule, nous avons :

() = +0(h")

6272‘ _ 8Ty 2 ot azz _ Ty :
Iy ax (1+‘13—§) Wiy aye <1+%>
et I’équation de Poisson s’écrit donc :
57Ty 55T ;

+_g-0
52 52 K
2 x y

Ax (1 + —12> Ay2 <1 + ﬁ)

En multipliant par (1 + f—’;‘) (1 + %) ;

55\ [ 62 82\ ( 63 55
() 5e) (- 22) ) (3
J

[ 52 & <Ax2 + Ay2> 52 65 ]

62\ Q _
<1+E>E‘°
e
K

Ti + =0

Ax? * Ay? 12 Ax? Ay?

En développement maintenant de la fagon suivante :

Ti—l,j — 2Ti,j + Ti+1,j n Ti,j—l — 2Ti,j + Ti,j+1 N AXZ + Ayz 69% (Ti,j—l — 2Ti,j + Ti,j+1> n g —0
Ax? Ax? 12 Ax? Ax? K

Le troisieme terme se développe de la fagon suivante :

_[Ax? + Ay? (Ti—l,j—l — 2T j—1 + Tiprj-1 ) Ti—1j — 2T + Tiye,j
12Ay? Ax? Ax?

Ti_q,j41 — 2T;j41 + Ti+1,j+1>
+ 2
Ax

12Ax2Ay?

En multipliant par Ax2+hy?

A
eten posant f = ﬁ nous aurons :
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1242

12842 Q _
14 B2 a

Tioy,j = 2Ty j + Tige,j) + 1+ 52K

(Ti,j—l - ZTi,]’ + Ti,j+1) + AXZC +

12 (
1+ B2
Et en réarrangeant et regroupant les mémes termes, nous aurons finalement :

2(5 - B?)
1+ p2
12Ax2 Q

gt T T
1+ pB%2K

2(58% — 1)

Ti_qj-1+Tiy1,j-1+Ticyjer + Tig1j1 + 1+ 32

(Ti—j + Tivnj) +

(Tyjo1 + Tijea) — 20T;

Annexe B: Tableaux d’approximations des dérivées secondes [5]

f(x—h) f(x) f(x+h)
h2f" (x) +1 -2 +1

Table 1: Approximation centrée du 2¢™¢ ordre 0(h?).

fx) fx+h)  f(x+2h)
h%f"(x) +1 -2 +1

Table 2: Approximation décentrée avant du 1" ordre O (h).

f(x=2h)  f(x—h) fx)
h%f" (x) +1 -2 +1

Table 3: Approximation décentrée arriere du 1¢" ordre O(h).

f(x) f(x+ h) f(x+2h) f(x+ 3h)
h*f" (x) +2 -5 +4 -1

Table 4: Approximation décentrée avant du 26™¢ ordre 0 (h?).

f&x=3h) f(x-2h) f(x—-h) fx)
hf" (x) 1 +4 5 +2
Table 5: Approximation décentrée arriére du 2¢™¢ ordre 0 (h?).
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