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Solution de I’exercice 1
Soit f : R?> — R la fonction définie
2392

flz,y) = 2+ 2 si (x,y) # (0,0),
0 si (z,y) = (0,0).

1. Etude de la continuité de f sur R??
Etude sur R?\(0,0) : la fonction f est continue sur R?\(0,0), car quotient de fonctions dont le déno-
minateur ne s’annule pas.
Etude en (0,0) : pour que f soit continue en (0,0) il faut que lim  f(xz,y) = f(0,0) = 0. Passons

(z,y)—(0,0)
on coordonées polaires : x = 0+ rcos(f),y = 0+ rsin(h)
232
lim T,Y) = im —
w200 Y = 000 77+

= lim 73 cos®(#) sin?()
r—0

— T 43 enc3(h) cin2

= rh_n}Or cos”(#) sin“(0)

Par conséquent f est continue sur R2.

2. Pour (z,y) # (0,0), on a
3z2y% (22 + y?) — 2242

A Of(my) ) _ 24 y2)?
Vi(z,y) = ( 9, (2, 1) > = 2x3y(a§§+ y%/) )_ 20343
(22 + y?)?

Pour (z,y) = (0,0), on a
0, £(0,0) iy £(020) = £(0,0) 0
(9110, [ i - )
Vf(0,0)_<3yf(:B,?/))_ " Of(o,h)—f(o70) _<0>

h—0 h

3. f est de classe C1(R?)?
On a déja vérifie la continuité et la dérivabilité de f, il reste d’étudier la continuité des dérivées partielles,

st
Opf(z,y) = (22 + y2)2 Y T
0 si (z,y) = (0,0).

O, f est continue sur R?\(0,0), pour (z,y) = (0,0), on a

lim 76 cos?(6) sin?(0)(cos?(#) + 3sin?(h)) 0= 0,£(0,0)

lim 8{Ef(x7 y) 4

(2.)—(0.0) ~ 0 r

'f sidiali@univ-batna2.dz page 1



Par conséquent O, f est continue sur R%. On a aussi,
225y
Oyf(z,y) = (22 +y2)?
0 si (z,y) = (0,0).
9y f est continue sur R?\(0,0), pour (x,y) = (0,0), on a

275 cos®(6) sin(6)
4

li — i
uwf%m@J@ﬂ)7£% "

donc 9, f est continue sur R2. Par conséquent la fonction f est de classe C'(R?).

4. On a la fonction f est de classe C'(R?), alors f est différentiable sur R2,
En résumé, soit f : RP — R et p > 1, on a le schéma suivant :

fect
4]

f différentiable

f continue f dérivable

Solution de ’exercice 2
Soit f : R? — R la fonction définie

y4

f(:v,y) = T2 + y2 si (l‘,y) - (070)7
0 st (z,y) = (0,0).

1. La fonction f est continue sur R?\(0,0), de plus

lim  f(x,y) =

(z,y)—(0,0) (z.y)—(0,0) 2% +y
= lim r?sin(9) = 0 = £(0,0)
r—0

Par conséquent f est continue sur R2.
2. Calculer V f(z,y) pour (z,y) # (0,0); calculer ensuite V f(0,0).
3. Pour (z,y) # (0,0), on a
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4. f est-elle différentiable sur R? ?

On remarque que f est de classe C!(IR?\(0,0)), alors elle est différentiable sur R2\ (0, 0), il reste d’étudier

la différentiabilité au point (0, 0).

Rappel. Soit f une fonction & valeurs réelles définie sur une partie ouvert D de R2. Soit (xg,0) € D un

point lequel f est dérivable. f est différentiable en (z,yg) si et seulement si :

f(wo 4 h,yo + k) — f(x0,y0) — hOx f(x0,y0) — kO, f (20, Y0)

lim =0.
(h,k)—=(0,0) Vh2+ k2
Etude en (0,0) :
_ F(h, k) — £(0,0) — hd, £(0,0) — kd, £(0,0) . A

lim = lim _—

(h,k)—(0,0) Vh2 + k2 (hk)—(0,0) (B2 + k2)

. 4
I 1 ()) I
r—0 r

Par conséquent f est différentiable sur R2.

5. La fonction f est-elle de classe C'(R?)?
Il reste d’étudier la continuité des dérivées partielles au point (0,0), on a

-9 4 ) 5 a4
xy _|2r cos(6) sin*(0) <o 0.
(22 +y?)? r r—s0
et
4322 +2y°| | 4r° cos?(0) sin®(0) + 2r5 sin®(6) 0
(22 +y2)? | rd r—0
alors

lim 0y f(z,y) =0=0,f(0,0),

(z,y)—(0,0

lim Oy f(z,y) =0=20,f(0,0)

(z,y)—(0,0)

Par conséquent 9, f et 9, f sont continues au point (0,0), alors la fonction f est de classe C!(R?).

Solution de ’exercice 3

Soit la fonction de deux variables

dy*a® —y® — 227 .
f(x, y) = 3x4 + 2y4 51 (l‘, y) 7£ (07 0)7
0 st (z,y) =(0,0).

Soit (v1,v2) un vecteur unitaire du plan alors (vi,v2) # (0,0), la dérivée de f en (zo,yo) selon la direction

v = (v1,v2) est

h h) —
Ouf(x0,90) = hhi)no f(zo +v1h,yo +hv2 ) — f(x0,y0)

alors

f(’l)lh, ’Ugh) — f(O, 0) 4(Ugh)2(?}1h)3 — (Ugh)5 — 2(1)1]’L)7

0y f(0,0) = lim = lim

h—0 h h—s0 (3(1)1h)4 + 2(?)2h)4)h
. 41}%1}% — vg’ — 2th2 4@%1}% — vg’
= lim = .
h—0 3v1 + 211% 3vy + 2?.1%
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4 2,3 .5
On conclut que la dérivée directionnelle 9, f(0,0) existe et égale 9, f(0,0) = %.

Solution de ’exercice 4

Soit f la fonction de R? — R définie par : f(z,y) = 1Y, soit a = (1,2), v = (1/v/2,1/v2).
2

1\ (1)’
— Ona |v||3 = \/(ﬂ) + <\/§) =1, alors |[v|2 = 1, donc v est un vecteur unitaire de R2.

— On a la fonction f est de classe C!(R?), alors f est différentiable sur R?, d’ou la dérivé de f en (2o, o)
selon la direction v = (v1,v2) est

Oy f (0, Y0) = V f(20,90) " v = 0. f (20, Y0)v1 + Oy f (0, Yo)v2-

On calcule le gradient de f,

alors,
2¢4
vi) = (%)
donc
1 1 3t
0uf(1,2) = VF(1,2) v = 2e*v; + etvy = 2645 + 645 = %.

Solution de I’exercice 5
Rappel (Développement limité & I'ordre 2 dans RP) Soit f : D C R? — R une fonction de classe C2(D). Alors
au voisinage de xg € D on a

f(x) = f(@0) + (& — 20)" V f(w0) + %(w — 20)" Hessp(xo)(z — x0) + o([lz — z2%).

1. f(z,y) =sinz.siny, f est de classe C? sur R?, au voisinage (xo,%0) = (0,0), on a

Fe3) = F0.0) + (2. 950,00+ (o) ress 0,0) (2

On a f(0,0) = 0.
On calcule le gradient de f,

Vf(z,y) = ( cos x.siny )

sinz.cosy

Vﬂ&®=<8>

alors,

On calcule la matrice Hessienne de f,

H@SSf(xvy) = ( 8y$f(x7y

alors,
—sinzsiny cosxcosy
cosxcosy —sinxsiny

Hess s (z,y) = (
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d’ou

Hessf(0,0) = < (1) é >

f(x,y):%(x,y) ( (1) [1) > ( ;j > :%(w,y) ( g ) = zy.

2. flx,y) =14z +y+2%—2y+y? f est de classe C? sur R?, alors au voisinage (z0,%0) = (0,0) on a :

On trouve finalement

Fas) = F0.0) + (2.) V50,0 + (o) ress 0.0) (2

On a f(0,0) = 1.
On calcule le gradient de f,

Viy) = ( iiﬂgz )

v =y )
On calcule la matrice Hessienne de f,

Hessf(z,y) = < %fé%?/; Oy f (2, y) ) _ ( _21 —21 >

alors,

alors,

Hess;(0,0) = < _21 _21 >

v (1) e (4 7)(2)

_ 1 20 —y
—1+x+y+2(a:,y)<_x+2y)

On trouve finalement

1
:1+x+y+§(2x2—xy—xy+2y2)

=l+z+y+a®—ay+y’

Solution de I’exercice 6

fR" —R
x— f(z) ={(c,z) +b c,x € R"et b e R.

n
On prend ¢ = (¢1, ..., Cn), © = (21, ....2), alors f(z) = chi +b
i=1

8331f(x) C1
Vf(x)= = =c, et V2f(z) = 0.
Ox, f () Cn
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g:R" — R™
x+——g(xr)=Lx+0b L e Mpn(R)et b e R™.
Ly Lo .. L, 1 b1
On prend L = ' ' ' , T = ' et b= ’ alors
Lini Lo ... Lpp Tn bm,
Ly Lo ... Ly, T b1
gle) = +
Liypi Lpo ... Lpp Tn bm,
Liyz1 + Ligxo + ... + Ly + b1 g1()
Lpyixy 4+ Lyaxa + ... + Lipn@n + b gm ()
alors
O0r,91(x)  Opyg1(x) ... 0Os,91(x) Ly Lo .. Li,
Jo(z) = . : . _ . C e _I
O 9m () Opogm(x) ... O, gm(T) Lpi Lm2 ... L
On obtient
Jg(x) =1L
3.
fR" —R
x|—>f(x):%(z4x,x>+<b,x>+c A e M,(R), b,z € R"et c € R.

On va calculer V f(z),

On a la fonction f (f : R — R) est de classe C*° sur R", d’aprés le développement de Taylor d’ordre
1,on a:

fla+h) = f(z) + KTV f(z) +o(||A]), (1)

D’autre part on a

Flz+h) = %<A(x+h),(:c+ B)) + (b, (& + h)) + ¢

1 1 1 1
— 204, 0) + (b3 + e 2w, ) + S (AT, ) + (b, B + & (AR, R)
2 2 2 g
RS o(lInl)

Et comme |(Ah, h)| < ||Al|2||h]|?, on a

flz+h) = f(z)+ %<(A+ AT)a + b, ) + o(|[hll)

= (&) + BT ((A+ AT)z +8) + of|14]) )
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1
D’aprés (1)) et (2), on obtient Vf(x) = (A + AT)z + b, si A est symétrique Vf(z) = Az +b.

On calcule la Hessienne de f, d’aprés , on a

Vf(x+h)= %A(x—i—h)—i—%AT(aﬁ—Fh)—i—b

1 1
= 5(AJFAT):;: +h+5(A+ ATYh

=Vf(@)+ -(A+ AT)h.

1
et donc Hess(f)(z) = V2f(z) = i(A + AT). On en déduit que si A est symétrique, Hessf(z) = A.
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