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CORRIGE TYPE TD 1

ANALYSE 3
Solution de l’exercice 1
a) On a
~ 1 i 1 1
S, = :E
kzo(k+1)(k+2)(k+3) kzo(k+1)(k+2)k+3
_z":( 1 1) 1
\k+1 k+2)k+3
_Z”: 1111
_k:0k+1k+3 k+2k+3
"1 1 Z”: 1 1
k+1k+3 Zk+2k+3
donc
"1 1 1 - 1 1
S et ehe) et o)
2 \k+1 k+3 \k+2 k+3
"1 1 "1 "1 1
2k+1 k42 2k +3
_1(”1+1_1)_"1+1<”1 1 1)
2 k:0k+2 n+ 2 k:0k+2 2 £ k+2 2 n+3
_1o 1 !
4 2n+2) 2n+3)
alors
lim S, =-
n—-+o0o

1
n+1)(n+2)(n+3)

1
1

On conclut que la série E ( soit converge et sa somme S =
>0

b) On a

2 n
La suite de terme u, = <5> est une suite géométrique de raison (¢ = %), alors

2n
mr2\* 1—qn 21—(5> 2 2\"
5) “Mi—g "5, 2 3\ \5) )
k=1 q 1—--
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Ceci implique que

10 2\" 10
=g <1_<5> >7H—+203'

Par conséquent, la g 7 converge et sa somme S = §0.

n>1

¢) On a

n

3 -y IR
k:0(3k+1)(3k+4)_k20 3k+1 3k44

_11+1 1+ N 1 1 N 1 1
N 4 4 7 3In—2 3n+1 3n+1 3n+4

1
=1- — 1,
3n +4 n—+oo

n

Sp =

3

ainsi, la ;;0(371 )G+ 4) converge et sa somme S = 1.
d)Ona
< 1\ < -1\  © (k—1)(k+1)\ < k—1 k+1
Sn—éln<l—kz>—kz:21n<k2 )-éln( k i >—k§21n<k>—l—ln<k>
= . (In(k —1) —In(k)) + Y (In(k+1) —1In(k))
k=2 k=2
D’autre part on a :
n n n n—1 n
> (n(k—1)=In(k)) => In(k—1) = > (k) = In(k) = Y _In(k) = —In(n)
k=2 k=2 k=2 k=1 k=2
et
n n+1 n
> (n(k + 1) Zln (k+1 Z In(k) = In(k) =Y In(k) = —In(2) + In(n + 1).
k=2 k=2 k=3 k=2

Par conséquent

S, = —In(2) + In(n + 1) — In(n) = — In(2) + In (“ 1> — —In(2),

n n—-+4oo

1
insi, la séri In(1- = t sa somme S = — In(2).
allsl, la serie 7%22 n ( n2> converge el Sa somime Il( )

e) On a

- 1 _ (VET2-vVE+1)
Sn_kZO‘/k+2+‘/k“_Z VE+2+VE+D)(VE+2-VE+1)

(VE+2—-VEk+1)
(k+2)—(k+1)

:Z\/k+2—\/k:+1:—1+\/m — +00,
o n——+00

1
alors, la série diverge.
,;)\/n +2+vn+1 8
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1
n = Z arctan <k2—|-k—|-1>

k=1
En utlisant la formule suivante :

r—Yy

arctan x — arctan y = arctan Ve,y € R.
1+2y
On pose z = k+ 1 et y = k, on déduit que
¢ ! tan(k + 1) — arctan(k)
arctan —————— = arctan — arctan
k2 +k+1 ’
alors
- s
Sy = Z arctan(k + 1) — arctan(k) = arctan(n + 1) — arctan(1) = arctan(n + 1) — 1
k=1
Donc
: . T T T 7
ngnglroo Sy = ngn}roo arctan(n + 1) — 1-35 1~ 71
0 lut que, la série Y arct ! it te, et s=2=
n conclut que, la série arctan | ————— | soit convergente, et sa somme S = —.
q n?+n+1 & 4

n>1

Solution de I’exercice 2

3n+4 3 +
1) On a lim = - 0, alors le terme général ne tend pas vers zéro, donc diverge
) ATy 57 & bas VEIs #e10, ;;05n+1 vers
grossiérement. -
1 +oo 1 .. . T . R e L.
2) On a ~ — et la série harmonique Z— diverge, alors d’aprés le critére d’équivalence la série
n(n+1) n =n
Z est aussi diverge.
n>1
1 +o0 1 , . SN [P
3) On a arctan 2] ~ o2 5 et la série de Riemann Z converge, alors d’aprés le critére d’équivalence
n n>1
1
la série Z arctan <nQ> est aussi converge.
n>1
()
sm| —— <
4) On a linJar e nn+1)) — 4 # 0, on remarque que le terme général ne tend pas vers zéro, donc
n—>-—+0o0
(en)
Ze n(n+1 diverge grossiérement.
n>1
1+ Vn
n -+ \/ﬁ n n 4o . . 1 .
5) On a = _——— "N "3 —_ et la série de Riemann — converge, alors d’aprés le critére
) 2n3+1  2n3 1 1 2n?2 ZnZ & P
503 "

yo , . n+ \/ﬁ ..
d’équivalence la série g ainsi converge.
n

3
Z0271 +1
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Solution de I’exercice 3

Pour tout o € R fixé.

1 . .
La séries de Riemann : g — converge si et seulement si: o > 1
n>1 '

a) On a :
1 400 1
sin ﬁ ~ ﬁ
Zﬁ est une série de Riemann (a = 2) convergente, d’aprés le critére d’équivalence des séries a termes positifs,
n>1

1 :

E sm—Q est aussi converge.
n

n>1

b) Puisque
1 +oo 1 1 +oo\/ﬁ 1
In(1 ~ —, al In(l4+—=) ~ = —.
n< + ) n2,a0rs\/ﬁn< +n2>

E

E — est une série de Riemann (o = %) convergente, d’aprés le critére d’équivalence des séries & termes positifs,
nz2
n>1

1
Z\/ﬁln (1 + 2> ainsi converge.
n>1 n

c)On a:
! I

nt (=" 14—

S |-

La série harmonique g — est divergente, alors d’aprés le critére d’équivalence, E aussi diverge.
n

= st (—1)"/n

d) On a:

2"+n_2"1+2n L, 1wl
2n.n 2 n on n

La série harmonique E — est divergente, alors d’aprés le critére d’équivalence, g 5 aussi diverge.
n

n>1 n>1

Solution de ’exercice 4

Pour tout (o, 3) € R? fixé.

a>1
1 )
La séries de Bertrand : Z ————— converge si et seulement si : ¢ ou
n®(Inn)!
n>=2 a=1letf > 1.
a) On a :
1+1Inn _ 1nn+1 +00 Inn
Inn
Inn L. 3 s s o fa A
Z—; est une série de Bertrand (o = 5et 3 = —1) convergente, d’aprés le critére d’équivalence des séries a
n>1 12

1+1
termes positifs, Z o

= ny/n
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b) On a :

Inn . . . .
E est une série de Bertrand (o = %et B = —1) convergente, d’aprés le critére d’équivalence des séries a

3
n>1 M2

Inn
termes positifs, Z

n>1\/n3 +n—1

aussi converge.

c)On a:
Inn+ (Inn)®  Inn? lnn2+1 +oo 1
nd4+yn  nd 1_’_i n3(lnn)=3"
5
nz
1 L. . - e
ZW est une série de Bertrand (o« = 3et 8 = —3) convergente, d’aprés le critére d’équivalence des
n
n>2

Inn + (Inn)3

séries & termes positifs, g ainsi converge.

= nd+vn
d) On a :
n+3 _ n 1+ % +o0 1
n(Inn)2+3  n(nn)?21+4 W (Inn)?
1

Z (Inn)? est une série de Bertrand (v = Oet 5 = 2) divergente, d’aprés le critére d’équivalence des séries a

nn
n>1

n+3

t 3 positifs ———— di .
ermes positifs, ;n(ln 3 iverge

Solution de I’exercice 5

Soit E Uy une série a termes positifs.
n=0

sil <1, E Uy converge,

n=0
o s . Un+1
Critére d’Alembert : lim o> 0,alors &i] > 1. E w., diverge.
n—>+00 Uy ) n S
n=0

sil = 1, on peut pas conclure.

sil <1, E Uy converge,

n=0
Critére de Cauchy : nggrl% Yu, =1>0,alors g > 1, E up, diverge,
n>0

sil = 1, on peut pas conclure.

2

o —n
a)un:(l—i-f) , avec a € R.
n
" a\ —n? a\ —"n
im f/(1+5) " = am (1+2) T =e,
n—y 400 n N—>+00 n

e Sia >0, d’aprés le critére de Cauchy : Zun converge.
e Si a <0, daprés le critére de Cauchy : Zun diverge.
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e Si @ = 0, le critére de Cauchy ne donne rien, mais on a u, = 1, le terme général ne tend pas vers

zéro, donc la série est divergente.

32"

+1
Unt1 32" 93"

1m =T T17 on
n—+oo Uy, n—s+oo 23T 327
32n+1_2n 23n_3n+1

= lim
n—>-4oo
. n____ n
= lim 3%2723
n—->-+400
. n _ n
— lim 62 In3-2.3"1n2 =0

9
n—>-+4o00

D’aprés le critére d’Alembert : Zun converge.

In(n!
C) Up = ()
n!
In(n! nlnn _ n?
On a Inn! <nlnn alors, u, = (' ) < — < — = Un.
D’autre part :
v n+1)% n!
n—+4oo0 U, n—s-+o0o (n —+ 1)‘ n?

2
n—+00 n n—+1

D’aprés le critére d’Alembert : g v, converge et d’aprés le critére d’équivalence la série g Uy, est aussi

convergente.

d) up, = (cos(1/n))" |

lim 1/ (cos(1/n))" = ngnioo (Cos(l/n))"2

n—> -+00

— lim en2 In(cos(1/n))
n—>-+4o00 ’

On fait le changement de variable % =z, on trouve :

ln(cos(m)))

2
. 2 . x
lim " (eos(t/n) = Jim e(
n—>-+o0o xr—0

On applique la régle de 'Hopital deux fois, on obtient :

— sin(x)

In(cos(z)) _cos(z)
o2 2x -1
lim e = lim e =e2.

z—0 z—0

-1
On conclut que lim u, =e2 <1, alors d’aprés le critére de Cauchy : Zun converge.
n—--+00
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a?’L

= > 0).
= At drae) > Y
ntl 1 (14 a"
lim 2~ i a4 (1+a)..(1+a") = lim ———
n——4oo U, n—+oo (14 a)...(1 4+ am)(1 4 antl) an n——+oo 1 4 antl
. . a o s ,
e Si0<a<l, ngnrioo Trat a d’aprés le critére d’Alembert Zun converge.
e Sia>1, ngnrioo # = 0 d’aprés le critére d’Alembert Zun converge.
e Sia=1, ngnioo ) =3 d’aprés le critére d’Alembert Zun converge.

nowo (14
f) up, =n![[;_, sin (2k>

1
1 .
o (n+ DT[] sin (214) )
lim —= = lim = lim (n+1)sin{ ] =0.
n—+oo Uy n—-+00 | . 1 on+

n! [Ty sin o

D’aprés le critére d’Alembert ,Z Uy, converge.

nlnn
g) Upn = (ln n)n
Inn (Inn)?
Inn n n
im {2 — lim A — lim S —y,
n—+oo \[ (Inn)?» n—+o0c Inn  n—+oo Inn

alors, d’aprés le critére de Cauchy Z Un converge.
Solution de ’exercice 6

Soit E u, une série alternée.
n=>0

~ la suite(|uy,|)pest décroissante,

Critére de Leibniz : Si alors, la série E Uy, est convergente.

et lim |u,| =0,
n——+00 n=0
. =5
1) Soit u,, = ——.
) " 14 po
On a
0 sia > 0,
hI_P Up = :I:% sia =0,
— .
e +1 sia < 0.
On trouve :

e Pour a < 0 la série Z uy, est divergente.

1 40 1 1 L.
e Pour a > 1, on a |u,| = Tone ~ na et Z o converge, donc la série Z up converge absolument.
1 —+oco 1 1 . L.
e Pour 0 < a < 1, on a |uy| = Tine ~ o et Z v diverge, donc la série Zun pas absolument

converge, mais d’autre part on a (|u est décroissante et lim |u,| = 0, d’aprés le critére de Leib-
) mn|;n n )
n—-+oo

niz, g uy converge, par conséquent la série g U, semi-convergente.
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2) up = sin (
On a |u,| = sin(

1 ) > (7r>
— ™ sin
n n
m
) > o et Z diverge, donc la série Z Uy, pas absolument converge .

S\ﬂ/_\

D’autre part on a (|uy|), est décroissante, en effet :

On prend f(z) = sin (rz), dou f/(z) = mcos (rz), pour 0 < z < 1 on a f/(z) > 0, donc la suite sin (ﬁ)
n

est décroissante pour (n > 2).

On a aussi  lim |u,| = 0, d’aprés le critére de Leibniz, g uy, converge, par conséquent la série E U
n—-4oo

semi-convergente.

—1)"
3) up = t;nhgn) n_>—+>oo +1 # 0, alors le terme général ne tend pas vers zéro, donc Z

grossiérement.

-1

m diverge

Solution de I’exercice 7

Soit E Uy, une série a termes quelconques. On suppose que u,, = a,b,, avec a,, strictement positif.
n=0

la suite (ay,)nest décroissante et tend versO0,

o s y L a: n . S convercent
Critére d’Abel : Si il exist M € Rtel queVn € N : Z bel < M, alors, la série Z up est convergente.
: n=>0
k=0
Soit
eina 1 )
1. On va étudier la convergence de la série Z , «a€R.On prend a, = — et b, = "
son n
e Pour o # 2km, on a
Z b _ 1— e’i(n-'f—l)Oé 2 _ 2 .
— lL—e@ |7 |(1—-cosa) —isinal /(1 cosa)? + sina?

On conclut que :

2

IM = ,
V(1 = cosa)? + sin a2

< M.

S
k=1

D’autre part on a la suite (a,), décroissante et qui tend vers 0, d’aprés le critére d’Abel, la série
ino

Ze converge.
n
n>1
1
P = —, di .
e Pour a = 2km, on a Zn’ diverge
n>1
2. En déduire la convergence de la série : ZM
(Inn)3
n>2
1
On prend a,, = ) ((an)n décroissante et elle tend vers 0) et b, = sin (na).
n n 2
bi| = sin (ka tha | < =M.
kZ::O kZ:O (ko) V(1 = cosa)? + sina?
alors, d’aprés le critére d’Abel, la série Zsm n)oz ) converge.
nn
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cos (n)

3. On déduit la convergence de la série : Z
n>2

nlnn
1
nlnn

S =
k=0

On prend a,, = ((apn)n décroissante et elle tend vers 0) et b, = cos (n).

2
/(1 — cos(1))2 + sin(1)2

ik

Z cos (k)| <
k=0

cos (n
alors, d’aprés le critére d’Abel, la série Z 1( ) converge.
nlnn

n>2

Solution de ’exercice 8

1)”
1) Nature de
; v+ (

On a
G N G S B G (1 . <—1>”)‘5
Vot (=0 vn i ocon Ve n '
n
Comme (72)71 converge vers 0 quand n tend vers +oo, en utilisant le développement limité de la fonction

— (1 + x)“ au voisinage de 0 d’ordre 1, on trouve :

7;2 = (?/15)" <1 B (—22)” ‘o <(—i)")>
(=)™ 1 1
N Vvn - > "o <ng>

est semi-convergente (d’aprés le critére de Leibniz).

e La série Z (=
n

1
e La série Z — est convergente.
- 1
o La série Z o | —5 | est absolument convergente.

On conclut que E Uy, soit convergente.
n=2

2 —1)"
2) Nature de Zln <n+2(+2)n>
n

n>1
On a
2 _1\n 1 (I
In (W) —In "’73 —In (1 4
n*+ 2 1+ = n

On effectue un développement limité de la fonction x — In(1 4 z) au voisinage de 0, on trouve :

o) = (S amre (1) - (e ()
O RERWEY
n 2n2 n2
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—1)»
o La série Z Q est semi-convergente (d’aprés le critére de Leibniz).
n
n
La série » L est t
o La série — est convergente.
n? &

n

- 1

e La série g 0| — | est absolument convergente.

n
n

Par conséquent la série g uy est convergente.

n=1
cosn

3) Nature de Z _.

n+2cosn

n>0
On a
cosn _ coSm 1
n+2cosn  n 14 9%’
n
On effectue un développement limité de la fonction z —— n au voisinage de 0, on trouve :
x

cosn cosn < 2cosn cosn
= 1- +0( )
n+ 2cosn n n n

cosn  2cos’n <0082 n>
= )

n n n2

cosn R

o La série E est convergente (d’aprés le critére d’Abel).

n
n

2

L. cos“n
e La série g 5— est convergente.
n

n
L. cos’n
o La série E o est absolument convergente.

n2
n

Par conséquent la série g uy, est convergente.
n=1

Rappel : Développements limités des fonctions usuelles au voisinage de 0. Soit n un entier, o un réel.

2 n
e _q1.%, T ul n
e_1+1‘+2!+ ........... + !—l—o(x)
3 5 n.2n+1
_ z z (=1)"z 2n+1
sin(z) x—§+a+ ......... + Gt 1) +o(x )
2 4 n..2n
B x* (—1)"x an
cos(xz) =1 of T T + 2n) + o(x*").
1
1_x:1+x+x2+ ......... + 2" + o(z")
1
1+x:1—x+x2+ ......... + (=1)"z" + o(z")
2 3 nn+1
x (=1)"x
In(1 =T — —F — F e ntl
n(l+z)==x 2+3+ + I +o(z")
-1 —1...(a— 1
(1+x)a:1+ax+a(a2' ):p2—|— ......... ala—1) n('oz nt )x"—f—o(azn)
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Solution de I’exercice 9

On a

1. On va étudier la nature de la série Z Un-
Soit

vp = In(Up+1) — In(uy,) = In (Un+1>

1
On a — —+> 0, en utilisant le développement limité de la fonction  — In(1 + ) au voisinage de 0
n mnm—-—+0oo

d’ordre 2,

In(l+2)=2— "% +o(z%),

on obtient :
B 1\ /1 1 1
K Y A e R
1 1
BRPTEREA
Donc la série Zvn converge.

2. La série Z In(up+1) —In(uy,) converge, alors la suite (In(uy,)), converge vers L, donc la suite (uy,), aussi
converge (par continuité de la fonction exponentielle), et de limite el =C>o0.

3.0Ona Ilim wu,=CetC >0, alors

n—+00
—+00
Uy ~ C,

donc

par conséquent
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. 22n+%(n!)2
Substituer cette équivalence dans la formule de de Wallis /7T '~ —————, on trouve

Vv2n + 1(2n)!

22n+%(lnn+%e—n)2 22n+%(in2”+16—2”)

Nz +00 C +o0 C? +o0 Vn +00 1 .
Von+1 1 91) 20+ 3 o—2n Von+1 l22n+%n2n+%e—2n Cv2n+1 V20
C C

Donc

cte L

Ver

4. On conclut que
1
n! 7 /2 tae .

5. Puisque n! tend vers +oo, on a

1
In(n!) = In(v 27rn"+%e_”) 2 In(v2r) + ln(n”"'%) +1In(e™™) ¥ In(V2r) + (n+ =

2) In(n) —n <° nlin(n).

Alors
In (n') ~° nln(n).

Conclusion :

. o0 1
La formule de Stiriling : n! T V2rn e

Solution de I’exercice 10

+
Zo an va Z an Z{)+e
n= n=1 n=
et
Rn? -2 Xn? =141
X T an Zn—l =) X
+o00 1 400 1
=) —— 2
;(n—Q)!—i_;(n—l)! ¢
=e+e—2e=0.
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