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Chapitre 2. Interpolation polynomiale (2 Semaines)

En Mathématique et spécialement en analyse numérique, une fonction f qui est inconnue explicitement est
connue en certains points Xo, X1, ..., Xd €t évalué uniquement au moyen de 1’appel a un code qui peut étre tres
couteux. Mais dans de nombreux cas, on a besoin d’effectuer des opérations (dérivation, intégration, ...) sur la
fonction f.

X3 On cherche a reconstruire cette fonction f par une

f autre fonction fr qui est simple et facile a évaluer a

partir des données discretes de f. On procéde de

Xl maniére que le modele fr ne sera pas trop loin de la

ns fonction f aux autres points.

1.1 Théoreme d’approximation de Weierstrass :
Pour toute fonction f définie et continue sur I’intervalle [a, b] et pour tout € > 0, il existe un polyndme p tel que
VX € [a, b], [f(x) — p(x)| < & Plus ¢ est petit, plus le degré du polyndme est grand.

La simplicité de 1’évaluation d’un polynéme par le schéma de Horner :
n

Z cjxl = ((o.. ((CoX + Cpo1)X + Cpz)x + . +€)Xx + €o)
=0
Plus précisément, étant donnés d+ 1 points d’abscisses distinctes Mi = (aj, fi), 1 =0, 1, ..., d
Dans le plan, le probléme de I’interpolation polynomiale consiste & trouver un polynéme de degré inférieur ou
égal a m dont le graphe passe par les d + 1 points Mi, c-a-d trouver p € Pm tel que p(ai) =fi, ¥i =0, 1, ..., d.

Interpolation polynémiale :
Soit par exemple une expérience ou on enregistre la distance parcourue par un objet tel qu’une lance ou pierre
en fonction du temps, les résultats sont donnés dans le tableau suivant :
t(sec) 0 1 2 3 4
X(m) 0 5 15 0 3
On veut calculer la position de I’objet au temps t=2.5 sec ou la vitesse de I’objet a un temps donné.
Pour cela, il faut avoir une forme analytique de x en fonction de t, X(t). Cette forme doit au moins coincider
avec les points donnés dans le tableau. Ensuite on va calculer :
X(2,5) = [, X(t)dt ol bien (t) = d(t) dt .
Dans ce qui suit, on va considérer I’approximation de X(t) par une forme polynémiale ¢’est-a-dire :
X(t) = ao + ait + azt2 + --- + ant®
Avec ai (i = 0, n) sont des coefficients a déterminer. Les polyndmes que nous allons éetudier different
seulement par la fagcon de déterminer les coefficients ai (i = 0, n), car pour un tableau de valeurs données le
polynoéme d’interpolation est unique.

1. Polynéme d’interpolation de LAGRANGE.
Soient (n+1) points distincts xo, x1, ... ... , xn et T une fonction dont les valeurs sont :

f(xo0), f(x1), ... ... , f(xn).

Alors, il existe un seul polyndme de degreé inférieur ou égal a n et qui coincide avec les points d’interpolation,
ie:(x)=Pn(xk), k=0,1,2,... ... , . Ce polynéme est donné par :

P,(X) = j fx)Li(x) = f(x0) Lo(x) + f(xq) L1(x) + ..o . + f(x) Lp(x)
0
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Avec :
(x—x;) (x—x0)—(x—x1) (x—xp_1)—(x—x41) (x—xn)
L = ynr. . = k=0,
k(X) =00k (e —x;) — (xp—x0) (xg—%x1) (r—2xp—1) (Xk—Xpe41) (xp—xn) ( n)

Lk (x) sont dits coefficients polyndmes de Lagrange, ils sont orthogonaux c-a-d : (x;j) =0 et Lk (xx ) = 1.

Exemple : Reprenons la table donnée au début du chapitre et essayons de calculer le polynéme de
Lagrange pour cette table. Notons que pour n+1 points le degre du polynéme est inférieur ou égal a n.
Pour notre cas on a 5 points, cela nous donne un polynéme de degré inférieur ou égal a 4.

4
XO) = PO = ) fEL(®
i=0
= f(to) Lo(t) + f(t1) L1(D) + f(t2) Ly(t) + f(t3) L3(t) + f(ty) La(D)

Avec les coefficients (¢t ) sont les valeurs de X(ti) aux points donnés ti, on remplace et on écrit donc :
X(t)= Py(t) =0 = Lo(t) +5 * Li(t) +15 = Li(t) + 0 = L3(t) + 3 * Lu(t)

Ensuite, on calcule les coefficients polyndmes de Lagrange :
(t-t) (—-t) (t—-t) (t—t3) (-t
(te—t) (G —ty) (& — t2) (L — t3) (8 — ty)

i=0i+0

L - Z (t—t) _ (t—t) (t-t) (t—ty) (t-t) _(E-D(-2) (-3) (t-4)
’ G—t) G-t to—t) (b —ta) (lg—t)  ©-D(©0-2)(0-3)(0-4)

i=0i+0

Ly(t) = (k=0, 4)

1
= ﬁ(t“ —10t3 + 35t% — 50t + 24)

Lo(t) = i (t—ti)= (t—ty) (E—ty) (E—t3) (t—t4)= -0 (t—-2)(-3)(t—4)
! E—t) 1t —t))(t—t3)(t;—t,) (A-0(1-2)1-3)1-4)
=%(t4—9t3+26t2—24t)

L(t) = Zn: (t_ti)= (t—ty) -1ty (E—t3) (t—t4)= -0 (t—-1)(t-3)(t—4)
2 E—t) (-t (-t (tz—t3)(t,—ty) (2-02-1)2-3)(2-4)

i=0i+2

i=0i+1

=%(t4—8t3+19t2—12t)

(t-t) _ (t—ty) (t—t) (t—ty) (t—1t,) _ -0 (-1 (t—-2) (-4

t—t) (z3—t)(tz—t)(t3—t)(t3—t) (B-0B-1)B-2)3-4)
~1

=?(t4—7t3+14t2—8t)

Lo(t) = Zn: (-t _ (t—ty) (t—1ty) (E—1ty) (t—1t3) _ -0 (t-1)(t—-2) (—-3)

* Br—t) @—t)(@s—t)(ta—1t)(ty—t3) (4-014-1)(4-2)4-3)

i=0i+4

Li(t) =

i=0i+3

1
= ﬁ(t“ — 6t3 + 11t* — 6t)

Noter bien qu’il est inutile de calculer les coefficients polynomes Lo (t) et Ls (t) car ils seront
multipliés par zéro dans le remplacement et finalement on remplace les coefficients polynémes et on obtient :
X(t) =~ P4 (t)=—25. 75t + 50. 95833¢2 — 23. 253 + 3. 04167t

2. Polynéome d’interpolation de NEWTON

On a déja vu que le polynéme de LAGRANGE utilise (n+1) coefficients polynémes qui sont eux aussi
des polyndmes de degré inférieur ou egal a n.

Le calcul de ces coefficients polyndmes est aussi une tache délicate, ¢’est pourquoi il est intéressant
d’utiliser une autre formulation plus souple, c’est le polyndme de NEWTON.

Le calcul du polyndme de NEWTON commence par la construction d’un polyndéme de degré 1, (x) qui
passe par les deux premiers points. Ensuite, ce dernier sera utilisé pour calculer un autre de degré 2, (x) qui
passe par les trois premiers points et ainsi de suite jusqu’au polynome final de degré inférieur ou égal a n,
Pn(X).
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On a la relation de récurrence suivante entre deux polyndémes successifs Pi-(x) et Pi(x) (i=2,3,..,n+1).

( Pi(x) =ag+ a;(x—xy)
Py(x) = P1(x) + az(x — x0)(x — x1)
P3(x) = P(x) + az(x — x¢)(x — xl)(x - xz)

P,(x) = P, 1(x) + an(x - xo)(x - xl)(x - xz) .(x — Xn-1)
On remarque que les coefficients ax (k=0,...,n) sont les éléments essentlels dans le calcul des polyndmes de
Newton. Ces coefficients sont les différences divisées d’ordre k de la fonction f

2.1 Calcul des différences divisées d’une fonction f.
Les différences divisées d’une fonction f basée sur les points xo, x1, ... ... , xn sont données par :

ak = J|Xo, X1, ... ... , Xk
f[ ] Zl Onk 0 ];el(xl x])

En pratique et pour le nombre limité de points, les différences d|V|sees sont calculées en utilisant un tableau
qui a la forme suivante :

xk | f(te) = flte] DD!? DD? DD? DD*

Xo fxo]
flxo, x1]

X1 flx4] flxo, x1, x2]

X2 f[xZ] f[X1, XZ] f[xl, Xz, xs] f[JCo, X1, X2, XS] f[xo, X1, X2, X3, x4]
flx2, x3] fx1, x2, x3, X4]

X3 flxs] Flxs, x4 flx2, x3, x4]

X4 flx4] '

Avec: flxo x1] = % s flg, xg] = %
[lx0,x1,x2] = f[xl,x;] : flxo 2] ;o flx1,x2,x3] = flxz %3] : f1x1, %2]
2 —Xp X3 — X1
_ flx1,%2,x3] — flx0, %1, x,] ) _ flx2,%3,%4] — flx1, %2, 23]
flx0, X1, %2, %3] = e — i flx1 X2, %3, %4] = —
3~ Xo X4 — X1
f[xll xZI x3' x4] - f[xOI xll xZ' x3]

f[x()l X1,X2,X3, x4] = X4 — Xo

3. Erreur d’interpolation

C’est I’erreur commise lorsqu’on remplace la fonction f par le polyndme d’interpolation équivalent. Elle
est notée par (x) car elle varie d’un point a un autre dans I’intervalle d’interpolation.

Cette erreur doit étre nulle aux points d’interpolation, (x ) = 0, (i=0,...n).

Si la fonction f est continue et (n+1) fois dérivable sur I’intervalle d’interpolation [@ = xo0, b = xn]. Alors
pour tout x € [a, b] il existe z € [a, b] tel que :

T (x—x) (n+1)
e(x) = f(x) — Pr(x)| = @7 1),f (2)
Si|f™*V(2)| < M vz €[ab]; On peut donc écrire
(x — x;)
e(x) = |f(x) — Pp(x)| = ) WD)
i=
Dans ce cas M est majorant de la fonction @*V(x) sur I’intervalle [a,b].
Exemple :
t(sec) 0 1 2 3 4
X(m) 0 | 5 | 15 | © 3

Essayons de calculer le polyndme de Newton pour ce tableau. Notons que pour n+1 points le degré du
polynéme est inférieur ou égal a n.
Pour notre cas on a 5 points, cela nous donne un polynéme de degré inférieur ou égal a 4.

Ecrivons les polyndmes de Newton :

10



Cours Méthodes Numériques Chargé de cours Pr Derfouf 2 année ST 2019/2020
P (t) = ap + a.(t —tp)
Py(t) = P(t) + ay(t —to)(t —t1)
P3(t) = P,(t) + az(t —to)(t — t)(t — t3)
Py(t) = P3(t) + ay(t — to)(t — t)(t — t)(t — t3)
les a; sont les dif fernces divisées d'ordre i

Calculons le tableau des différences divisées :

te | f(te) = fIt] DD! DD?2 DD? DD*

0 0= Qo 5-a

1 5 10 1 2.5-a -5=a3 3.04167 =

2 15 1 -12.5 7.1667 as
-15

3 0 3 9

4 3

Remplacant les a; et les t; par leurs valeurs dans les polyndmes de NEWTON, on trouve :

Pi(t)=ao+tai(t—to)=0+5(t—0)=>5¢t

P2(t)=P1(t)+az (t—to)(t—t1)=5t+2.5(t—-0)(t—1)=2.5t2 +2.5¢t

P3(t)=Pz2(t)+a3 (t—to)(t—t1)(t—t2)=2.5t2+2.5t—5(t—-0)(t—1)(t—2)=-5t3+17.5t2—
7.5t

Pi(t)=P3(t)+tas(t—to)(t—t1)({t—t2)(t—t3)=-5t3+17.5t2—6t+3.0417(t —0)(t — 1)(t -
2)(t-3)

P4 (t) = 3.04167t 4 — 23.25¢ 3 + 50.95833¢ 2 — 25.75¢

C’est le méme polynome que celui de LAGRANGE

Pt}

Figure 2 : Tracés des polynomes d’interpolation de NEWTON
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