Théorie de la complexité et
calcul non deterministe



3.1 Temps polynomial non déeterministe — NP

* Considérez l'algorithme suivant pour le probleme de décision SAT

Algorithm Naive SAT-solver:.

[nput: a Boolean formula f(x;,...,. X, ) in CNF.
Output: true if f 1s satisfiable and false otherwise.
Algorithm:

for each possible truth assignment x € {0, 1}"
if f(x) = 1 then output true.

next x

output false

Cet algorithme est totalement impraticable



- car si f n'est pas satisfaisable, alors il essaiera toutes les 2" affectations de verite
possibles avant de s'arréter

- Nous souhaitons identifier ces problemes de décision, tels que SAT, avec la
propriéte que si une instance donnee du probleme est vraie, alors il existe un «
certificat succinct » qui le vérifier dans un temps polynomial.

* SUpposoNs que nous ayons une instance, f (X,,..., X,), de SAT que nous savions
satisfiable.

» Pouvons-nous convaincre un observateur sceptique de ce fait dans un délai
raisonnable ?

« Certes, donnez simplement a I'observateur I'instance f avec une affectation de
vérite satisfaisante X.

* La procédure de contréle de I’observateur pourrait clairement étre mise en ceuvre
comme algorithme de temps polynomial

* une assignation de verite satisfaisante est un certificat succinct de la satisfiabilité
de f, car elle certifie que f est satisfiable et peut étre vérifiée rapidement.



» Prenons I'exemple de langage COMPOSE

 Dans ce cas, un certificat succinct prouvant qu'un entier n particulier
est compose et un facteur propre et non trivial pour n.

« Compte tenu d'un tel facteur, nous pouvons facilement vérifier en
temps polynomial qu’il divise n exactement

Attention: trouver un tel facteur en temps polynomial est un probleme
completement distinct



 Notre observateur sceptigue pourrait utiliser I'algorithme de vérification du temps
polynomial suivant :

Algorithm Factor checking.

Input: integer n and possible factor d.
Output: true iff  is a proper non-trivial factor of n.
Checking algorithm:
if d divides n exactlyand2 <d <n — 1
then output true
else output false.

Si n est composé, alors pour un choix approprie de d, I'algorithme de verification
verifiera ce fait.

Si n est premier, quelle que soit la valeur de d donnée a I'algorithme de vérification,
Il produira toujours faux

[l s'agit clairement d'un algorithme de temps polynomial.



* Lorsqu'un probleme de decision I1 a un certificat succinct qui peut etre utilisé
pour vérifier gu'une instance donnee est vraie en temps polynomial, alors nous
di,sons que le langage associe L, est accepté en temps polynomial non
deterministe.

» De maniere equivalente, nous disons que L appartient a la classe de
complexité NP.

» Nous pouvons formaliser cette définition comme suit. Pour X, y € 2., on note x
y la chaine constituée de x suivi d'un carre vide, suivi de y. Un Iangage Lc 2
est dit appartenir a NP s'il existe une DTM M et un polynome p(n) tels que T,,
(n) < p (n) et sur toute entrée x € g

* (1) si x € L alors 1l existe un certificaty € tel que |y | <p (| x|) et M accepte la
chaine d'entrée x y;

* (11) si X & L alors pour toute chaine y € Z , M rejette la chaine d'entréee x .



 Une question évidente a se poser est de savoir comment la classe NP est
lice a P. Il est facile de voir que P € NP.

* Proposition: P € NP.

:SiLePalorsilyaune DTM a temps polynomial qui décide L.
Par consequent, nous n'avons pas besoin d'un certificat pour verifier
qu'une entrée particuliére x € 2 appartient a L. Notre algorithme de
vérification prend simplement une entrée X € > et déecide si X
appartient ou non & L directement, en temps polynomial.

* Verifier un certificat semble étre une tache beaucoup plus facile que de
decider si un tel certificat existe. En effet, il est largement admis que



 Notre prochain resultat dit que n'importe quel langage dans NP peut
étre décide dans un espace polynomial.

 Theoreme : NP € PSPACE

* Preuve: Nous essayons simplement chaque certificat possible a tour de
role. Comme tout certificat possible est de longueur polynomiale, nous
pouvons veérifier tous les certificats possibles en utilisant une guantite
d'espace polynomiale en réutilisant les mémes carres de bande pour les
certificats successifs.



3.2 Réductions a temps polynomiales

* || existe de nombreuses situations ou la capacite de résoudre un
probleme II1 nous permettrait ¢galement de résoudre un probleme I112.
L'exemple le plus simple de ce phénomene est lorsque nous pouvons
convertir une instance, I, de I11 en une instance, f (I), de 112 et en
résolvant f (I) on obtenait une réponse pour I.

 Considérez le probleme de deécision suivant.

ENSEMBLE INDEPENDANT
Entrée: un graphe G et un entier k.
Question: G contient-il un ensemble indépendant d'ordre k?

Ceci est evidemment étroitement lié au probleme CLIQUE



* Supposons que nous ayons un algorithme efficace pour CLIQUE puis
donné une instance de ENSEMBLE INDEPENDANT

* consistant en un graphe G et un entier k, nous pourrions former le graphe
Gc, le compléement de G.

* C'est le graphe sur le méme ensemble de sommets que G mais avec une
aréte presente dans Gc si et seulement si elle est absente de G.

- Passez maintenant Gc et k a notre algorithme pour CLIQUE. Il renverra
la reponse vraie si et seulement si le graphe original contenait un
ensemble independant d'ordre K.

» Par consequent, la capacite de résoudre CLIQUE nous permettrait
c¢galement de résoudre ’ENSEMBLE INDEPENDANT

* De plus, la conversion d'une instance de ’ENSEMBLE
INDEPENDANT en une instance de CLIQUE pourralit clairement étre
réalisee en temps polynomial.




 Nous formalisons cette idée de réduction du temps polynomiale comme
Suit.

* SIA, B C > et f Z — gvériﬁex € A of (xX) € B, alors f est une
réduction de A a B.

 Si en plus f € FP alors f est une réduction du temps polynomiale de A a B.

 Lorsqu'une telle fonction existe, nous disons que A est polynomialement
reductible a B et écrivons A <_ B.

* SIA<, BetB est «facile » alors A est luil aussi

*SIA< BetBePalorsAeP

«SIBENPetA<, Balors A€ NP.

*SIA<,BetB <, Calors A<, C. (larelation <, est transitive)

e Si B est A, et C est
B, alors C A.



3.3 NP-Complétude

 un langage L est NP-complet si
* (1) L € NP,
(i) siIA€ NPalors A< L.

» C.a.d. L est un langage qui appartiennent a NP et qui est au moins
aussl difficiles que n'importe quel autre langage dans NP

* Proposition: Si un langage NP-complet appartient a P alors

. Puisque P < NP il suffit de montrer gue NP € P. Supposons
que L est NP-complet et appartient aussi a P. Si A € NP alors A <, L et
donc selon slidel1 A€ P. D'ou NP € P.

 Si L est NP-complet, A€ NP et L < Aalors A est aussi NP-complet.
« Exemples tres naturel d'un langage NP-complet: et



3.4 Réductions de Turing

 Une restriction des reductions de temps polynomiales est que nous devons
convertir une instance d'un probleme en une seule instance d'un autre.

* Il y a des situations ou la capacité de résoudre un probléme I, de maniere
efficace nous permettra de résoudre un probléme I1, de maniere efficace,
mais dans le processus, nous devons étre capables de résoudre plus d'une
instance de I1;.

- Par exemple, 2-SAT(voir TD 2) peut €tre résolu en appelant a plusieurs
reprises un sous-programme pour le probleme ACCESSIBILITE.

* Ce type de reduction plus général est souvent tres utile et est en fait la
réduction couramment utilisée dans la pratique, par exemple lorsqu'un
algorithme appelle un sous-programme a plusieurs reprises.



* Definition : une fonction f est Turing réductible en une fonction g si un
algorithme de temps polynomial pour le calcul de g produirait un
algorithme de temps polynomial pour le calcul de f.

* Pour décrire plus précisément la réductibilité de Turing, nous introduisons
un nouveau type de machine de Turing : une machine de Turing oracle
deterministe (DOTM).

 Une telle machine a une bande supplémentaire connue sous le nom de
bande de requéte et un €tat special: yq, I'etat de la requéte.

* || existe egalement une fonction oracle O associée a la machine.

 Une fonction f est dite Turing réductible en une fonction g, notee £ < g, si f
peut étre calcule en temps polynomial par une DOTM eéquipée d'un oracle

pour g.




L_a classe NP-dure

* Une fonction f est dite NP-dure s'il existe un langage NP-complet L tel
que L < f, ou ici on identifie L a f, (la fonction correspondante au

langage)
1, xelL

fo:Zy—=1{0,1},  fr(x) = 0. T gL

Ainsi, une fonction NP-dure est «au moins aussi difficile » gue n'importe
quel langage dans NP dans le sens ou un algorithme de temps polynomial
pour calculer une telle fonction produirait un algorithme de temps
polynomial pour chaque langage de NP.

Notez qu'un langage peut étre NP-dure et en particulier tout langage
NP-complet est egalement NP-dure.



* Soit le probleme de decision de graphe suivant

MAX CLIQUE
Entrée: un graphe G et un entier K.
Question: la plus grande clique de G a-t-elle I'ordre k?

Ce probleme est clairement au moins aussi difficile que le probleme
NP-complet CLIQUE mais il n'y a pas de moyen évident de montrer
qu'il appartient a NP (car il n'y a pas de certificat evident).

Ni de reduction polynomiale évidente de CLIQUE a MAX CLIQUE.



3.5 Complements de langages dans NP

 Si L € estun langage alors le complément de L est L° = {_r €Xg|x¢ L},

Si C est une classe de complexité alors la classe des compléments de

langages en C est notée |
999 co-C={L <cXj| L eC}.

L'exemple le plus important d'une telle classe est co-NP, la collection
de compléments de langages dans NP



 Définition: un langage L S Z appartient a co-NP si et seulement s'il existe
un DTM M et un polyndome p (n) tels que T,, (n) < p (n) et sur toute entrée x
€ : Z
* (I)six & Lalors il existe un certificat y € Z telque |y |<p(|x|)etM
accepte la chaine d'entree x y;

* (i1) st x € L alors pour toute chaine y € ; , M rejette la chaine d'entrée x .

 Pour un probleme de décision, le langage complémentaire a une
Interprétation tres naturelle : inverser simplement le vrai et le faux dans la
sortie.



 Par exemple, considérez le probleme

UNSAT

Entrée: une formule booléenne f en CNF.

Question: est-ce que f est insatisfaisable?

Depuis SAT € NP donc UNSAT € co-NP par définition.

Mais qu'en est-i1l de SAT lui-méme ?

Pour prouver que SAT appartient a co-NP, nous aurions besoin de décrire un
pour gu'une formule booleenne CNF

Il apparait que la seule facon de confirmer qu'une instance de SAT n'est pas
satisfaisable est de vérifier et de vérifier
qu'aucune d'entre elles est satisfaisable, mais c'est évidemment un algorithme de
temps exponentiel. Donc, On ne sait pas si SAT appartient a co-NP.



 Cela met en evidence une difference importante entre les classes P et NP

 Dans le cas d'un langage en P nous avons une DTM de temps polynomial
qui peut décider L

e donc en Iinversant la sortie de notre DTM est nous avons une DTM de
temps polynomial pour decider L

e donc P = co-P.

 Si L € NP on ne peut pas simplement prendre la DTM donné par la
définition de NP et produire une nouvelle DTM pour montrer que L, € NP

?
* NP = co-NP (Question ouverte )
* Si L est NP-complet et L appartient a co-NP alors NP = co-NP.



* |la classe des langages co-NP-complets est simplement la classe des
compléments des langages NP-complets.

eP=co-PetP < NPetP <€ co-NP. Donc, P € NP N co-NP.
?
* P=NP N co-NP (Question ouverte )

» le langage COMPOSE appartient & NP (puisqu'un certificat succinct pour
qu'un entier soit compose est qu’il a un diviseur propre et non trivial)

* le langage complémentaire de COMPOSE est PRIMIER, constitué de
codages binaires d'entiers premiers.

« Etant donné un entier n, il est difficile de vérifier que n est premier en temps
polynomial(ll n'y a pas de certificat succinct immédiatement evident pour la
primalite).
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* Théoreme: Le langage PRIMIER appartient a NP N co-NP.

* En fait, nous avons le résultat exceptionnel suivant grace a Agrawal en
2002.

* Théoreme: Le langage PRIMIER appartient a P.



3.6 anteneurs entre classes de complexite

P = NP (Premiere question ouverte en théorie de la complexité )
* On sait que P € NP N co-NP < NP et on pense généralement que tous ces

Inclusions sont strictes.

* Nous avons vu de nombre
complets, soit appartienne

ux exemples de langages qui sont soit NP-
ntaP.

 De plus, le compléement de tout langage NP-complet est clairement co-NP-
complet(nous pourrions donc facilement donner beaucoup d'exemples de

tels langages)

* Les exemples naturels de |
sait qu'ils n‘appartiennent

angages qui sont dans NP N co-NP mais dont on
nas a P sont relativement rares.

* Un tel exemple est donné

nar le probleme de decision suivant.



FACTEUR
Entrée: entiers n et k.
Question: n a-t-1l un facteur d non trivial, satisfaisant 1 <d < k?

* Clairement FACTOR &€ NP puisqu'un certificat évident est un facteur d
satisfaisant 1 <d <k. Aussi FACTOR € co-NP en inversant les resultats.

 Cependant, on ne sait pas si FACTOR € P.
« Si cela etait vral, cela aurait un impact tres significatif sur la cryptographie

« Nous n'avons pas encore vu d'exemple de langage qui appartient a NP,
mais qui n'est pas considere comme NP-complet ni comme appartenant a
co-NP.

« Un exemple possible est donné par 'ISOMORPHISME DE GRAPHE



* Rappelons que deux graphes G = (V, Eg) et H = (V, E,) sont dits
Isomorphes s'il y a une bijection f: Vg — V|, telle que {f (v), f (W)} €
E, &{v,w} € E;.

 Considerez le probleme de déecision suivant.

ISOMORPHISME DE GRAPHE
Entrée: deux graphiques G et H.
Question: G et H sont-ils isomorphes?

Cela appartient clairement a NP car un certificat evident est un isomorphisme,
mais il n'est pas connu pour étre NP-complet.

1l est également difficile de voir comment il pourrait appartenir a co-NP
puisque le seul moyen évident que deux graphes ne sont pas isomorphes est
de parcourir toutes les bijections possibles entre les ensembles de sommets et
de verifier gu'aucune de celles-ci ne sont des isomorphismes.



» Si P # NP, alors le résultat suivant da a Ladner (1975) nous indique qu'il
doit exister des langages dans NP qui n'appartiennent ni a P ni ne sont NP-
complets (encore une fois I''SOMORPHISME DE GRAPHE est un langage
candidat pour cette classe).

* Théoreme: Si P # NP alors il existe un langage dans NP \ P qui n'est pas NP-
complet.

« Une approche a la question de savoir si P est égal a NP est la conjecture dite
d'isomorphisme de Berman et Hartmanis (1977) qui, si elle était prouvee,
impliquerait que P # NP.
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* Deux Iangages sur des alphabets de bande éventuellement différents,
AC z et B C H sont p-isomorphes s'il existe une fonction f telle que :

* (1) festune bijection entre Z et H ;
() xXeAs=T(X) €eB;
e (ili) fetf !appartiennent tous deux a FP.

 Conjecture: Tous les langages NP-complets sont p-isomorphes.

« Theoreme: Si la conjecture du p-isomorphisme est vraie alors P # NP.

* Preuve : Si P = NP alors tous les langages de P sont NP-complets, mals il y
a des langages finis dans P et ceux-cl ne peuvent pas étre p-isomorphes a
des langages infinis.

27



EXP

NP

FSPACE

co-MNP

Figure. Conteneurs entre classes de complexite.
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3.7 Machines de Turing non deterministes

» Definition : Une machine de Turing non déterministe ou NTM est
definie de maniere similaire a une DTM accepteur avec une différence
Importante. Au lieu d'une fonction de transition, il a une relation de
transition, de sorte qu'a tout moment dans un calcul, il y a un certain
nombre d'actions possibles qu'il peut entreprendre et il en choisit une
de maniere non deterministe.

Rappelons que la fonction de transition d'une DTM est une fonction a
valeur unique

d: w2 =1 x 2 x|« —]



« Compte tenu du contenu du carré de bande en cours de balayage,
ainsi que de I'etat actuel de la machine, un NTM a le choix
d'actions possibles, dont I'une est choisie de maniere non
deterministe. Plus précisément si N est un NTM ; la machine est
actuellement dans l'etat vy, et le contenu du carre courant balayé
est o, puis a I'etape suivante N choisit une action possible de
maniére non déterministe de I'ensemble

AYe, 0c) = (Vs O M) | (Ve 00), (Vi O, ) €AY

Ceci détermine ce qu'il faut écrire dans le carré courant ; le nouvel état
pour N et le mouvement de la téte de lecture-éecriture.



» Etant donné x € Z un calcul sur I'entrée x est le résultat du démarrage
de la machine avec x écrit sur la bande d'entrée, puis de l'application
répetée de la relation de transition, en s‘arrétant si un état d'arrét est
atteint. (Notez que pour toute entrée x donneée, il y aura generalement
plus d'un calcul possible.)

On dit qu'une entrée x € 2. est acceptée par un NTM s'il y a un calcul
sur I'entrée x qui s'arréte dans I'état v+ Un tel calcul est appele un calcul
acceptant.

On dit qu'un NTM s'arréte si pour chaque entrée x € >, et chaque calcul
possible sur I'entrée x la machine s'arréte aprés un nombre fini de pas.
De¢sormais, nous ne considérerons que les NTM qui s’arrétent (s'arréte dans
I'état y1).



* Pour un NTM, M, on définit le langage accepté par M comme suit :

L(M)={x € Z; | x is accepted by M}.

Une étape d'un calcul est le resultat de I'application de la relation de transition
une fois.

Pour x € L (M), nous definissons le temps necessaire pour accepter x
comme ¢tant le nombre d’étapes dans le calcul d'acceptation le plus court

fp(x) = mun{f | there is an accepting computation of M on input x that

halts in f steps}.

La complexité temporelle de M est alors définie comme suit

Ty(n) = max{t | 3x € L(M) such that |x| = n and t3;(x) = 1}.



* |_'ensemble des calculs possibles d'un NTM sur une entrée particuliere
peut facilement étre représente par un arbre. Un seul calcul possible est
un chemin de la racine a une feuille. En supposant que la machine arréte
chaque calcul possible est fini et donc I'arbre est également fini. Dans ce
cas, le temps nécessaire pour accepter une entréee x est simplement la
longueur du chemin le plus court de I'arbre qui se termine par I'état y-.

1l est intuitivement évident gu'un langage L est accepte par une NTM a
temps polynomial si et seulement s'il appartient a NP.

L'idee cle est de considérer I'arbre de calcul d'un NTM a temps polynomial.
A n'importe quel nceud de l'arbre, il y a un nombre fini de choix pour la
transition vers |'étape suivante.



« Ainsi une chaine de certificat possible y € 2. pour une entrée X € 2. est
- - - - 0 1 0
une liste de choix de branches nous indiguant quelle branche de I'arbre
de calcul suivre a chaque etape du calcul.

« Si x € L alors il y a un chemin de longueur polynomiale dans l'arbre
menant a I'etat y; et ce chemin peut étre décrit par une chaine de
longueur polynomiale .

« Alors que si X & L alors aucun chemin ne mene a I'état d'acceptation et
donc aucune chaine y ne peut décrire un chemin d'acceptation dans
I'arbre.

Théoreme: La classe de langages acceptéee par les NTM a temps
polynomial est egale a NP.



