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Correction des exercices du chapitre 3

Ex1 1) R est une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.

a) Restréflexivesi:VXEZ, x Rx
Soit x € Z. Or : x-x =0=3.0 & x R x. Donc, R est bien réflexive.

b) R estsymétriquesi:Vx,yEZ xRy=>yRx
Soientx,yEZ: xRy I keZ:xy=3k
x-y=3k = y-x = 3 (-k) =3 k, avec k= (-k) € Z
= y R x. Donc, R est bien symétrique.
c) Resttransitivesi:Vx,y,Zz€EZ, (xRyetyRz)=xRz
Soientx,y,z€EZ: xRy Ik, €EZ:x-y=3k; (1)
etyRze 3k, €Z:y-2=3k, (2)
(1)+(2) = x-z = 3(ky+ k3) = 3 ks ol ks= (ks + k;) € Z
= x R z. Donc, R est bien transitive
De a), b) et c), on déduit que R est une relation d’équivalence sur Z.

2) Soit x € Z. La classe d’équivalence de x est notée par C(x) et est définie par :
Cx)={y€Z/xRy}={y €Z/ x-y = 3k}={x-3k : k € Z} ={..., x-6, x-3, x-0, X+3, x+6, ...}. D’ou :
c0)={..,-6,-3,0,3,6,..},C(1)={...,-5,-2,1,4,7, ..} et C(2) ={..., 4,-1, 2,5, 8, ...}

3) Z/R={C(x):x € Z} ={C(0), C(1), C(2)}

Ex2 R est une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.

- R est réflexive par hypothese.
- Restsymétriquesi: VX, yEE, XRy=>yRx
Soientx,y €EE,ona: [xRyety Ry (car R est réflexive par hypothése)] = (y R x) d’apres la

définition de la relation R sur E. Donc, R est symétrique.

-  Resttransitivesi:Vx,y,ZEE, (xRyetyRz)=>xRz



Soientx,y,z€E, (xRyetyRz)=zRXx, daprés la définition de la relation R sur E.
= x R z car R est symétrique. Donc, R est transitive.
Ainsi R est une relation d’équivalence sur I'ensemble E.

Ex3 1) R est une relation d’ordre sur N'si elle est réflexive, antisymétrique et transitive.
- Restréflexivesi:Va€ N*, aRa
SoitaeN".Or:a=a.l1 ©@aRa. Donc, R est bien réflexive.
- Restantisymétriquesi:Va, beN’, (aRbetbRa)=a=b

Soienta,beEN’,aRbe3IqeN :b=aq et bRae=3q EN :a=h.q
On a: b.a= (a.q). (b.q)= (b.a). (9.9) = (q.9)=1

= q=q':1 car ce sont des entiers naturels non nuls.
D’ou : a=b. Donc, R est bien antisymétrique.

- Resttransitivesi:Va,b,ceN’, (aRbetbRc)=aRc
Soienta, b,ceN,aRbe3qeN :b=aget bRce3q,EN":c=b.q;
D’ol : c= (a.q). g;=a. (q. 91)=a.0, = a R c ol q,= (q.01) € N". Donc, R est bien transitive.
La relation R est bien une relation d’ordre sur N'.

2) La relation R est d’ordre totalsi: V a, b € N,aRboubRa.
Or, on constate que 2 n’est pas en relation avec 3 et 3 n’est pas en relation avec 2. Donc la
relation R n’est pas d’ordre total. Elle est d’ordre partiel.

Ex3 1) R est une relation d’ordre sur P(E) si elle est réflexive, antisymétrique et transitive.

a) Restréflexivesi:VA€EP(E),ARA
Soit A€ P(E). Ona: AR Acar Ac A Donc, R est bien réflexive.

b) R estantisymétriquesi: VA BEP(E), ARBetBRA)= A=B
SoientA,BEP(E),ARBSACBetBRASBCA
(A c BetB c A) = A=B. Donc, R est bien antisymétrique.

c) Resttransitivesi:VA,B,CEP(E), ARBetBRC)=ARC
SoientA,B,CEP(E),ARBSAcCBetBRCe&BCcC
(AcBetBcC)=>AcCC

= A R C. Dongc, R est bien transitive.
De a), b) et c) on déduit que R est une relation d’ordre sur I'ensemble P(E).

2) LU'ordre est totalsi: VA, BEP(E), ARBouBRA
L'ordre n’est pas total. Il est donc partiel. En effet, si on prend par exemple E= {1,2}, on aura:

P(E)=1{9, {1}, {2}, E} et {1} & {2} et {2} ¢ {1}



