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Chapitre 1

Matrices et déterminants

1.1 Les matrices (Définitions et opérations)

1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1 Une matrice de type (m,n) ou m lignes et n colonnes

est un tableau de m lignes et n colonnes

notée (ai,j) 1<i<m

1<j<n
(0 T O Q1n
A= (ai,j) 1<i<m = A
1<j<n Qjleenrennnns i jovnnnnnnnnnnns Qi
[0 TR PP P P PP P PP PP PP Am.n

*On appelle j¢ colonne de A la matrice

1,1

,a1,) pour 1 <i<m

C; = pour 1 <i<n

Am,1




1.1 Les matrices (Définitions et opérations) ii

On pourra écrire
Ly

*L’ensemble des matrices de type (m,n) moté M,,, (R)

1.1.2 Les opérations sur les matrices
1) La multiplication par un scalaire

Soient A = (ai’j) 1<i<m et A€ R,
1<j<n

Exemple 1.1.1

2)La somme de deux matrices

Soient A = (CL,‘J) 1<i<m et B = (b@j) 1<i<m

1<j<n 1<j<n

A + B = (CLi’j + bi,j) 1<i<m

1<j<n
5 3 20
4 1) B_<7 5)
([ 5+2 340
A+B_<4+7 1+5) (11 6)
3) produit de deux matrices

soient A = (a;;),,, et B = (bi;), ,

Exemple 1.1.2 A =

Le produit de Aet B est une matrice de type (m, s)
Ax B = (Ci1j>ms tel que Ci,j = Za@k bk,j-
’ k=1

Exemple 1.1.3 A = , B =

— W N
~N O =~
> Ot
o e
> DN Ot



1.1 Les matrices (Définitions et opérations) iii

2X4+1x14+4x0 2x54+1x24+4x%x4
AxB=| 3x4+0x1+5x0 3x5+0x2+5x4
1x44+7x146x0 1x5+7x2+6x4

9 28

=| 12 35

11 43

Remarque 1.1.1 Nombre des lignes de la premiére matrice est égale nombre des colonnes

de la deuxiéme matrice, est une condition nécessaire pour calculer le produait.

1.1.3 Déterminant d’une matrice

1)Si A = ( Z ccl ) le déterminant de A est un nombre réel

+ —
noté det (A) ou @l =ad—be
b d
a ap asg
2[TA=| b b by le déterminant de A est un nombre réel
cC C1 Cy
+ - +
a ayp a9
S R P BT b B D
c ¢ Co 1 2 2 1
21 4
Exemple 1.1.4 A= 3 0 5
1 76
2 1 4
det(A) =3 0 5 —2‘2 2’ 1‘?’ 2‘+4‘§’ ‘;‘
1 76
—2x(—=35)—1x13+4x21=1
A1 Qeeneeenns A1, 5—1+- QL gL eenennnns a1n
3)81 A= (OJZ'J) 1§i‘§n 7Mi,j = Qj—1,1nees Qj—1,5—1e Qi1 - Lereneennes Qi—1.n
Isjsn [0 7 T PO @it 1, 5—1 e QG T - Leveneennes Ai—1.n
Ay Qevevenens Qpj—1---Qp jgleeeenennn. Ay m
On a
det A= (1) a;;det (M;;) = > (1) a;; det (M)



1.2 Matrice associée a une application linéaire

1.2 Matrice associée a une application linéaire
1.2.1 Les applications linéaires

On dit que 'application f : R™ — R™ est une application linéaire si :

V(X,Y)e (R")? V(a,3) €R ona:

faX +5Y) =af (X)+5f(Y)

On pourra écrire toute application linéaire f : R — R™ comme suit :

a1171 T + A1.nTn
I
T2

A 1T+ s Qi T jeennnnnnn A Ty,
Tn

A 1TT T e, + ATy

1.2.2 La matrice associée

La matrice associée a ’application f est

Q1 Teeeeenniiniiniininn, Q1n
A=
Qi enenenanne i jovnnnnnnnnnnns Q;n
QgL eeeennenneineenninienne. Am.n
On remarque que
(£ RE TR TP PP PP P TP PP PP ain
T a1
T2 T3
Qi Qeeeeeennnn Qj jovennnnnnnnnn. Qi n
Tn In
gy T evevveenenecnennranenenns Amn

Exemple 1.2.1 f:R3 - R?
T 20 4+ 3y + 2

fluy = T —y+4z
z Tr—y+z



1.3 Application linéaire associée a une matrice

La matrice associée a l’application f est

2 3 1
A=|1 -1 4
7 -1 1
Exemple 1.2.2 f:R3 — R3
T 20 + 3y + 2
flyv ] = r—y+4z
z Tr—z
La matrice associée a l'application f est
2 3 1
A= 1 -1 4
7T 0 -1

Q1 1eeeeeneieniinnian.. a1.pn
Soit A = une matrice donnée
G leennenncen Qjjoeeneeieinnns in
Qo Leeeenneennenenneeinnninn. Qm,n

L’application linéaire associée a la matrice A

définie par

1 (U] Jevneneennnenennaaeennnns A1n
X2
f - Qj eveeennnnn Qj joeenennnnnnnns Qi n
Tn
Qpy L evverennnneeenneeennnanns Qm,n
2 3 1
A=11 -1 4
7T 0 -1
L’application linéaire associée & la matrice A
x 2 3 1 x 20+ 3y + 2
fluy =1 -1 4 y | =1 z—y+4z

z 7 0 -1 z Tr — 2

T
X2

T



1.4 Changement de base, matrice de passage vi

1.4 Changement de base, matrice de passage
1.4.1 Les espaces vectoriels

Définition 1.4.1 On dit que l’ensemble E, non vide, est un espace vectoriel sur K(K =R
ou K=C)ou K-espace vectoriel si E est muni des deux lois de composition :
eloi de composition interne "addition" : vérifiant :

V(z,y,2) EE3ona(z+y)+z=x+ (y+2)

V(ir,y) EE* onax+y=y+=x

d0g € E tel queVr € E, x + 0p = = (avec O élément neutre)

Vee E,3—x € ENx + (—z) = 0g( —x élément symétrique)

loi de composition externe "multiplication par un scalaire” : vérifiant :

IN (z,y) € E*V(a,B) € E? on a

a(z+y) =ar+ay

(a+p)x =ax+ px

a(fz) = (af)x

2)3g € E tel queVr € E: lpr =x

Les éléments de E sont appelés "vecteurs", les éléments de K sont appelés "scalaires".

Exemple 1.4.1 R? est un espace vectoriel
(2, y) + (21,91, 21) = (T + 21,y + 41,2 + 21)
Ogrs = (0,0,0) et a(z,y,2) = (ax, oy, az)

Exemple 1.4.2 M5 (R) est un espace vectoriel

1.4.2 Base d’un espace vectoriel

Une famille (z1, 29, ......... , ) de E est dite libre ou les vecteurs ( 1, zg, ......... , ) sont dits



1.4 Changement de base, matrice de passage vii

Une famille (x1, 29, ......... , ) de E est génératrice de E si pour tout vecteur x € Fon peut
trouver éléments (o, g, ......... , ap )deK tels que :

T = 01T1 + AT, cuu.... + anzy,
Définition 1.4.2 On appelle base d’un espace vectoriel , toute famille (z1,xa,......... , Tp,)

libre et génératrice de E.

Exemple 1.4.3 By = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} est un base de R3

By est libre car «(1,0,0) + £(0,1,0) + A(0,0,1) = (0,0,0) = (o, 5,\) = (0,0,0) = a =
B=A=0

By est génératrice de R? carV (z,y,z) € R3, (z,y,2) = 2 (1,0,0) + y (0,1,0) + 2 (0,0,1)

1.4.3 matrice de passage

Etant donnés un espace vectoriel et deux bases By = (vy, ..., v,) et By = (wy, ..., wy,).

On écrit la décomposition des vecteurs de By sur la base By

n
wj = E DijUi
i=1

La matrice de passage P de Bya Bjest la matrice carrée (n,n)

P = (pij) nn
Exemple 1.4.4 By = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} et B, = {(1,4,2), (4,1,0), (6,0,0)}

deux bases de (R)®.

(1,4,2) = (1,0,0) +4(0,1,0) +2(0,0,1)
(4,1,0) = 4(1,0,0) +1(0,1,0) + 0(0,0,1) ,
(6,0,0)=6(1,0,0)+0(0,1,0)+0(0,0,1)

La matrice de passage P de By a Bjest la matrice carrée (3, 3)
1 46

P=1410
200



1.5 Les matrices particuliéres viii

1.5 Les matrices particuliéres
1.5.1 Matrice nulle (m x n)

Est la matrice dont tous les coefficients sont nuls.

000
Exemple 1.5.1 A=| 0 0 0
000

1.5.2 Matrice identité(n x n)

Est la matrice dont tous les coefficients a; ; = 1 pour ¢ = j et a;; = 0 pour @ # j.
notée I,.

On a pour toute A € M, , (R),Al, =1, A=A

100
Exemple 1.5.2 3= 0 1 0
0 01

1.5.3 Matrice triangulaire supérieure (n x n)

Est la matrice dont tous les coefficients a; ; = 0 pour j > 7.
-1

2 0
Exemple 1.5.3 A=| 0 4 9
00 6

1.5.4 Matrice triangulaire inférieure (n x n)

Est la matrice dont tous les coefficients a; ; = 0 pour ¢ > j.

1 0 0
Exemple 1.5.4 A= 5 -9 0
4 2 1

1.5.5 Matrice diagonale(n x n)

Est la matrice dont tous les coefficients a;; = 0 pour 7 # j sauf les coefficients a; ; tel que

i= 3.

Exemple 1.5.5 A=

S O
O = O
o O



1.5 Les matrices particuliéres ix

1.5.6 Transposée d’une matrice(n x n)

Transposée de la matrice A = (a;;),  notée A’ et

n,

At = (i), telque a;;=a;; Ni=1,..,nVj=1 .,n.
7 5 —1 7 —6 8
Exemple 1.5.6 A= -6 3 2 alors At = 5 3 0
8 0 1 -1 2 1

1.5.7 Matrice symétrique

On dit que la matrice A est symétrique si A = A’

Exemple 1.5.7 A= est une matrice symétrique.(At = A)

T
N W
SN Ot

1.5.8 Comatrice d’une matrice(n x n)

Comatrice de la matrice A = (a;;),, . notée com (A) et

n,

(LA T Q1,51+ Q1 j41eenennnns a1 .pn
COIH(A) = <<—1)Z+j det (Mz,]>> tel que Mz,j = Qj—11eeee Qj—1, 51 Qe L eeernnnnns Qi—1,n
wn (0755 I TN Qg 1,51 Qi 1 - Leenennnns Ai—1.n
gy Povenennnns Qpj—1-Qp jgleeeeenennn. QApon
+ - +
L 21 —4 —24 8
Exemple 1.5.8 A= | 1 ( 2 alors com (A)=| —-10 6 =2
+ - + 4 2 =8
0 2 6

1.5.9 Inverse d’une matrice (n X n)

L’inverse de la matrice A notée A~ et

et on aussi




1.5 Les matrices particuliéres

+ =
21 —4 24
Exemple 1.5.9 A= | 4 ( 2 alors com (A)=| —10 6
+ - + 4 2
0 2 6
-4 —-10 4
(com(A)'=| —24 6 2 et det A= —4 —40 = —44
8 -2 =8
4 10 -4
1 1 ' s 2% %
donc A~ = T (com (A)) — é_% = g
44 a4 44

Remarque 1.5.1 Soit A une matrice

A est inversible si et seulement si det A # 0.

8
-2
-8



Chapitre 2

Systémes d’équations linéaires

2.1 Généralités

Définition 2.1.1 On appelle systéme d’équations linéaires de m équations en n INconnues

un systéme de la forme :

41,171 + ... + a1 nTp = bl
(2.1.1)
Am,171 + ... + AmnTn = bm

ol les coefficients a; ; et b; sont donnés, et ot les z; sont des inconnues dans R ou C.

2.1.1 Notation matricielle

Peut s’écrire sous la forme matricielle :

AX =B
ou
A by
11 Q1.n X2 by
A= X = .B =
Am,1 Qm,n
Tn b

Exemple 2.1.1
20 +y+5z=-10

r—3y—"T7z2=5
r—z=13
2 1 5 x —10
La matrice associée est A= | 1 -3 =7 et X =1y et b= 5)

1 0 -1 z 13



2.2 Etude de ’ensemble des solutions xii

2 1 ) T —10
Alors on a 1 -3 -7 y | = 5
1 0 -1 z 13

2.1.2 Rang d’un systéme d’équations linéaires

Soit A une matrice de type (m,n)

Déterminant d’ordre r extrait de A :

On appelle déterminant d’ordre r extrait de A le déterminant d’une matrice carrée formée
en supprimant dans A (m — r) lignes et (n — r) colonnes.

on appelle rang de la matrice A : 'ordre du déterminant non nul, d’ordre le plus élevé,

extrait de A.

113 5
Exemple 2.1.2 A= 1 2 5 9
2 3 8 14
les quatre déterminants d’ordre 3 sont nuls, par contre le déterminant d’ordre 2 extrait 1 é ‘

n’est par nul, A est de rang 2.

On appelle rang de systéme le rang de la matrice A de ce systéme.

2.2 Etude de ’ensemble des solutions

Soit le systéme (2.1.1)) que nous supposons de rang r et écrit de telle fagon que le déterminant

A des coefficients des r premiéres inconnues et r premiéres équations soit non nul.

2.2.1 Déterminant caractéristique

Déterminant caractéristique de (2.1.1)
On appelle déterminant caractéristique de (2.1.1]) le déterminant de la forme

a171 a]_7r b].

Dk_ ----- 7]@_7"—}-]_77”—’—2, .......... ,m
a/T',l ..... a/T,T’ bT‘
a/k,l ..... a/k,r bk:

2.2.2 Etude de 'ensemble des solutions

a)Si r=m=mn le systéme ({2.1.1)) admet une seule solution.
b) Sir <m < n , le systéme (2.1.1)) indéterminé & (n — ) parameétres.



2.3 Les méthodes de résolutions d’un systéme linéaire xiii

c) Sir < m, et si'un au moins des déterminants caractéristiques de non nul,
n’a pas de solution.

d)Si 7 < m , et si les déterminants caractéristiques de sont nuls, réduit aux r
équations et se résout comme dans le cas (b).

rT+y+2w=-2
r+2y+3w=a

3 + 5y + 8z =2
Sr+ 9y + 14z =b

Exemple 2.2.1 ,a,b supposés donnés.

11 2 -2

. . |12 3 B a

la matrice de ce systéeme A= 3 5 3 B = 9
59 14 b

Les quatre déterminants d’ordre 8 sont nuls, par contre le déterminant d’ordre 2 extrait

n’est par nul, A est de rang 2.

‘12

les déterminants caractéristiques :
1 1 =2 11 -2

Di=|1 2 a |=-2a+4,D,=|1 2 a |=—-4a+b+2
3 5 2 59 b

-

1) Si Dy #0 ou Dy #0 alors (S) n'a pas de solution.

2)8i Dy =Dy =0 dons ce cas S indéterminé & un paramétre z

r=-32—26
{ Y=zt ,2 € R.

2.3 Les méthodes de résolutions d’un systéme linéaire
2.3.1 Reésolution par la méthode de Cramer

Soit (S) un systeéme carré c’est a dire sa matrice A est carrée, avec l'interprétation matricielle :
AX = B. Sila matrice A est inversible on peut résoudre ce systéme par méthode de Cramer.
Nous noterons A; la matrice A des coefficients dans laquelle on a remplacé la i éme colonne
par la matrice B.

La résolution du systéme, par la méthode de Cramer, donne

i = A =1, , 1.
YT det(A) " n
Exemple 2.3.1 Avec la méthode de Cramer, résoudre S -y =4
ple 2.3. , Tt



2.3 Les méthodes de résolutions d’un systéme linéaire

(Ca nous donnera

4 -1
Cdetd; | -2 2 6
~ det A _‘ 3 -1 -

et o

-5 2
(x,y) = (6,14) est une solution unique de ce systéme.

br+ Ty — 32 =16
Exemple 2.3.2 Résoudre < 3x —2y+4z = -7
rT+y—2=26

avec la méthode de Cramer.

Identifions d’abord la matrice des coefficients :
5 7 =3

A= 3 -2 4

1 1 -1

et la matrice des constantes :

16

B = -7
6
Nous obtenons :

16 7 -3 5 16 —3 5 7 16
Ar=| -7 =2 4 | Ay=[3 -7 4 |, A, 3 -2 -7
6 1 -1 1 6 -1 1 1 6

Et

16

-2 4| | -7 4
det(A)) 1 -1/ 6 -1

s
T det(4) -2 4 '3 1

X
1 —1 |1 o T
16 % (—2) = 7x (—17) =3 x5 .,
v = _12_3
5x (=2)—T7Tx(=7)—3x(5) *
|-7 4 3 4
Cdet(Ay) | 6 -1 1 -1

Y= det(A) 2

5x (=17) =16 x (=7) =3 x 25 ¢

~16 +(—3)

—_
(=}




2.3 Les méthodes de résolutions d’un systéme linéaire b'a%

5 —2 -7 7 3 —7 +(16) —2
det(As) 1 6 1 6 11
z = ==
det(A) 24
5X (=5)—T7Tx(25)+16x5 |5

donc (3,—2,—5) est une solution unique de ce systéme.

2.3.2 Reésolution par la méthode de la matrice inverse

Soit (S) un systéme carré, avec I'interprétation matricielle : AX = B.
Si la matrice A est inversible on peut résoudre ce systéme par la méthode de la matrice

Iverse comme suit :

On a
AX =B+« X =A"'B

or + Ty — 32 =16
Exemple 2.3.3 Résoudre  3x —2y+ 4z = —7

rT+y—2=206
5 7 -3 16
A=\ 3 -2 4 JeteB=| —7
1 1 -1 6

det A =24 alors A est inversible.

Calculons A1 :

+det(_12 _41) —det(i’ _41> —l—det(? _12)
com(A) = —det I :i) ) + det ? :i’ ) —det ( ? I
7 3 5 —3 5 7
a1 ) a3 ) an(3 )
-2 7 ) -2 4 22
com(A)=| 4 -2 2 — (com(A)' = 7 -2 —29
22 =29 =31 5o 2 =31
1 1 -2 4 22
— (com(A)' =—| 7 -2 —29
det A 24 5 9 _3]
1 2 4 22 16 1 —2x16+4x (=7)+22x6
done X =A~'B=_ | 7 -2 -2 =7 | =g | TX16+(=2) x (=7) +(~29) x 6

5 2 -31 6 5x16+2x (=7) 4 (—31) x 6
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| 72 3
=5 | 8 |=]{ 2
~120 -5

alors (3,—2,—5) est une solution unique de ce systéme.

2.3.3 Reésolution par la méthode de Gauss

Les opérations élémentaires

Définition 2.3.1 Soit (S) un systéme linéaire de n équations, p inconnues et a coeffcients

dans R.

Notons F1, E2, ..., En les équations de (S).

On appelle opération élémentaire sur les lignes de (S) I'une des opérations suivantes :

— Multiplier une équation E7 par un scalaire non nul a.

Cette opération est notée : Ei — aFi.

— Ajouter & I'une des équations E7 un multiple d’une autre équation Ej .

Cette opération est notée : Ei — Fi+BE].

— Echanger deux équation Ei et Ej : Cette opération est notée : Ei «— Ej.

Proposition 2.3.1 Une opération élémentaire sur les lignes de (S) transforme le systéme

(S) en un systéme (S ) équivalent, c’est-a-dire ayant exactement les mémes solutions que (S).

Meéthode de Gauss

. , . 71, . N N !
Par une suite d’opérations élémentaires, on transforme le systéme (S) en un systéme (S')

équivalent et dont la matrice est triangulaire supérieure.

Exemple 2.3.4
r+2y+3z2+4t =11
20 + 3y + 4z +t =12
v +4y+ 2+ 2t =13
de+y+22+3t=14

Résoudre le systéme (S) :
r+2y+3z+4t =11

20 + 3y +4z+t=12 E2 — F2—2F1
—2y—82—102=-20 E3— E3—3El
Az +y+2z+3t=14 B4 — E4—4E1
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r+2y+3z+4t=11
—y—2z—-Tt=-10
—2y —8z—-10t = -20 FE3 — E3—2E2
—7y—102 =13t =-30 FE4 — E4—-TE2

r+2y+3z+4t =11
—y—2z—Tt=-10
—4z+4t=0

4z 4 36t = 40 E4— FA4+ E3

r4+2y+3z+4t =11
—y —2z—Tt=-10

—4z+4t =0

40t = 40
t=1
z=t=1

y=—-2z—Tt+10=1
=11 -2y +32+4t =2

Le systéme (S) posséde donc 'unique solution (2, 1, 1, 1).

Exemple 2.3.5
r+3y+5z—2t—Tu=3
3r+y+z—2t—u=1
20—y =32+ Tt +5u =2
3 —2y —5z+4+Tt+8u=2

r+3y+5z—2t—Tu=3

, Jr+y+z—2t—u=1 E2 — E2 - 3F1
Résoudre (S) 20—y — 3z 4 Tt +5u =2 E3 — E3—2F
30— 2y — bz +Tt+ 8u =2 E4 — E4— 3F1

/

r+3y+5z—2t—Tu=3
—8y — 14z 4+ 4t 4 20u = —8
—Ty — 132+ 11t + 19u = —3 E4 — 8E3 —TE2
—11y — 20z + 13t 4+ 29u = —18 E4 — 8F4 —11E2
r+3y+5z2—2t—Tu=3
—8y — 14z 4+ 4t 4 20u = —8
—62 + 60t + 12u = 24
—62 460t +12u=32 FE4— FE4— E3
rT+3y+52—-2t—Tu=3
—8y — 14z + 4t + 20u = —8
—62 + 60t + 12u = 24
\ 0=28
alors (S) n'a pas de solution.

N\ 7~

N\ 7~




Chapitre 3

Les intégrales

3.1 Intégrale indéfinie

Définition 3.1.1 Soit f une fonction continue sur I.
On dit que F': I — R est une primitive de f sur I ssi la dérivée de F' donne f (FI'= f). On

prend alors ’habitude de noter toute primitive de f sous forme

F(x):/f(x)dx

et s’appelle aussi intégrale indéfinie de f.

Remarque 3.1.1 La primitive d’une fonction s’il existe n’a pas unique.

Exemple 3.1.1 1. Soit f : R — R définie par f(x) = x. Alors F : R — R définie par
F(z) = % est une primitive de f .

La fonction définie par F(z) = %2 + 2 est aussi une primitive de f .

3.1.1 Primitives des fonctions usuelles

la fonction f la primitive de f définie par (k € R) Iintervalle I
f(x)=c F(x)=cx+k R
f(x)=z*aeR,/{-1} F(z) = %ﬂxo‘“ +k R
flx)=1 F(x)=Inlz|+k |—00,0[0u]0, +o0]
f(x)=c¢€" F(z)=¢€¢"+k R
f(z) =sinz F(z)=—cosz+k R

f(x) =cosx F(z)=sinz+k R
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Proposition 3.1.1 Soient f et g deux fonctions continues et X € R on a :

/f($)+9(5€)d$=/f(a:)+/g(a:)dx,/)\f(x)dx:)\/f(:n)dx.

3.1.2 Intégration par parties — Changement de variable

Intégration par parties

Théoréme 3.1.1 Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

On a

Preuve. On (u(x)v(x))/ = (2)v(x) + u(2)v' (z)

I

alors / (u(z)v(z)) do = / o (z)v(x)dx + / w(z)' (z)dx

donc

I

w (@) (z) = / o (2)o(x)dz + / (@) (2)dz

c’est & dire

Exemple 3.1.2 calculons /x26$dx

On a
/x2ezdx = p%e” — /erxd:v = /mzexdx = z2e® — 2 /xexd:v
/xe‘”dw = xe* — /e”dx = xe® — eYdx

alors /xzexdx = 2% — 2 /xexdx =22 —2 2 + 2" +c,c€R
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Changement de variable

Théoréme 3.1.2 Soient u wune fonction dérivable et f une fonction continue et F (z) =

[ tia)is
On a /u’f(u)dx:/f(u)du:F(u)

Exemple 3.1.3 Calculons la primitive K(z) = [tanz dz = [ Sl
cos T
1,
on choisit u(z) =cosz, f(x) = —u (z) = —sinz, F (z) = In |z| +c

sin

J

x
Cosjvdx:—/u/f(u)dx:/f(u)du:F(u):—In]cosx]—l—c,cE]R.

K (z) = / ST e = —In|cosz|+ ¢, c € R.
CoS T

3.2 L’intégrale des polyndmes

Définition 3.2.1 Un polynéme a coefficients dans K (K =R ou K=C)est une expression
de la forme

P(m) = (lnfEn + CLn_lfL'nil T + a2x2 + a1z + ag,

avecn € N et ag,aq,...,a, € K.
L’ensemble des polynémes est noté K[X].
— Les ai sont appelés les coefficients du polynome.

— On appelle le degré de P le plus grand entier i tel que ai # 0 ; on le note degP

et on a /P(x)dx = / (AnZ™ + Qp 1™+ + asx?® + a1 + ag) dz,
_ an ,.n+1 an—1 ..n az .3 ai .2
= a4 et + 22’ + Ga* +apr + k

Exemple 3.2.1 /(x2—|—2x+5)dx:§+x2+5x+k,k€R
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3.3 Intégration des fonctions rationnelles

Définition 3.3.1 Soit f une fonction
On dit que la fonction f est une fonction rationnelle si

f(z) = ggg, ot P(z) ,Q(x) sont des polynomes a coefficients réels.

3.3.1 Intégration des éléments simples

P(x)
Q(z)

d’une des formes suivantes :

La fraction s’écrit comme somme d’un polynome F(z) € R[z] et d’éléments simples

(x — x)" (22 + ax + b)"™

ou a,fB,\v,a,b€ R n,meN*

avec a® — 4b(0

1) Calculons / Lndx

(x — x0)

Si n=1 ona /%dajzfylnlaj—x(}]—{—k
(x — o)

r — Tg
ar + 3
(2 + ax +b)

Sinz2 ona /ﬁdm:/ﬁ/(l’_txo)_ndm:’ynil (x—20) " +k

2) Calculons /

—dz avec a® — 4b(0
! dr,n € N*
IS z,n
1
L = / mdw = arctng (v) + k

2)I,1 = %m + %In, pour n > 1.

Proposition 3.3.1 Soit I, _/

1

Preuve. In = / mdl’
u(z)=1=u(r)=x

1 ! 2 —-n—1 —2nx

1 T 9p
e e v v e

1 x 2$2
b= / GRSV L / "y
I, = ;d:c - +n | 2222,
) @)t (@) (24"

1 T 5 1
I, = / —(x2 n 1)ndx = —(:c2 1) + n/ —(m2+1)ndx — n/ —($2 n 1)n+1dx
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x
In = m + QTLI — 2n[n+1
L = an( 7 T 2” 1[ pour n > 1. H
Calculons / oz + 5 —dx
(22 + ax + b)
1)Si «#0 on a
25 28
ax + 3 « 2z + 2v+a—a+
=dr = — dr = — >dx
(22 + ax + b) 2 (x2+ax+b) 2) (2+ax+0)"
a/ 2r+a dr + a/ —a+Z @y
= — T — T
2) (22+ax+0b)" 2) (22+ax+0b)"
o} 2r +a o 2 1
=_ de+ = (—a+ % d
2 / (22 + ax + b)" Ty (—a+ “)/(ﬁ—i—ax—l—b)m v
2 /
A) / 2 +$a;_j_ b)mdx, On choisit u (z) = 2> +ar+b=u (v) =2r+a
, —m-+1 .
[t e = [ e - ot (u(@) "7 s m> 2
(22 4+ ax + b) (u()) In(u(x))si m=1
1
B d
)/($2+a$+b)m v
2 a\?2 a? a 1.2 a?
*+ar+b= (x—i) + (b_Z) t=x—5,k*= <b_Z)
1 1 1
/ (22 + ax + b) (12 + k?) k2 ((%)2 I 1)
on choisit s = 1 = ds = ¢dt = dt = kds
1 1 . 1 . .
/ P Far+ b)mdx = / mdt = o= / st (voir la proposition )
: ar + 3 5 :
2)Si a=0 al dx = d B
St a aors/(m2+aa:+b)m g /(x2+a:c+b)m z (voir (B))
3x+6
Exemple 3.3.1 Calculons / dex
(2 +z+1)
3 6 2 4 2 1+3
ona/%dng/%dng/%dx
(22 4+ 2+ 1) (2 4+ 2+ 1) (22 4+ 2+ 1)
2 1 1
Ty e Y g
(22 +z+1)° (22424 1)
2r 41 ,
)/ v dz, par changement de variable u(x) = 2>+ + 1 et u () = 2z +1)
(22 +2+1)
on obtzent

o + 1 ' -1
/ - 2dx:/ ; (x)Qd’”: Gen = 72
(2 4+ +1) (u(x)) e 2 +r+1

b)/ mdw

224+rx4+1= (x + %)2 + %,par changement de variable t = x + %OTL obtient



3.3 Intégration des fonctions rationnelles xxiii

1 1
/—dt = /136 5 5dt par changement de variable s = éon obtient

]‘ _ 1 3 1 _ 2n—1
[t =08 [ gt (o = die + 2570)

finalement

N V3| R T+ 3

——dr=—————+— | — X — = —arctn,

22+ + 1) 92 tz+1 2|9 2 2 N2 2TIN T
<a:+2> 1 2

/3x+6d3—1 9116 /3
(

3.3.2 Décomposition en éléments simples

Soit f (z) = Eg une fonction rationnelle

par la division euclidien on obtient P(z) = Q(z)q () + R (x) telque deg R < deg Q.
donc f(z) =q(z) + ggg tel que deg R < deg ().

Qx) = (@ =a0)" (z = 21)" o (& — )™ (2% + a0z 4+ b0)" oo (22 + anx + by)"
on peut écrire

R(.’l‘) — ap,1 0,2 aO,kO +

Q(Q’J) - (x_xo) (IE—CEO)Z -------- (w—xo)ko .........

(#2+agz+bo)0

Exemple 3.3.2 f(z) = 2ol gy (93590—7

z2—5x+6 2)(z—3)
5 nr Sx—"7
on peut écrire gy sur la forme
5x—17 _ L+ c _ b@—3)tc(xz—2) _ (b+c)z—3b—2c
(z—2)(z—3) = =x—2 z—3 ~  (z—=2)(z=3) ~  (z—2)(z—3)

par la comparaison

b+c=5 B -
{ 3p-2e=-7 0T HhC=E
2

alors f(x):m—l—kw_—z;—i——

Exemple 3.3.3 f(x) = =it

on peut écrire [ sur la forme
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donc
£ (@) ar? (®+z+ 1) +bx(*+z+1)+c(z*+z+1)+ (ax+ B) 23
€T) =
23 (2?2 +2+1)
/(@) axr* + ax® + a® 4+ bxd + bx? + bw + ca® + cx + ¢+ ozt + B3
€T) =

w3 (2?2 +2+1)
(a+a)z*+(a+B8+b)a® +(a+b+c)a®+(b+c)x+c

_ 2441
o w3 (22 +x+1) T 23 (a?4a41)
a+a=1 a=1
a+pB+b=0 g=1
a+b+c=0 — a=0
b+c=0 b=-1
c=1 c=1

alors f (x) =2+ 5 + 5 + $29f:;1+1
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3.4 Intégration des fonctions exponentielles et trigono-
métriques

3.4.1 Intégration des fonctions exponentielles

pour calculer les primitives de la forme / f(e")dx

on peut choisir le changement de variable ¢ = e*, dt = e®dx

donc/f(el’)dx:/%f(t)dt

Exemple 3.4.1 /efi5dx:/%h%5dtzln|t+5\+c:ln]e$+5]+c

pour calculer les primitives de la forme I,, = / z"e dx
on utilise I'intégrale par parties comme suit :

u(z) =2" = u(x) =nz" !
v(z)=e" = () ="

on obtient

n _x
I, = 2" —nl, 4

3.4.2 Intégration des fonctions trigonométriques

pour calculer les primitives de la forme / sin" xcos™x dx

on peut choisir le changement de variable t = sinz cosx = /1 — t2, dt = cos xzdx
m—1

donc /sin"xcosm:v dr = /t” (1—t2)2z dt

3

Exemple 3.4.2 /sin2x6033x dr = /t2 (1—t¥)dt =% — % +c

pour calculer les primitives de la forme / f(sinz,cosx,tanz) dx

on peut choisir le changement de variable ¢ = tan ,

12 2t _ 2t _ 2
T 1+t2,tanx——1_t2,dx— 1+t2dt

: _ 1-t2 2t 2t 2
donc /f(cosa:,smx,tanx) dr = /f (HtQ, T 142) o dt

ona cosxr = sinx =

tanx _ 4t _ 4t
Exemple 3.4.3 /mdi/mdt/mdt



3.5 Intégration définie Xxvi

3.5 Intégration définie

3.5.1 Interprétation géométrique

b
L’intégrale définie de f entre a et b, notée / f(z)dx

3.5.2 L’intégrale de Riemann

Définition 3.5.1 On appelle subdivision (d’ordre n)de l'intervalle I = [a, b] I'ensemble{z, .............

tel que a=1x9 <11 << Tp_1 <z, =0
La somme de Riemann

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a, b].

et {To, oeveernnnn , T, fune subdivision de [a, ]

Zf (x;) 6x;,tel que 0x; = 2441 — i, =0,1,...,n
i=1
s’appelle la somme de riemann.

On a

n

/f(x)dx = lim Zf (x;) O0x;

n—-+o0o
=1

Exemple 3.5.1 Lorsque x; = a+ ih,i =0,1,...,n avec h = b_T“on obtient une subdivision

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a, b].

n

b
On a /f(a:)dx = hI}_l Zf (x;) 6x,tel que x; = a + idz,i = 0,1,...,n avec dx = b’Ta
’ i=1

Définition 3.5.2 Soit f une fonction continue sur I = [a,b]. L’intégrale définie de f entre a

et b est le nombre réel défini par :
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ou F est une primitive de f sur I.

2
Exemple 3.5.2 /x2 In xdx

1

2 _ z? I N I IR _ =8
/x lnxdx—3lnx /3xd:p—3lnx 5 ¢

2

/m2lnxdx = [ ’

1

w|®
=3
8
|

x _ 8 8 1 _
g+c]§_§1n2—§+c—(—§+c)_

Proposition 3.5.1 Soientf et g deuz fonctions continues et AeERona:

b

/f r)+g(z dx—/f / dx/)\f )dx = /f

a

/f dx—/f /fxda:,telqueagcgb

3)Sia<bonaf(x)>0,VreEa,b :>/f(x)da:

b b
4)Sia < bon a /f(:v)dx §/|f(x)\da:

Preuve. soit F la primitive de la fonction f



Chapitre 4

Les équations différentielles

4.1 Les équations différentielles ordinaires

Définition 4.1.1 Une équation différentielle linéaire est une équation de la forme

I’équation homogéne associée est
ao () yn + a1 (2) Yy, 4 v +a, (x) y,(l") =0 (E.H)

Proposition 4.1.1 Si y et y» deux solutions de (E.H)
Alors w1+ y2 et ay; sout aussi deux solutions de (E.H)

Exemple 4.1.1 y, (x) =2 et yy () =5 deus solutions de équation y” +y" =0

alors ys (x) =z + 5,ys (x) = 10z sont aussi des solutions

Proposition 4.1.2 Si S, est l’ensemble des solutions de (E.H) et y, une solution particu-
liere de (x)
alors ’ensemble des solutions de (x) est donné par

S={y, + yn tel que yn € Sp}

Preuve

On a y, est une solution particuliére de () et y; est une solution de (E.H)
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alors
ao (%) Yp + a1 (2) Yy + v +a, (2) " = f(2)
et
ao (2) Y, + ay () Ypy + oovren +ay, () y™ =0
donc
() (Yp + yn) + ay (2) (yp + yh> Foe, + ay, (2) <y7()”) + y}(L”)) = f(2)
a0 () (Yp + yn) + a1 () WYp + Y1) + coorere. +an () (yp + 1) ™ = f(2)

finalement vy, + y, est une solution de (x)

4.2 L’équations diffférentielles d’ordre 1
4.2.1 Equations différentiélles de variables séparées :

Une équation différentielle de ler ordre est dite a variables séparées si elle peut

s’écrire sous la forme

f)y =g(x)
donc / fly)yde = /g(x)dm = F(y)=G(z)+c

(ou F est une primitive de f et G est uneprimitive de g)

donc

y=F"(G()+c)
Exemple 4.2.1 Résoudre sur I =]1, 00| l’équation différentielle
zy'Inz = (3lnz + 1)y

. On peut séparer les variables (x et y) en divisant par yzlnz,
y’ (3 Inz+1)
rlnx

donc /—d:v/ 31nx+1)d$
zlnx
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alors ln\y]:/(%—i-ﬁ) dx
Injy| =3Inz+In(lnz) + ¢

y = k€3lnx+ln(lnx),v]€ cR

Exemple 4.2.2 Résoudre y = 2>+ 1
onay =az>+1 alors/y'dx: [(2*+1)dx

23
y:§+x+c,Vc€R

4.2.2 Equations différentiélles linéaires d’ordre 1

a(z)y +b(x)y = f(x) ou bien : y' +b(z)y = f()

Résolution d’une équation différentié¢lle linéaire homogéne

Yy +bx)y=0
y/
LA—-
) (z)

In|y| = —/b(m)dm
In|y| = B(z)+¢ on B(z) = /b(w)dw

ly| = e~ P+

— [ b(x)dx
les solutions de 3 + b(z)y = 0 sont sous la forme y = ke /

Résolution d’une équation différentielle linéaire

y +b(z)y = f(x)

Si y, est une solution particuliere de y' + b(z)y = f(x)
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alors

—/b(m)dw
Yy =y, + ke ,Vee R
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Exemple 4.2.3 zy + 2y = sur R — {0}

2+

/+2 _

L AN |

L’quation homogéne vy + %y =0=y= %, ke R.
2

La solution particuliére de xy + 2y =

(@) 2 +1
kfl' ’ ’
=" sy = 2k @)~ 2k (@)
2 2
L s T k(m)_ x
donc I(I—zk} ([E) — m—ng—H) +2 3;'2 = $2 I 1
Ly i K v
= — e —
ok (@) 241 (z) x2+1 (w2 )
/ z(zc+1)—= T
L _ N
=k (7) 2ZB2+1 2 +1
= k(z)=% —In(2?+1)
k(z) | In(z*+1)
Yp = 22 -2 22

finalement la solution générale est

1 In(22+1) &k

e

keR

4.3 Equations différentiélles linéaires d’ordre 2 (EDL
d’ordre2)

Définition 4.3.1 Une EDL du 2'¢ ordre a coeff. constants est une équation différentielle de

la forme

ay’ +by +cy= f(x) (E)

oua,b,c € R(a # 0), et f € C°I) (I ouwvert de R). L’équation homogéne (ou sans second

membre) associée est

ay +by +cy=0

Proposition 4.3.1 Si y, est une solution générale de (FH)
et yyest une solution particuliére de (E)

Alors y, +yn est une solution générale de (E)
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Résolution de I’équation homogéne associée (E.H.)

ay +by +cy=0 (E.H)

On cherche la solution sous la forme y = €™, r € R. On a donc y = ry et y" = r2y, donc (E
H) devient
y(ar® +br +c) = 0.

Définition 4.3.2 L’équation
ar’* +br+c=0 (E.C)

se nomme équation caractéristique de (E.H.).
Proposition 4.3.2 Suivant le signe de /N = b2 — 4ac, on a les résultats suivants :

1)A > 0: (EC) admet 2 racines réelles distinctes ry # ra, et

y(x) = c1e™* + coe™”

est une solution générale de (EH)

2)A =0: (EC) admet 1 racine double r € R,

y(@) = (cz +cz) e’

3) A < 0: (EC) admet 2 racines complexes conjuguées r; = o+ if5 et ro = a — if(«, 5 €

R, 5 # 0), ct

y(z) = (¢ cos fx + ¢y sin fx) e

Exemple 4.3.1 v — 4y + 3y = 0,0 équation caractéristique est r> —4r +3 =0
admet 2 racines réelles distinctes ri = 1,19 = 3

I’ensemble des solutions de (E ) sont :y(z) = c1e® + coe™®
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Exemple 4.3.2 y” + 2y/ +y = 0,0 équation caractéristique est r> +2r +1 =10
A =0,r = —1racine double

l’ensemble des solutions de (E ) sont :
y(x) = (1o + o) €°

Exemple 4.3.3 y" + 2y + 4y = 0,0 équation caractéristique est r> +2r +4 =0
A =—-12 doncr =—1+ \/gi,rg =—-1-—+/3i
d’ou I’ensemble des solutions de (E ) sont : y(z) = (1 cos v3z + cosin v/3z) e®
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4.3.1 Reésolution de I’équation non homogéne

ay’ +by +cy = f(x) (E)
Solution particuliére a (E)

1) Si f(z) = e*P(x) ou a € R et P un polynome.

On cherche la solution sous la forme y = e*@(x), ou @ est un polynéme. dont on peut préciser
le degré :

—si a n’est pas racine de (EC), alors deg@ = degP;

— 81 « est 'une des deux racines de (EC), alors deg@ = degP + 1;

—si «v est racine double de (EC), alors degQ = degP + 2.

Exemple 4.3.4
y' =4y +dy = (aF + 1)e” (1)

l’équation homogéne est

y”—4y/—|—4y:0

I’équation caractéristique : 7> —4r +4 = 0;0n a A\ = 0;
r = 2 racine double

yn = (c1z + c2)e*;cr5c0 €R

i) y, = ¢ comme 1 n'est pas une solution de l'équation caractéristique, alors

yp = q(x)e” tel que deg ¢ = 2; y, = (ax? + Bz + \)e”

Yy, = (20w + B)e” + (ax? + Bz + N)e® = (az? + (B+2a) x4+ S+ \) €

y; = (20)e” + (2az + B)e* + (2azx + f)e” + (ax?® + Bz + N)e”

y;,/ = (az? + (B+4a)z + (28 + X+ 2a))e”

En remplacant dans (E), on obtient :

(ax?+ (B + 4a) 2+ (26 + A + 2a))e” —4 ((ax® + (B + 2a) x + B+ \) €*) +4(ar?+ Br+N)e” =
(22 + 1)e”

(z? + (B —da)z + (=28 + N+ 2a))e” = (2% + 1)e”
a=1 a=1
— b—4a =0 =< [f=4
284 At2a=1 A=7
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yp = (2 + 4z + 7)€"

finalement [’ensemble des solutions de (1 ) sont :
y= (22 +4v +7)e" +yp = (12 + c2)e*;c15c0 €R

4.3.2 Solution vérifiant une condition initiale

pour les I’équations diff 1 eme ordre

La donnée d’une condition initiale pour I’équation y + a(z)y = b(z) sur I'intervalle ouvert /
est

la donnée d’un point zy de I et d’un réel 5. Une solution satisfaisant a cette condition initiale
est une solution y telle que y(zo) = yo.

Théoréme Il existe une seule solution de I’équation y + a(x)y = b(x) sur I satisfaisant

‘a la condition initiale y(xo) = yo.

Démonstration : On a vu que la solution générale s’ ecrit

y = (B(z)e @ 4 Ke~ 4@

Y

La condition initiale permet de déterminer cette constante :

yo = (B(zo) + K)e‘A(IO), soit K = yoe(®0) — B(xo),

y =22 +1

Exemple 4.3.5 Résourdre
P { y(2) =1

ce qui montre 'existence et 'unicité de la solution vérifiant la condition initiale.

4.3.3 Solution vérifiant des conditions initiales

pour les I’équations diff 2 eme ordre

On consid‘ere une équation

ay +by +cy = f(x) (1)

ou f est définie et continue sur un intervalle ouvert I. Soit z¢ un point de I.
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Proposition 4.3.3 FEtant donnés deux réels yy et yz), il existe une et une seule solution y de

I’équation différentielle (1) telle y(zo) = o et ¥ (v0) = ¥,

y//_4y/+3y:0

Exemple 4.3.6 Résourdre
P { y(0) =0



Les fiches TD

Chapitre 5

5.1 Fiche TD 1

Exercice 1 : Considérons les matrices :

1
1 4 -2 0
a=(y5)m=(71)c- .

Calculer les matrices AB, BA,CD,2A+ B, A

2 4
1 |,.p=11
6 0

| N O =
= N Ot

4B.

Que remarquez vous(pour AB, BA).

Exercice 2 : Soient o € R et A,B les matrices suivantes
2 1 -1 L

A=|52 1 ,B:(7 (_f)
1 7 6

Calculer le déterminant de A, puis le déterminant de B.

Exercice 3 : Soit f une application linéaire définie par

f:R® = R3
x dSr+y+ 7z
fluy = —10y + 22
z Tr—12z+y

Donner la matrice associée a I’application f.

Exercice 3 : Soient o € R et A,B les matrices suivantes
2 1 V2 —2 10

A= 5 02 1 , B = 7
1 5 6

Donner ’application linéaire associée a la matrice A.

puis 'application linéaire associée a la matrice B.

Exercice 4 : Soient £ = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} et ' ={(1,0,2),(4,1,0),(0,5,1)}

deux bases de (R)®.
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Denner la matrice de passage Pgp.
Exercice 5 : On pose e; = (1;1;0);e2 = (0;1; 1)et e3 = (1;0;1).
1. Montrer que B = (ey; e9; 3) est une base de R3.

2. Ecrire la matrice de passage Pop de la base canonique C' de R3 & la base B.
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5.2 La correction :

Exercice 1 :

AB:(1 4)(—2 0):(1><(—2)+4><7 1><0+4><1):(26 4)
2 3 7 1 2x (=2)+3x7 2x0+3x1 17 3
BA_(—Q 0><1 4)_(—2><1+0><2 —2><4+0><3)_<—2 —8>
7 1 2 3 Tx1+1x2 Tx44+1x3 9 31
1 1 2 4 5 Ix44+1x1+2x0 1x5+1x2+2x4
ChD=| -3 0 1 1 2 =1 3x44+0x1+1x0 -3x54+0x2+1x14
1 76 0 4 IXx44+7x1+6x0 1x5+7x2+6x4
5 15
= —-12 —11
11 43
1 4 -2 0 2 8 -2 0
2AJFB_2<23Jr 7 1) " \a6) 71

~—
Il
AN
=)
-3
S~

1 4 -2 0 1 4 -8 0
A_4B_(2 3)_4(7 1)‘(2 3)_(284
On remarque que AB # BA

Exercice 2 :

2 1 -1
det (A) = |5 2 1 :2‘3 ; —1";’ é‘+(—1)‘f 3‘
1 7 6
=2x(2x6—-7Tx1)=1(5x6—-1x1)4+(=1)(5x7—-2x1)
=10—-29 — 33 = -52
-2 «
det(B):‘ 71 =2x1l—ax7=Ta—-2

Exercice 3 :

La matrice associée a ’application f.

5 1 7
A= 0 —-10 2
7 12 1

Exercice 4 :

L’application linéaire associée a la matrice A

f:R? = R3
T 2x+y—\/§z
fly = bx—02y+ =2
z T+ 5y + 62

L’application linéaire associée & la matrice B.

T [ —22+ 10y
/ y ) Tr +y

Exercice 4 : Soient £ = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} et ' ={(1,0,2),(4,1,0),(0,5,1)}
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deux bases de (R)®.

On a
(1,0,2) =1(1,0,0) +0(0,1,0) +2(0,0,1)
(4, 1,()) 4(1,0,0)+1(0,1,0)+0(0,0,1)
(0,5,1) =0(1,0,0) +5(0,1,0) +1(0,0,1)
La matrice de passage Pgp.

1 40
Perp=1 01 5

2 01

Exercice 5 : On pose e; = (1;1;0);e2 = (0;1; 1)et e3 = (1;0;1).
1. On montre que B = (e1; e2; e3) est une base de R3.

a)B est libre car :

a(1,1,0)+ (0,1,1) + A(L,0,1) = (0,0,0) = (a+ A\ a+8,8+A) =(0,0,0)
Sa+A=a+B=8+A=0

— a=-\a=-0£,0=-\

—a=-AMA=8,8=-\
o= - AMA=fF, A=\
s a= A==
—a=0=X=0

Donc B = (e3;e9;e3) est libre

b)B est génératrice de R? car :
V(z,y,2) € R I (a,B,)) tel que (z,9,2) =a(1,1,0)+3(0,1,1) + A (1,0,1)

est vraie car

x:a+A x—a+A r=a+z—-p0 r—z=a-—p
y=a+p = y=a+p = y=a+p = y=a+p
z=0+A A=z—-0 A=z—-0 A=z—-0
—z+y
a =
—x+z
— B =
—xr+z z—y+z
A=z—|—7— )= ——
- (55) - =2

r—z+y y—xr+z z2—y+z
2 ’ 2 ’ 2

Alors V(z,y,2) € R} 3 (a, B, \) = ( ) tel que
(x,y,2) =a(1,1,0)+ 5 (0,1,1) + X (1,0,1)

c’est & dire B est génératrice de R3.
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Finalement B = (e;;eq;€3) est une base de R3.

2. La matrice de passage Pop de la base canonique C' de R3 & la base B

FPep =

O = =
_ -

1
0
1
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5.3 Fiche TD 2

Exercice 1 : Montrer que 'ensemble M; 5 (R) est un espace vectoriel.

Exercice 2 : Soit a € R et A et M les matrices suivantes

1 0 -1 10 a
M=| -23 4 |, A=]0 a1
0 1 1 a 10

1)Calculer le déterminant de M, sa comatrice et I'inverse de M.
2)Calculer le déterminant de A et déterminer pour quelles valeurs de a la matrice est inver-
sible. Calculer A~! lorsque A est inversible.

Exercice 3 : Ecrire le systéme suivant sous la forme matricielle :

2c4+y=2z+1
—x+2y=-3
—r+y=-2-2z

Est ce que ce systéme admet une solution ou non, pourquoi 7.

Exercice 4 : Résoudre par la méthode de Cramer les systémes suivants :

2r+y+3z=1 { vy =2

—x+2y—z=-3 , 2 — 3y =0

dr+y+2=0
Exercice 5 : Résoudre par la méthode de la matrice inverse les systémes suivants :

2r+y=z+1 {5x+4y:2

—r+y=-2-12z
Exercice 6 : Résoudre par la méthode de Gauss les systémes suivants :
T+2y+z+t=1
—3r+4y—2—2t=-3

T4y 42z =12 ’
20 —y+2—-3t=4

r+y+z=1
T+ 2y — 52z = -8
022405y +2=0
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5.4 Correction fiche TD2

Exercice 1
eloi de composition interne "addition" : vérifiant :

(0 ) (o) (5 g

€ M;,(R) on a

N—

+<a1 cl) L@ ) (a—l—a1+a2 C+C1+CQ>
by d; ba b+b;+by d+d;+ds
(o )= (o )] Chinis atats)

by d; by b+b;+by d+d;+dsy

Cc a; C

d)’(61 d1))€( . > on a
a ¢ n a; [ ata c+a [ a1 i a ¢
b d by di ] b+b, d+dy )] \ b dy b d

(i) (30)+(ha)=(07)
ov (5 ) @3 5 ON(E 0 )+ (T o) -

loi de composition externe "multiplication par un scalaire" : vérifiant :

1)\V/(<Z (Cj)’(Zi Ccii )) GMQZQ(R)V(;E’?J)€E27V(Q7B)E]R2 on a

(0 o)+ (o)) = (b alored = (fonrom) focoa) )
(0 )+a§z‘1 )=t i) - (fearam fooread)

)+a(g o)
)

Exercice 2 : Soit a € R et A et M les matrices suivantes
1 0 -1 1 0 «a

M = -2 3 4 A=1 0 a 1
0 1 1 a 1 0

1) det M =1,
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+det(3 4) —det<_2 4) +det(_2 3)

0 —1 1 -1 1 0
comM = —det(1 1) +det(0 1) —det(o 1)

0 -1 1 -1 1 0
+det<3 4> —det(_2 4) +det(_2 3>

-1 2 =2
donccomM = -1 1 -1
3 -2 3
-1 -1 3
(comM)" = 2 1 =2
-2 -1 3
-1 -1 3 -1 -1 3
et Ml=2l | 2 1 —2|=2 1 -2
-2 -1 3 -2 -1 3
2)det (A) = —1 — a3.
—1 a —a?
comA = a —a® -1
—a? -1 «a
-1 a —d®
Al = _11_a3 a —a®> -1
—a®> -1 a

Exercice 3 : Ecrire le systéme suivant sous la forme matricielle :

2r+y=2+1 2r+y—z2=1

—r4+2y=-3 & —r+4+2y=-3

—r+y=-2-2z —r+y+2z=-2
2 1 —1
La matrice assicice A=| —1 2 0
-1 1 2
2 1 —1 x 1
alors| —1 2 0 y | =1 -3
-1 1 2 z -2

On a det A = 9 donc ce systeme admet une solution

Exercice 4 : Résolvons par la méthode de Cramer les systémes suivants :

2r+y+3z=1 2 1 3
)8 —z+2y—2=-3 onaA=| -1 2 -1
de+y+2=0 4 1 1
1 1 3 2 1 3 2 1 1
det| —3 2 —1 det| —1 —3 —1 det| —1 2 —3
0 1 1 4 0 1 4 1 0
T = o det% :....,yT ) oA =..,2 A = ...
y:
2){2x—3y—0 OnaA:(z -3
det(2 1 > det(1 2)
0 =3 —6 6 2 0 —4 4
T="4qxa TS5 »Y¥= det A =575
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(z,9) = (5:3)

Exercice 5 : Résoudre par la méthode de la matrice inverse les systémes suivants :

2r4+y=2+1 2r4+y—2=1
1) —r+2y=-3 <= —r+ 2y =-3
—x4+y=-2-2z —x4+y+2z2=-2
2 1 -1 1
A= -1 2 0 ,B=1 =3 |,detA=9.
-1 1 2 -2
4 2 1 4 -3 2
com (A) = 33 -3 |=(om(A)=1|2 3 1
2 1 5 1 =35
4 -3 2 4 -3 2
At de}:A 2 3 1 :% 2 3 1
1 -3 5 1 =35
4 -3 2 1 9 1
donc X =A"'"B=+[2 3 1 -3 |=3| 9 |=1| -1
1 =3 5 -2 0 0

(xa%z) = (17_170>
or + 4y = 2
2){ x—2y=20

(z,y) = (%.7)

Exercice 6 : Résoudre par la méthode de Gauss les systémes suivants :
(

rT+2y+z+t=1 rTH+2y+z+t=1
—3r+4y—2—-2t=-3 o 04+10y+22+t=0
T+y+2z=12 O—y+2z—-1t=11

| 2r—y+z-3t=4 0—>dy—2z—>5t=2

r+2y+z2+t=1
0+10y +224+t=0
0—-0+12z -9t =110

O 0-0-9t=4

L 106 _ 795 —155 . -355
=T T 9 Y= 79 T =

\

9
x+y+z—1 r+y+z=1
r4+2y—52=-8 <= 04+y—6z=-9
02z +05y+2=0 0+ 0.3y +0.82=-0.2
r+y+z=1 r+y+z=1
0+y—6z=-9 = 0+y—6z=-9
0+03y+082— —0.2 04+0+42.6z2=25

—84 85
z= 26’9 26 °F = 26
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5.5 Fiche TD 3

Exercice 1 : Calculer les intégrales et primitives suivantes :

A:/(a:+§)da;,B:/(2m—3)(x2—3x+5)3da;,

C’:/%ln|x|dx,D:/ﬁmde:/(x+%)\/x2+x+1dx

Exercice 2 : Calculer les primitives suivantes :

1 4
A:/—:EJF d:c,B:/ dxC’ / z+38 da:,
22 +5x—6 ( x2_|_x_|_

3
x° —2
D= [
Exercice 3 : Calculer les primitives suivantes en utilisant la méthode d’intégration par

parties :

A= /m21n|x|d$, B = /arctg (x) dzx

(arety (0)) = 5

Exercice 4 : Calculer les primitives suivantes :

A:/Sin(2x+5)dzp,B:/COS(QQ:—I—E))dx,C’:/tg(4x)dm,

D= / cos T 5 dx,E:/xsinm dx.
cos? x 1 + sin x)
Exercice 5 :

Montrer que, pour tous les entiers strictement positifs, on dispose de I’égalité :

e e—(n—1)z .
2)/ ((1+ez)n - (1+e_z)n> dm — 0.

0
Exercice 6 :

Les résultats suivants sont-ils justes (justifier brievement les réponses. .. )7

1 5 1

/COS 2edx = 0.5,/ s1n2a: de =1 /a:emdx = 1.
cos?

0 0 0

5.6 Correction fiche TD3

Exercice 1 :
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A:/(m+§)dx:/xdx+/§dx=§+1n|a;|+k,

B = /(2:1: —3)(2% — 3z + 5)3dx,

par changement de variable u () = 22 — 3z + 5,4 (z) = 22 — 3
B = /u’(m)u (2)® do = /u3du = “f =122 -3z +5)" +k
C’:/%ln|x|dx,

par changement de variable u (x) = In |z| U (x) = %

C = /%ln|1¢|dx = /u/(x)u(x)dx = /udu = %(1n|:r|)2+k
D= / md:ﬂ,

par changement de variable u (z) = In|z|,u'(z) = 2

D= / —xlimdx = / Z((;))dx = [ “ =Infu|+ k=] +k
E:/(x—i—%) Va? 4+ + ldx

par changement de variable u (v) = 2% + z + 1u'(z) = 2z + 1,

Ez/(m—}—%)\/:v?—i—quld:p:%/(2m+1)\/x2+x—|—1dm

E= %/u' (;U)u(;v)% dx = %/uédu = %x%u%—i—k =12 +a+ 1)%—1—1{7 (/ rde = a0t o # —1)

Exercice 2 :

= x—“dm ona r2+5x—6=(z—1)(z+6)
A 22+ 518 —6

r+1 o r+1 o a + b _ (a+b)z+6a—b
245x—6 224+5x—6 x—1 x+6 (@ D@6
donca+b=1et 6a—b=1 alors a:%,b:é
b

7
z+1 a
/x2+5x—6x /(x—1+1:+6> r=zlnlz -1+ 2In|z + 6|+
1 -5 1
,B—/—dx—/x—ﬂ d:c—}—,(/xadx—an“,a#—l).
(l’ - \/5)5 ( ) 4 (l‘ . \/5)4 a+1

Calculons C = /

4r + 8 2r +4 20 +1+3
oma [ ———=de =2 —————=dr =2 | ————dx
(2 +x+1) (2 +2x+1) (2 +2+1)

2 1 1
T (- E3 Y  S
(22 4+ 2+ 1) (22 4+ 2+ 1)

/ 20 +1
a) | ———dx,
(2242 +1)

par changement de variable u (z) = 22+ 2 + 1 et v (z) = (20 + 1) on obtient

o201 + 1 ' -1
/ o 2dx:/ = - W) = 2
(22 4+ 2+ 1) (u(x)) wlx r?»4+r+1
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1
0

Prrt+l=(z+1)7+3

par changement de variable t = z + %on obtient

1 1
/Wdt:% 5 Zdt
(t*+3) .
() 1

2

par changement de variable s = ffon obtient

1 1
x 13 Iji = & i + 2220, 1 :/—d
/($2+$+1) 82—|—1 ds ( n+1 2n (s2+1) + 2n "N (82+1)n S
s

1
— —dz = + arctn
/(a:2+x+1) El [(s2+1) g<)]
finalement

T 4+

z—&—%
/ de+8 —2 44/3 (“f)
(

T = -+ + arctn
22+ +1)° v?+a+1 3 <(az+1)2 ) 9<
2 1
x? —2
=

z* —2 -2 a b C az(zx—1)+b(x—1)+ca? (a+c)m +(b—a)x—b
on :p3—x2_m2(x—1) PR 22 (z—1) @#(z—1)

donc b=2b—a=0,a+c=1

e[S
N
N————

alors a=2b=2c=-1
x? —2 2 2 1

B r—1
D= / dx—21n\x]—z—ln|x—1]+c
Exercice 3 :par I'intégrale par parties
calculonsA = /x2 In |z| dz,
W (2) =2 = u(r) =2

v() Infz| =0 (z)=1

3
1n|x| /— ln |z| — %

calculons B = / arctg (r) dx

u(z)=1=u(x)=1

_1
241

B = /arctng (x) dv =z arctng (z) — / wpdr = z.arctng (z) + In (\/QEIQ—JFJ

v(z) = arctg (v) = v (z) =
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Exercice 4 :

A= /sin (22 + 5) do = —5 cos (22 + 5) + k,par changement de variable u (z) = 2z +5
B = /cos (22 4 5) dx = §sin (22 + 5) + k, par changement de variable u (z) = 2z +5

C= /tg (4z) dx = —11In |cos4z| + k, par changement de variable u (z) = cos 4z

coS T
D= dx
/ cos? :L‘ 1 + sin? x)

par changement de variable u (x) = sinz

COS T B i
b= /0082 1+sm x) dr = / (1-e2)(1+12)

+ by ct+d
(1—¢2)( 1+t2) (— 1+t2)(1+t2) t+1 1+¢2
(t+1)(1+t2)+b(t 1)(14+42) 4 (ct+d) (—1+12)
(—1+¢2)(1+¢2)
a2 4t41) (3 — 2411 )+ (ct?+-dt2 —ct—d)
- (-1 (1122)
(a+b+o)tP+(a—b+d)t*+(a+b—c)t+a—b—d

(C1+e)(1+8)

a+b+c=0 c=0 a=7
a—b+d=0 =1 b=3
donc atb—c=0 7Y a+b= c=0
a—b—d=—1 a—b= 3 d=3
1 _ -1 _ —025 |, 025
aloI‘S (17t2)(1+t2) - (71+t2)(1+t2) —1 + t+]_ =+ ]_+t2

1 _
[ [ e [ [ S
=—0.25In|t — 1|+ 0.25In |t + 1| + 0.5arctng (t) + ¢

on at=sinx alors
D = —-0.25Inl|sinz — 1] + 0.25In|sinz + 1| 4+ arctng (sinz) + ¢
E= /x sinx dr = —xcosx + /cos xdx = —x cosx + sinx + k (par I'intégrale par parties)

Exercice 5:
1

1)/1“11 dr = 172 — %/ In (1 4 2™) dz,par Uintégrale par parties
0 » 0
u (1) = {7 = u(r) =

Lln (14 2")

v(yf):a::>v (x) =1.

T e—(n—Lz
2)/ (g — fomye ) do =0,

0
e e—(n—1)z o e o ex e—(n—z

(I+e®)” — (I+e )" — (A+em)” (1+T€z)n = @rer)” ~ Axemyw T Y

e (e.IL‘)’Il

T e—(n—1)=
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1

e e—(n—1)= o

0
Exercice 6 :
jus

/cos 2xdx = [% sinZﬂ T=0.5,
0

0

%

/CS;:ZdeCC = cosx} % =2-1= 1’
0

1

/mexdm = [xe® — e*] L= 1.
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Exercice 1
Résoudre les équations différentielles suivantes :

! !

vy =(y+1),2y =e’.

Exercice 2

Résoudre 1'équation différentielle suivante : y +y = 0
Trouvez une solution particuliére de 3y + y = 22

Déduisez I'ensemble des solutions de (y' +y= xz)

Exercice 3 :

Résoudre 'équation différentielle suivante : e®y’ + xy = 1
Exercice 4 :

Résoudre ’équation différentielle suivante : 3" + 2y + 4 =0

Trouvez une solution particuliere de
y// + 2y/ + y _ 552636

Déduisez I’ensemble des solutions de (y” +2 dy = xQe””)

Exercice 5 :

Résoudre les équations différentielles suivantes : y” + y/ +y=0, y" +y=e"
Exercice 6 :

Résoudre I’équation différentielle suivante :

yu_2y/+y:0

Déterminer la solution de (*) telle que y(0) = 0 et y (0) = —3.
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Exercice 1
Résolvons les équatiops différentielles suivantes :
wy'—(y+1)§y%—é

= Inly+ 1| =In|z|+¢

— |y + 1| = elnlal+e

— y=kel 1 keR
,a:y':ey:>eyy/:l

T

= eY=Inl|z|+c

= y=In|ln|z|+kl, kR
Exercice 2
résolvons I’équation différentielle 4 +y = 0
%:—1 = Inly|=—-z+c¢

= ly[ =
—y=ke " keR

Solution particuliére de y' + y = 22
y=k(x)e =1y =k (2)e* —k(z)e "
donc k' (z)e ™ —k(z)e™ + k (v) e = 22
E (1) = 2%e® = k() = 2% — Z/xe’”d:v = 2% — 2we” + 267
alors y =k (z)e ™ = (2%e® — 2ze” + 2¢%) *
est une Solution particulicre de y' + y = 22

Déduisons I’ensemble des solutions de (y/ +y= a:Q)

Y= (a:zex — 2xe” + 269”) e+ ke keR

Exercice 3 :

Résolvons I’équation différentielle suivante : ey + zy = 1

xT

eg”y/ +ry=1& y/ +xe 'y =e"

L’équation homogéne y' + ze *y =0

y

donc o= re %
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In|y| = /me‘xdm =—xe " — [eTdr=—ze " +e "+

—xze  T4e T4c

ly| = e

y = ke™ "7 EeR
Exercice 4 :
Résolvons 1’équation différentielle suivante : 3" + 2y +y =0
I’équation caractiréstique donnée par r2 +2r +1 =0
A =0,r = —1 racine double de r2 4+ 2r +1 =0
donc

y=(ax+0be " abelR

Solution particuliére de
Y 42y +y =1
comme —1 # 1 alors il existe une solution particuliére y, = (az® + Sz + \) €”
yp =7 comme 1 n’est pas une solution de I’équation caractéristique, alors
yp = q(x)e” tel que deg q = 2; y, = (ax® + Sz + \)e”
Yy, = (20w + B)e” + (ax? + Bz + N)e® = (az® + (B+20) x4+ S+ \) €
y; = (2a)e” + (2ax + B)e* + (2ax + B)e® + (az? + fx + N)e”
y; = (ax®> + (B+4a)x + (28 + X + 2a))e”
En remplacant dans (E), on obtient :

(ax?+(B+4a) 2+ (28 + X +2a))e*+2 ((ax? + (B + 2a) z + (B + A) €2)+ (az?+Bz+N)e® =

x2e”
(daz? + (48 + 8a) x + (48 + 4\ + 2a)) e = x?e”
da =1 oz:}1
alors 468 + 8a =0 =< [= _71
4B+ 4\ + 20 =0 A=

1 1 3
donc y, = (ZmZ — 5T+ g) e’

I’ensemble des solutions de (y” +2y 4y = x26x)

1 1 3
- (Zx2_§$+§) e’ + (ax +b)e *,a,b € R
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Exercice 5 :
Résolvons les équation différentielle suivante : y’/ +y +y=0

I’équation caractiréstique donnée par 72 +r +1 =0

_ _ -1 /3 _ -1 -\/3
A==31=75+i5,1=75 —i%

donc

3 3 -
Y= (01 cos gx +cy sin gaf) 671”, c1,c0 €R

Résolvons les équation différentielle suivante y* + y = €*
I’équation homogéne y' +y = 0
I’équation caractiréstique donnée par r2 +1 =0

A:—4,T’1 :i,rgz—i

y=(cpcosx +cysinz),cq,c0 € R

on cherche une solution particuliére y, = ¢ (x) e®
a = 1n’est pas racine de (EC).
alors degq =0

donc

Yp =€
y=e"+ (cicosxr +cosinz),cy,co € R
Exercice 6 :
Résolvons I’équation différentielle suivante :

/

y =2y +y=0
I’équation caractiréstique donnée par r? —2r +1 =0
A = 0,r = 1 racine double

donc

y=(ax+0b)e’,a,b R

la solution de (*) telle que %(0) = 0 et y'(0) = —3.

onay = (ax+0b)e® + ae”
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-3

donc b =0 et a==
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