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Chapitre 1

Logique et raisonnements

1 Logique

1.1 Assertions

Une assertion est une phrase soit vraie, soit fausse, pas les deux en méme temps.

Exemple 1.1

2+ 2 =4 est une assertion vraie.

3 X 2=7T est une assertion fausse.

Pour tout x € R on a 22 > 0 est une assertion vraie.

Pour tout z € C on a |z| =1 est une assertion fausse.

Si P est une assertion et () est une autre assertion, nous allons définir de nouvelles asser-

tions construites a partir de P et de Q).

L’opérateur logique et (A)
L’assertion < Pet () > est vraie si P est vraie et () est vraie. L’assertion < Pet () > est

fausse sinon. On résume ceci en une table de vérité :

P Q PAQ
V V. oV
V F F
F V F
FF F
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Chapitre I. Logique et raisonnements

Exemple 1.2
"34+5 =8 A 3 x6=18" est une assertion vraie

"242=4 N 2x3=7T" est une assertion fausse.

L’opérateur logique ou (V)
L’assertion < Pou () > est vraie si I'une des deux assertions P ou () est vraie. L’assertion
< Pou ) > est fausse si les deux assertions P et () sont fausses. On reprend ceci dans la

table de vérité :

PVQ

—

@
}

F
y
F

(R T sl v
==

Exemple 1.3
"242=4V 3x2=06" est une assertion vraie
"2=4 V 4x2=7T" est une assertion fausse.

1.1.1 La négation P

L’assertion < P >> est vraie si P est fausse, et fausse si P est vraie.
P P
Vv F
F VvV

Exemple 1.4

La négation de lassertion 3 > 0 elle est l'assertion 3 < 0.

1.1.2 L’implication =

La définition mathématique est la suivante :
L’assertion < Pou @ > est notée P = )

Sa table de vérité est donc la suivante :
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I.1 Logique

P @ P=Q
VoV Vv
Vi F F
F o Vv
F F Vv

Exemple 1.5
242 =05 = 2 =2 est vraie | Eh oui, si P est fausse alors Uassertion P = @ est

toujours vraie.

1.1.3 L’équivalence <—

L’équivalence est définie par : < P <= () > est l'assertion < (P = Q) et (Q = P) >
On dira < P est équivalent a @) > ou < P équivaut a () > ou < P si et seulement si @)
> . Cette assertion est vraie lorsque P et () sont vraies ou lorsque P et () sont fausses.

La table de vérité est :

P @ FP=Q@

VoV V

VvV F F

F VvV F

F F V
1.2 Quantificateurs
Le quantificateur V : < pour tout >
L’assertion

Ve e B, P(z)

est une assertion vraie lorsque les assertions P(z) sont vraies pour tous les éléments = de
'ensemble E. On lit < Pour tout z appartenant a E, P(x) est vraie > .

Par exemple :

Vo € R, 22 > 0 est une assertion vraie.

Vx € R, 22 > 1 est une assertion fausse.

Dr Djebbar Samir 3



Chapitre I. Logique et raisonnements

Le quantificateur 7 : < il existe >

L’assertion
dr € E, P(x)

est une assertion vraie lorsque l'on peut trouver au moins un élément x de E pour lequel
P(x) est vraie. On lit < il existe x appartenant a E tel que P(x) (soit vraie) > .

Par exemple :

dz € R, 22 < 0 est vraie, par exemple x = 0.

dz € R, 22 < 0 est fausse.

La négation des quantificateurs

La négation de < Vz € E, P(z) > est < v € E, P(x) > .

Exemple : la négation de < Vo € R, 22 > 0 > est lassertion < Jz € R, 22 < 0>

La négation de < 3z € E, P(x) > est K Vx € E, P(x) > .
Exemple : la négation de < dz € R, x < 0> est 'assertion <K Vx e R, x > 0>

2 Raisonnements

2.1 Raisonnement direct

On veut montrer que 'assertion P = () est vraie. On suppose que P est vraie et on montre

qu’alors () est vraie.

b
Exemple 2.1 Montrerquesia:b:a+ =0
on a
b:>a b
a = —_ = —
2 2
:>a+b_b+b
2+52_2 2
a
=0
2

2.2 Contraposée

Le raisonnement par contraposition est basé sur I’équivalence suivante.
L’assertion P == @ est équivalente a Q = P.
Donc si 'on souhaite montrer 'assertion P —> Q).

On montre en fait que si ) est vraie alors P est vraie.
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1.2 Raisonnements

Exemple 2.2 Soit n € N. Montrer que si n® est pair alors n est pair.
Démonstration

2 nlest pas pair.

Nous supposons que n n’est pas pair. Nous voulons montrer qu’alors n
Comme n n’est pas pair, il est impair et donc il eviste k € N tel que n = 2k + 1.

Alorsn? = (2k+1)? = 4k* + 4k +1 = 2k’ +1 avec k' = 2k* +2k € N. Et donc n? est impair.
Conclusion : nous avons montré que si n est impair alors n? est impair. Par contraposition

ceci est équivalent d : sin? est pair alors n est pair .

2.3 Absurde

Le raisonnement par ’absurde pour montrer < P = () > repose sur le principe suivant :
On suppose a la fois que P est vraie et que () est fausse et on cherche une contradiction.

Ainsi si P est vraie alors () doit étre vraie et donc < P = () > est vraie.

b

Exemple 2.3 Soient a,b > 0 . Montrer que si ¢ _ alors a = D.

140 1+4+a
Démonstration ;
Nous raisonnons par l'absurde en supposant que e et a # b. Cela conduit a

1+0 1+a
(a—0b)(a+b)=—(a—0).
Comme a # b alors a—b # 0 et donc en divisant par a —b on obtient a+b = —1. La somme
de deux nombres positifs ne peut étre négative. Nous obtenons une contradiction.
Conclusion : si @ _ alors a = b.
146 1+4+a

2.4 Contre-exemple

Si 'on veut montrer qu’une assertion du type < Va € E P(x) > est vraie alors pour chaque
x de E il faut montrer que p(x) est vraie. Par contre pour montrer que cette assertion est
fausse alors il suffit de trouver x € E tel que P(x) soit fausse. (Rappelez-vous la négation

de <« Vo € E, P(x) > est < Jo € E, P(x) >). Trouver un tel z c’est trouver un
contre-exemple a l'assertion < Vo € E, P(x) >.

Exemple 2.4 Montrer que l’assertion suivante est fausse < Vr € R, 22 > 1>

Démonstration. Un contre-exemple est x = 0.5

2.5 Récurrence

Le principe de récurrence permet de montrer quune assertion P(n), dépendant de n, est

vraie pour tout n € N. La démonstration par récurrence se déroule en deux étapes :
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Chapitre I. Logique et raisonnements

e On prouve P(0). Est vraie.

e On suppose n > 0 donné avec P(n) vraie, et on démontre alors que 'assertion P(n + 1)
est vraie.

Enfin dans la conclusion, on rappelle que par le principe de récurrence P(n) est vraie pour
tout n € N.

Exemple 2.5 Montrer que pour tout n € N 2" > n.

Démonstration Pour n > 0, notons P(n) lassertion suivante : 2" > n
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n € N.
Pour n =0 nous avons 2° =1 > 0. Donc P(0) est vraie.

Supposons que P(n) soit vraie. Nous allons montrer que P(n + 1) est vraie.

2n+1 —Qn 4 9n
>n 42" car par P(n) nous savons 2" > n,
>n+1 car 2" > 1.

Donc P(n+ 1) est vraie
Conclusion. Par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n > 0, c’est-a-dire

2" > n pour tout n > 0.

Remarque 2.1 57 on doit démontrer qu’une propriété est vraie pour tout n > ng, alors on

commence ['initialisation au rang ng.

Exercice 1.1

Soient les quatre assertions suivantes :
(@) reRVYyeR z+y>0 ; (b)VeeRIyeR z+y>0;

(c)VzeRVyeER x+y>0 ; (d)3IweRVyeR 3> >z
1. Les assertions a, b, ¢, d sont-elles vraies ou fausses ?

2. Donner leur négation.
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1.2 Raisonnements

Exercice 1.2

Compléter les pointillés par le connecteur logique qui s’impose :

l.zeRa?=4 ...... =2,
2.2€eCz=72 ...... zeR;
. vreERx=m ...... e?r =1

Exercice 1.3

Montrer :
n 1
Ly k=000 g e
k=1 2
n 1)(2 1
0, 3 g2 =t )6(”+ ) vnew.
k=1
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Chapitre 11

Les ensembles, les relations et les applications

vous connaissez déja quelques ensembles :

’ensemble des entiers naturels N = {0, 1,2,3,...}.

’ensemble des entiers relatifs Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}.

o l’ensemble des rationnels Q = {% |pE€Z,q€ N*}.

I’ensemble des réels R, par exemple 3,1/2, 7, In(2),. ..

o l’ensemble des nombres complexes C.

Nous allons essayer de voir les propriétés des ensembles, sans s’attacher a un exemple parti-
culier.

Vous vous apercevrez assez rapidement que ce qui est au moins aussi important que les en-
sembles, ce sont les relations entre ensembles : ce sera la notion d’application (ou fonction)

entre deux ensembles.

1 Ensembles

1.1 Définir des ensembles

e On va définir informellement ce qu’est un ensemble : un ensemble est une collection

d’éléments.
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I1.1 Ensembles

1.2

Exemples :
{0,1}, {rouge,noir}, {0,1,2,3,...} =N.

Un ensemble particulier est ’ensemble vide, noté @ qui est ’ensemble ne contenant

aucun élément.

re L . 14 ;
On note si x est un élément de E, et © ¢ E dans le cas contraire.

Voici une autre fagon de définir des ensembles : une collection d’éléments qui vérifient

une propriété.

Exemples :

{x€R||$—3|<1}, {26C|z3:1}, {xER|O§x§1}:[O,1].

Inclusion, union, intersection, complémentaire

L’inclusion. £ C F si tout élément de E est aussi un élément de F. Autrement dit :

Ve € E (x € F). On dit alors que E est un sous-ensemble de F' ou une partie de F.

AcC B

[’égalité. E = F si et seulement si £ C F et F'C E.

Ensemble des parties de E. On note P(E) l'ensemble des parties de F. Par exemple
si B=1{1,2,3}:

P({1,2,3}) = {@, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, {1, 2,3} }.

Complémentaire. Si A C E.

CeA={ccE|z¢A}

Dr Djebbar Samir 9



Chapitre II. Les ensembles, les relations et les applications

C B A

o Union. Pour A,B C E.

AUB:{xEE]xEAouxEB}

Le “ou” n’est pas exclusif : x peut appartenir & A et & B en méme temps.

AURB

o intersection.Pour A, B C E.

AOB:{xEE\xGAethB}

o

AnEB

o L’ensemble fini On dit que ’ensemble E est fini si nombre d’éléments de E est fini.
Nombre d’éléments de E s’appelle le cardinal de E noté Card(E)
Par exemple si £ = {0,1,2,3,5,7}
donc Card(E) =6
N n’est pas un ensemble fini.
Card(0) = 0.

10 Dr Djebbar Samir



I1.1 Ensembles

o A\ B l'ensemble {x cEAlz ¢ B} et on l'appelle différence de A et B.

o A/ BTlensemble (AU B)\ (AN B) et on 'appelle différence symétrique A et B.

A\ B AARB

Proposition 1.1 Soient A, B,C des parties d’un ensemble E.
e ANB=BNAet AUB=BUA (commutativité)
e AN(BNC)=(ANB)NC et AU(BUC)=(AUB)UC (associativité)
e AN(BUC)=(ANB)U(ANC) et AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)(distributivité)
e 0p(ANB)=C0pAUCLB etCp(AUB) =CgANCgB (loi de Morgan)
e Cp(Cpa) =4

Preuve 1.1 e Preuve de AN(BUC)=(ANB)U(ANC): 2 € AN(BUC(C) < =z €
Aetre (BUC) < z€Aet(xeBouxe(C) < (x€Aetx € B) ou(x €
Aetze() < (x€ANB)ou(x e ANC) <= z€ (ANB)U(ANC).

e Prewve de Cp(ANB) = CpAUCEB: 2 € (p(ANB) < 2 ¢ (ANB) <=
(a:EAﬁB)<:>(xEAethB)<:>(:c€A)0u(:c€B)<:>x¢A0ux¢
B <= zelgAuUlgB.

1.3 Produit cartésien

Soient E et F' deux ensembles.

Le produit cartésien, noté F x F, est I'ensemble des couples (z,y) otz € E et y € F.

ExF={(z,y)|ve€FEetyeF}.

Exemple 1.1 E = {1,2} et ' ={3,5} alors
ExF={(13),(1,5),(2,3),(2,5)}.

R? = {(z,y) | z.y € R}.

Dr Djebbar Samir 11



Chapitre II. Les ensembles, les relations et les applications

2 Relations d’équivalence-Relations d’ordre

2.1 Relations binaires

Définition 2.1 On appelle relation binaire, toute assertion entre deux objets, pouvant étre

vérifiée ou non. On note xRy et on lit < x est en relation avec y >>.

2.2 Relation d’équivalence

Définition 2.2 Soit R une relation binaire dans un ensemble E et x,y,z des éléments de
E, R est dite

& Réflexive si : xRx c’est a dire chaque élément est en relation avec lui méme.

& Symétrique si : xRy = yRx. Si x est en relation avec y alors y est en relation avec x.
& Transitive si : [xRy et yRz] = xRz. Si x est en relation avec y et y en relation avec z
alors x est en relation avec z.

& Anti-symétrique si : xRy et yRx] = x = y. Si deux éléments sont en relation l'un avec
l’autre, ils sont égaux.

La relation R est une relation d’équivalence si elle est a la fois réflexive, symétrique et tran-
sitive. Dans ce cas, on appelle classe d’équivalence d’un élément x de E, [’ensemble des

éléments de E en relation avec x par R, notée & ou cl(z) ou bien C(z) :

x’z{yGE|ny}.I

La classe d’équivalence & est non vide car R est réflexive et contient de ce fait au moins x.

On notera par

E/R:{9b|xEE}.I

L’ensemble des classes d’équivalence de E par la relation R. ( ou l’ensemble quotient de E

par la relation d’équivalence R )

Exemple 2.1 Dans R on définit la relation R par :
Vo,y € R xRy < 2? = 1>
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I1.2 Relations d’équivalence-Relations d’ordre

Montrer que R est une relation d’équivalence et donner l’ensemble quotient R/ R
e R est une relation d’équivalence.
* R est une relation réflexive,car

Vo € R, 2% = 22 donc
Vr € R, xRx

ce qui montre que R est une relation réflexive.

* R est une relation Symétrique, car

Vr,y € R, (xRy) <= 2* =3

% R est une relation Transitive, car

Vao,y,2 € R, (zRy) A (yRz) = 2*> = 4> Ny* = 2?

— xRz

ce qui montre que R est une relation Transitive. on déduit que R est une relation d’équivalence.
e Déterminer ’ensemble quotient R/R
Soit x € R, alors :

Vy € R, TRy < 22 =3

donc : & = {x,—x}, par suite

R/R = {{z, —x}}

Dr Djebbar Samir 13



Chapitre II. Les ensembles, les relations et les applications

2.3 Relation d’ordre

Définition 2.3 Une relation R sur E est dite relation d’ordre si elle est antisymétrique,

transitive et réflexive.

Exemple 2.2 Soit R la relation définie sur N* par la relation < x divise y >. Vérifions

qu’elle est antisymétrique
tRy <= JkeN*" : y=ka
yRr < ' e N* . z=1Fky

il vient que kk' =1, comme k et k' € N*, alors k = k' =1 c’est-a-dire x = y.

2.3.1 L’ordre total et ordre partiel

Définition 2.4 Soit R une relation d’ordre définie sur un ensemble E, alors si pour tout

x,y € E, on a ou bien xRy ou yRx, on dira que ['ordre est total, st non c’est a dire
da, § € E tel que on a ni aRB ni BRa

alors R est un ordre partiel.

Exemple 2.3 Soit R une relation d’ordre définie sur N* par:
pRq <= dn € N*tel que p" =q
R est un ordre partiel car:

pour o =2 et f =3 ni aRp ni SR«

3 Applications

Définition 3.1 On appelle Fonctions d’un ensemble E dans un ensemble F', toute corres-
pondance [ entre les éléments de E et ceuz de F.

Domaine de définition de f : noté Dy l'ensemble des éléments x € E fait correspondre
un unique élément y € F noté f(x).

y = f(x) est appelé image de x et x est un antécédant de y.

E est appelé ensemble de départ et F' l’ensemble d’arrivée de application f.

On écrit
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I1.3 Applications

f E—F
z+— f(x)

Définition 3.2 L’application est une fonctions d’un ensemble E dans un ensemble F,tel

que Dy = E

« Egalité. Deux applications f, g : E — F sont égales si et seulement si pour tout x € F,

f(x) = g(x). On note alors f = g.

Ff:{(x,f(x))EExF|xEE}
e graphede f: EF — F est

o Composition. Soient f: EF — Fetg: F — G alors go f: E — G est I'application
définie par g o f(x) = g(f(m))

e Ty

E——¥%F—%

gof

Exemple 3.1 1. L7identité, idg : E — E est simplement définie par v — x et sera tres

utile dans la suite.

2. Définissons f,qg ainsi

f 10,400 — ]0,400] g : ]0,400] — R
x b % ’ T — i—:

15
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Chapitre II. Les ensembles, les relations et les applications

3.1 Restriction et prolongement d’une application

Définition 3.3 Etant donnée une application f : E — F
1- On appelle restriction de f a un sous ensemble non vide X de E, l'applicationg : X — F
telle que

Vee X, g(z)= f(x)

0 teg=f .
n note g fX

2- Etant donné un ensemble G tel que E C G, on appelle prolongement de [’application f a
I’ensemble G, toute application h de G dans F telle que f est la restriction de h a E.

D’apres cette définition, [ est un prolongement de f‘x a F.

Exemple 3.2 FEtant donnée l'application

f:+ R — R‘
r +— Inzx

alors
g: R* — R h : R* — R

r — Infz|’ r — In(2x|-x)
sont deuz prolongements différents de f a R*.

3.2 Image directe, image réciproque

Soient E, F' deux ensembles.

Définition 3.4 Soit AC F et f: E — F, l'image directe de A par f est [’ensemble

f(A) = {f(z) | = € A}

Définition 3.5 Soit BC F et f : E — F, ["image réciproque de B par f est I’ensemble

fUB)={z € E|f(z) € B}
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I1.4 Injection, surjection, bijection

4 Injection, surjection, bijection

4.1 Injection, surjection

Soit E, F' deux ensembles et f : £ — I une application.

Définition 4.1 f est injection si pour tout x,2’ € E avec f(x) = f(a') alors x = .

Autrement dit :

Définition 4.2 f est surjection si pour tout y € F, il existe v € E tel que y = f(x).

Autrement dit :

Vye ' Jzek (y:f(a:))

Exemple 4.1 1. Soit f1 : N — Q définie par fi(z) = p%x
Montrons que fi est injective : soit x,x' € N tels que fi(x) = fi(2).
Alors 1%: = ﬁ, donc1+x =142 et donc x = 2'.
Ainsi fi est injective.
Par contre f; n’est pas surjective. Il s’agit de trouver un élément y qui n'a pas
d’antécédent par fi. Ici il est facile de voir que l'on a toujours fi(x) < 1 et donc
par exemple y = 2 n’a pas d’antécédent.

Ainsi fi n’est pas surjective.

2. Soit fo : Z — N définie par fy(z) = 2.
Alors fy n’est pas injective.
En effet on peut trouwver deux éléments x,x’ € Z différents tels que fao(x) = fo(z').
1l suffit de prendre par exemple x =2, ' = —2.
fa n’est pas non plus surjective, en effet il existe des éléments y € N qui n’ont aucun
antécédent. Par exemple y = 3 : st y = 3 avait un antécédent x par fy, nous aurions
fo(x) =y, cest-d-dire 22 = 3, d’ott v = £+/3.
Mais alors x n’est pas un entier de Z.

Donc y = 3 n'a pas d’antécédent et fo n'est pas surjective.
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Chapitre II. Les ensembles, les relations et les applications

4.2 Bijection

Définition 4.3 f est bijective si elle injective et surjective. Cela équivaut a : pour tout

y € F il existe un unique x € F tel que y = f(x). Autrement dit :

Vye F' Juniquex € K (y:f(x))

Proposition 4.1 Soit E, ' des ensembles et f : E — F une application.

1. L’application [ est bijective si et seulement si il existe une application g : F — FE

telle que fog=1idp et go f = idg.

2. Si f est bijective alors lapplication g est unique et elle aussi est bijective. L’application
g s’appelle la bijection réciproque ( ou lapplication réciproque ) de f et est notée f~1.

De plus (f) " = f.

Remarque 4.1 e fog=1idr se reformule ainsi
vyeF faw)=v.
o Alors que go f = idg s’écrit :

Ve el g(f(x)) =z.

e Par exemple f : R —]0,4o00| définie par f(x) = exp(x) est bijective, sa bijection
réciproque est g :)0,+oo[—> R définie par g(y) = In(y).
Nous avons bien exp <ln(y)> =y, pour tout y €]0, +o00| et In (exp(x)) = x, pour tout
r e R.

Proposition 4.2 Soient f : E — F et g: F — G des applications bijectives. L’application

go f est bijective et sa bijection réciproque est

Gof) =/ oy
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I1.4 Injection, surjection, bijection

Exercice 2.1
Montrer par contraposition la assertion suivante, E étant un ensemble :
VA, BeP(F) (AnNB=AUB)=— A=1B

Exercice 2.2
Soit A, B deux ensembles, montrer Cp(A U B) = CpANCeB et Cp(ANB) =CpAUleB.

Exercice 2.3

Soient E et F' deux ensembles, f : E — F. Démontrer que :
VA, BeP(FE) (ACB)=(f(A) C f(B)),

VA,B e P(E) f(ANnB)C f(A) N f(B),

VA, B e P(E) f(AUB)= f(A)U f(B),

VA,BeP(F) fT(AUB)=f""(A)Uf(B)

VAeP(F) fHF\A)=E\f"(A).

Exercice 2.4

Dans C on définit la relation R par :
2R = 2| = |Z].

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Déterminer la classe d’équivalence de z € C.

Exercice 2.5
Soient f : R — Ret g : R — R telles que f(z) = 3z+1et g(x) = 22—1. A-t-on fog = gof
?

Exercice 2.6
Soit f : R — R définie par f(z) = 2z/(1 + 2?).
1. f est-elle injective ? surjective ?

2. Montrer que f(R) = [-1,1].
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Exercice 2.7
Soit f : [1, +oo[—> [0, +00] telle que f(x) = 2* — 1. f est-elle bijective ?
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Chapitre 111

Les fonctions réelles a une variable réelle

1 Notions de fonction

1.1 Définitions

Définition 1.1 Une fonction d’une variable réelle a valeurs réelles est une application

f:U—R, ouU est une partie de R.

En général, U est un intervalle ou une réunion d’intervalles. On appelle U le domaine de

définition de la fonction f.

Exemple 1.1 La fonction inverse :

f:]—00,0[U]0, +00]

8 | g

—
T —

Le graphe d'une fonction f: U — R est la partie I'y de R? définie par

Iy ={(.f(z)) |z U}.

1
Le graphe d’une fonction (& gauche), I'exemple du graphe de = — — (& droite).
T
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Chapitre III. Les fonctions réelles a une variable réelle

/"\u

1.2 Opérations sur les fonctions

Soient f: U — R et g: U — R deux fonctions définies sur une méme partie U de R. On

peut alors définir les fonctions suivantes :

o lasomme de f et g est la fonction f+g¢: U — R définie par (f +g)(z) = f(x)+ g(x)
pour tout x € U ;

o le produit de f et g est la fonction f x g : U — R définie par (f x g)(x) = f(z) x g(x)
pour tout x € U ;

o la multiplication par un scalaire A € R de f est la fonction A - f : U — R définie par

(A f)(x) =X f(x) pour tout x € U.

1.3 Fonctions majorées, minorées, bornées

Définition 1.2 Soient f: U — R et g: U — R deux fonctions. Alors:
e f>0si VzeU f(x)>0;

f>0si YeeU f(x)>0;

[ est dite constante sur U si Ja € R Ve e U f(z)=a ;

f est dite nulle sur U si Yr € U f(x)=0.

Définition 1.3 Soit f : U — R une fonction. On dit que :

e [ est majorée surU si AM € R Ve e U f(x) < M ;
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III.1 Notions de fonction

e f est minorée sur U si Im e R Ve e U f(z) >m ;

o f est bornée sur U si f est a la fois majorée et minorée sur U, c’est-a-dire si M €

RVzcU |f(z)] <M.

Voici le graphe d’une fonction bornée (minorée par m et majorée par M).

1.4 Fonctions croissantes, décroissantes

Définition 1.4 Soit f : U — R une fonction. On dit que :

f est croissante sur U siVa,be U a<b = f(a) < f(b)

f est strictement croissante sur U si Ya,be U a<b = f(a) < f(b)
f est décroissante sur U si Ya,be U a<b = f(a) > f(b)
f est strictement décroissante sur U si Ya,b € U a <b = f(a) > f(b)

f est monotone (resp. strictement monotone) sur U si f est croissante ou décroissante

(resp. strictement croissante ou strictement décroissante) sur U.

Voici le graphe d’une fonction strictement croissante
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Chapitre III. Les fonctions réelles a une variable réelle

. . . [07 +OO[—> R . .
Exemple 1.2 e La fonction racine carrée est strictement croissante.

T —>\/T

e Les fonctions exponentielle exp : R — R et logarithme In :]0, +oo[— R sont stricte-

ment croissantes.

. R ]R . . . 7/ .
e La fonction valeur absolue n’est mi croissante, ni décroissante.
z— |z
_J[0,400[— R . .
Par contre, la fonction est strictement croissante.
z— |z

1.5 Parité et périodicité

Définition 1.5 Soit I un intervalle de R symétrique par rapport a 0 (c’est-a-dire de la
forme | —a,a[ ou [—a,a] ouR). Soit f : I — R une fonction définie sur cet intervalle. On

dit que :
e festpairesi Ve el f(—z)= f(x),
o f estimpaire si Yx € I f(—x)=—f(x).
Interprétation graphique :

o f est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a I’axe des ordon-

nées (figure de gauche).

 f est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a l'origine (figure

de droite).

ANVA

1/ x

Exemple 1.3 e La fonction cos : R — R est paire. La fonction sin : R — R est

mpaire.
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I11.2 Limites

Définition 1.6 Soit f : R — R une fonction et T un nombre réel, T > 0. La fonction f
est dite périodique de période T si Yz € R f(z +T) = f(z).

Exemple 1.4 Les fonctions sinus et cosinus sont 2mw-périodiques. La fonction tangente est

T-périodique.

2 Limites

2.1 Limite en un point

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. Soit xy € R un point de I ou

une extrémité de I.

Définition 2.1 Soit ¢ € R. On dit que [ a pour limite [ en xq si

Ve>0 36>0 Veel |r—x<d = |f(zx)—{] <e

On dit aussi que f(x) tend vers { lorsque x tend vers xo. On note alors lim flz) =1 ou
T—>T

bien lim f = (.
xo

B et

[
de

L

Remarque 2.1 o L’inégalité |x — xo| < 0 équivaut a x €)xg — J,x0 + 0.
e L’inégalité |f(x) —l| < € équivaut a f(x) €]l — €, + €]

Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme ]a, zo[U]xg, 0] .

Dr Djebbar Samir 25



Chapitre III. Les fonctions réelles a une variable réelle

Définition 2.2 e On dit que f a pour limite +00 en xq si
VA>0 30>0 Veel |z—xg <0 = flx)>A

On note alors lim f(x) = +oo0.
T—T0

e On dit que f a pour limite —oc en xqg Si
VA>0 30>0 Veel |z—x<0 = f(z)<—-A

On note alors lim f(x) = —oo.
T—T0

e e — =
1

&

2.2 Limite en l'infini
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle de la forme I =|a, +o0o] .

Définition 2.3 e Soit ¢ € R. On dit que [ a pour limite { en 400 si
Ve>0 dB>0 Veel z>B = |f(z)—{ <e¢

On note alors xgrfoof(x) =/{ ou ng%f =/.

e On dit que [ a pour limite +00 en 400 si
VA>0 3dB>0 Veel z>B = f(z)>A

On note alors lim f(z) = 4o0.
T—+00

On définirait de la méme maniere la limite en —oo pour des fonctions définies sur les

intervalles du type | — 0o, al.
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IT1.3 Unicité de la limite

J -

Exemple 2.1 On a les limites classiques suivantes pour tout n > 1 :

) " _ " 400 sin est pair
e lim 2" =400 et lim 2" =
pHeo FTee —00 sin est impair

1 1
e lim () =0 et lim () =0.
rz—+oo \ " r——o00 \ "
2.2.1 Limite a gauche et a droite

Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme |a, xo[U]x, b].

Définition 2.4 e On appelle limite a droite en xo de f la limite de la fonction f

]IOvb[
en xo et on la note lirP f-
Zo
e On définit de méme la limite a gauche en xg de f : la limite de la fonction f en

la,zo|

7o et on la note lim f.
%o

e On note aussi zli_gﬂlo f(x) pour la limite a droite et JEE}O f(x) pour la limite a gauche.
> <

Dire que f: I — R admet une limite £ € R a droite en xg signifie donc :

Ve>0 36>0 zop<z<zo+d = |f(z)—{| <e¢

3 Unicité de la limite

. Si une fonction admet une limite, alors cette limite est um’que.'
Proposition 3.1

Proposition 3.2
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Chapitre III. Les fonctions réelles a une variable réelle

Exemple 3.1
f:R—R

2r+3 st x>0
xTr ——

dr+5 st <0
On a

iii% f(x)=3et }cli% f(z) =5 Dans ce cas on dit que f n’admet pas une limite en 0.
> <
Soient deux fonctions f et g. On suppose que x( est un réel, ou que g = +o0
Proposition 3.3 Si l;cronf =(eR et l;crong =/{ €R, alors :
. lg.n(/\f) = X0 pour tout A € R
. l;ron(f—i-g) =(+ 1
. l%ﬁron(fxg)zéxﬁ'

1 1
e sil #0, alorslim— = 7
zo

1
De plus, silim f = 400 (ou —oc0) alors lim — =0
o o

f

e si h est une fonction bornée et lim f = 0 alors lim(h - f) = 0.
xo o

Proposition 3.4 ( Composition de limites )

Silim f =/( et ligng =/, alorslimgo f = /.
xo o

Proposition 3.5 e Sif<getsilmf=CeRetlimg=/¢€R, alors{ <.
fy) xo
e Si f<getsilimf=-+oc0, alorslimg = +o0.
Zo o

o Théoreme des gendarmes

Sif<g<hetsilimf=1limh=/¢¢cR, alors g a une limite en xq et limg = /.
xo xQ o
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4  Continuité en un point

4.1 Définition

Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction.

Définition 4.1 e On dit que f est continue en un point xo € I si

Ve>0 36>0 Veel |z—x9<d = |f(x)— f(zo)| <e€

c’est-a-dire

lim f(x) = f(zo)

Tr—rxQ

e On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

On note C(I;R) ou C°(I;R) l’ensemble des fonctions continues sur I d valeurs dans

R.

Définition 4.2 e On dit que f est continue a droite en point xg € I si

lim f(x) = f(zo)

T—x0
>

c’est-a-dire

Ve>0 3F0>0 Veel xy<ax<zg+0 = |f(z)— f(zo)| <e

e On dit que f est conlinue a gauche en point xog € I si

lim f(z) = f(xo)

T—TQ
<

c’est-a-dire

Ve>0 30>0 Veel xy—0<zx<zy = |f(z)— f(zo)| <€
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Exemple 4.1
fTR—R
2e+1 st x>1
T 3 st o rz=1

dr+5 st <1
On a
il_)H% flz)=3=f(1) et :161_% f(z) =9+# f(1) Dans ce cas on dit que f n’admet pas une limite
> <
en 1.

f est continue a droite en 1 mais n’est pas ontinue a gauche en 1.

donc f n’est pas ontinue en 1

Exemple 4.2 Les fonctions suivantes sont continues :

la fonction racine carrée x v— \/x sur [0, +o0],

les fonctions sin et cos sur R,

la fonction valeur absolue x — |x| sur R,

e la fonction exp sur R,

la fonction In sur |0, 4o00].

Proposition 4.1 Soient f,g: 1 — R deux fonctions continues en un point xo € I. Alors

A - f est continue en xy (pour tout A € IR),

f + g est continue en xy,
e f X g est continue en xy,

1
si f(xo) # 0, alors — est continue en xy.

f

Proposition 4.2 Soient f : I — R et g : J — R deuz fonctions telles que f(I) C J. Si f

est continue en un point xo € I et si g est continue en f(xg), alors go f est continue en xy.
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II1.4 Continuité en un point

4.2 Prolongement par continuité
Définition 4.3 Soit I un intervalle, xo un point de I et f: 1\ {zo} — R une fonction.

e On dit que f est prolongeable par continuité en xy si f admet une limite finie en xg.

Notons alors rli_rgm flz) =¢.

e On définit alors la fonction f: I — R en posant pour tout xz € I

f o f(ZL‘) Six%%

l st x = xy.
Alors f est continue en xq et on Uappelle le prolongement par continuité de f en xo.

1
Exemple 4.3 f(z) =xsin— et lim f(x) =0
B x r—0
Le prolongement f de f définie par

1
xsin— six #0
x

0 st x=0.

4.3 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 4.1 Soit f une fonction continue sur intervalle [a,b].

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = k.

fib)

fla)

Voici la version la plus utilisée du théoreme des valeurs intermédiaires.

Théoréme 4.2 Soit [ une fonction continue sur intervalle [a,b].

Si f(a) - f(b) <0, alors il existe ¢ €]a,b| tel que f(c) = 0.
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5 Fonctions monotones et bijections

5.1 Rappels : injection, surjection, bijection

Définition 5.1 Soit f : E — F une fonction, ou E et F sont des parties de R.
e f estinjective siVr, 2’ € E f(x) = f(2)) = x=1';
e f est surjective siVy € F Jx € E y= f(x) ;

e f est bijective si f est a la fois injective et surjective, c’est-a-dire siVy € F 3 unique x €
) ] 7 Yy q

E y=f(z).

Proposition 5.1 Si f : E — F' est une fonction bijective alors il existe une unique applica-
tion g : F' — FE telle que go f =idg et fog=1idr. La fonction g est la bijection réciproque
de f et se note f~1.

5.2 Fonctions monotones et bijections

Lemme 5.1 Soit f: I — R une fonction définie sur un intervalle I de R.

Si [ est strictement monotone sur I, alors f est injective sur I.

Preuve 5.1 Soient x,2' € I tels que f(z) = f(2'). Montrons que x = 2.
par la contraposition x # ' = f(z) # f(z')
Si on avait x < &, alors on aurait nécessairement f(x) < f(z') ou f(x) > f(a'), suivant

que f est strictement croissante, ou strictement décroissante.

Voici un théoreme tres utilisé dans la pratique pour montrer qu’'une fonction est bijective.

Théoréme 5.1 (Théoréme de la bijection) Soit f: I — R une fonction définie sur un

intervalle I de R. Si f est continue et strictement monotone sur I, alors
1. f établit une bijection de l’intervalle I dans l'intervalle image J = f(I),

2. la fonction réciproque f=':J — I est continue et strictement monotone sur J et elle

a le méme sens de variation que f.

3. les graphes des fonctions f et f~1 sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice

y=2x.
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£ e
f
4= fI)
T x
Exemple 5.1
| —00,0] — [0, +00] [0, +oo[— [0, +o0[

Ji: 5 et fo: )
T Tz

On remarque que f(] —00,0]) = f([0,+00[) = [0, +00[. D’apres le théoréme précédent, les
fonctions fi et fo sont des bijections. Déterminons leurs fonctions réciproques

frt [0, +oo[=] —00,0] et fo': [0, +oo[— [0, 4oc[. Soient deuz réels x et y tels que y > 0.
Alors

y=flz) &y=2a

Sr=\y ou x=-—/y,
c’est-a-dire y admet (au plus) deuz antécédents, l'un dans [0,4o00[ et l'autre dans | — 0o, 0].

Et donc f{'(y) = —/y et f3'(y) = \/y. On vérifie bien que chacune des deux fonctions f

et fo a le méme sens de variation que sa réciproque.

fa
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6 Dérivée
6.1 Dérivée en un point

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction. Soit g € I.

W a une limite finie
0

Définition 6.1 f est dérivable en xq si le taur d’accroissement
lorsque x tend vers xg.

La limite s’appelle alors le nombre dérivé de f en xqy et est noté f'(xq). Ainsi

f/(x[)) — lim f(l’) — f(IO)

T—rT0 xr — xo

Remarque 6.1 Autre écriture de la dérivée.

f(wo + 1) = f(xo)
h

o [ est dérivable en xq si et seulement si }llin% existe et est finie.
—)

Définition 6.2 f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point xo € I.

La fonction x — f'(x) est la fonction dérivée de f, elle se note f' ou %.

Exemple 6.1 La fonction définie par f(x) = x* est dérivable en tout point xo € R. En effet

f@) = flao) 2 —af  (@—zo)letm) oo
T — T T — T — o T—x0

On a méme montré que le nombre dérivé de f en xy est 2xg, autrement dit : f'(x) = 2x.

Définition 6.3 e [ est dérivable a droite en xq, si ILmO J(@) = fo) = fa(o)
o [ est dérivable a gauche en xg, si lim ) = f(wo) = fy(20)

e f estdérivable en xy <= f est dérivable d droite et a gauche en xq et f'(xg) = fi(xo) =

fo(20)
Proposition 6.1 Soit I un intervalle ouvert, xo € I et soit f: I — R une fonction.
e Si f est dérivable en xy alors [ est continue en xy.
e Si f est dérivable sur I alors f est continue sur I.
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I11.6 Dérivée

Remarque 6.2 La réciproque est fausse : par exemple, la fonction valeur absolue est con-

tinue en 0 mais n’est pas dérivable en 0.

En effet, le taux d’accroissement de f(x) = |x| en xg = 0 vérifie :

f(x) = f(0) |z +1 stz >0
z—0 x -1 six<0

Il y a bien une limite a droite ( f3(0) = +1), une limite d gauche (f,(0) = —1) mais elles
ne sont pas égales : il n’y a pas de limite en 0. Ainsi f n’est pas dérivable en x = 0.
Cela se lit aussi sur le dessin, il y a une demi-tangente a droite, une demi-tangente a gauche,

mais elles ont des directions différentes.

Proposition 6.2 Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables sur I. Alors pour tout x € I

o (f+9)(x)=f(z)+d(x)

(Af)(x) = Af'(x) ou A est un réel fixé
o (fxg)(@)=[(x)g(x) + f(z)g(x)
o (1) (@)= ~4C (si f(z) #0)

Remarque 6.3 Il est plus facile de mémoriser les égalités de fonctions :

(f+9)=/"+g ) =A"  (fxg9)=fg+/]g

(f)' _f9-1d
g 9>
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Preuve 6.1 Prouvons par exemple (f x g) = f'g+ fg'.

Fizons xq € I. Nous allons réécrire le taux d’accroissement de f(x) x g(z):

f(@)g(x) — f(xo)g(xo)  flw) — f(fvo)g(x) N g(r) — g(fvo)f(xo)

T — X9 T — 2o T — X9

— f'(x0)g(x0) + ¢’ (20) f (o).

T—x0

6.2 Dérivée de fonctions usuelles

u représente une fonction x — u(x).

Fonction Dérivée Fonction Dérivée
" nz" ' (n€Z) u” nu'u"'  (n €Z)
1 _ 1 1 _u
T 2 u u2
1.1 1
\/E ) ﬁ \/a 2 \/ﬂ
z* ar® !t (a €R) u® av'u*t (e €R)
e ev et u'e?
!
Inx 1 Inu w
X U
COS & —sinx COS U —u' sinu
sin z COS T sin u u' cosu
2, 1 / 2 _
tan x I +tan®sr = - tan u u'(1 4+ tan®u) = 5

6.3 Composition

Proposition 6.3 Si f est dérivable en xq et g est dérivable en f(xy) alors go f est dérivable

en xg de dérivée :

(90 f) (@) = g'(f(x0)) - f'(o)

Preuve 6.2

go flw) = go f(xg) _9U/@) = 9(f@0)) 1)~ flxo)
x — Xg f(z) — f(xo) T — X

T—T0
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I11.6 Dérivée

Exemple 6.2 Calculons la dérivée de In(1+ 2?). Nous avons g(x) = In(x) avec ¢'(z) = L ;
et f(x) =1+ 2% avec f'(x) = 2x. Alors la dérivée de In(1 + z*) = go f(x) est

2
1422

(90 f) (@) =g (f@) Fa)=g(1+2%) 20 =

6.4 Dérivées successives

Soit f : I — R une fonction dérivable et soit f’ sa dérivée.
Si la fonction f’: I — R est aussi dérivable on note f” = (f’)" la dérivée seconde de f.

Plus généralement on note :

FO g0 @ gy f<n+1>:(f<n>>’

Si la dérivée n-ieme f existe on dit que f est n fois dérivable.

Si f est n fois dérivable sur I et f™ est continue sur I on dite que f est classe C™(I,R).

6.5 Théoréeme de Rolle

Théoréme 6.1 (Théoréme de Rolle) Soit f : [a,b] — R telle que
e f est continue sur |a,bl,

e f est dérivable sur |a,b],

e fla) = f(b).

Alors il existe ¢ €]a,b[ tel que f'(c) = 0.

f{a)=f(h

il existe au moins un point du graphe de f ou la tangente est horizontale.
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Chapitre III. Les fonctions réelles a une variable réelle

6.6 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 6.2 (Théoréme des accroissements finis) Soit f : [a,b] — R une fonction
continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,bl.

Alors il existe ¢ €]a, b| tel que

f(b) = fla) = f'(c) (b—a)

Preuve 6.3 Posons { = (bl); f:(a et g(x) = f(x) — 0 (x — a).
Alors g(a) = f(a), g(6) = ) — U= - (b - a) = f(a).
Par le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢'(c) = 0.
Or ¢'(z) = f'(x) — 0. Ce qui donne f'(¢) = L=

b—a

6.7 Fonction croissante et dérivée

Corollaire 6.1 Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b|.
1. Yz €la,b] f'(x) >0 <= f est croissante ;

2. Yz €la, b f'(x) <0 f est décroissante ;

4. Yz €la,b]  f'(x) >0

<~

3. Vx €]a, b fl(r)=0 <= [ est constante ;
== f est strictement croissante ;
_—

5. Vx €]a,b]  f'(x) <0

f est strictement décroissante.

Remarque 6.4 La réciproque au point (4) (et aussi au (5)) est fausse.
Par exemple la fonction x w— 3 est strictement croissante et pourtant sa dérivée s’annule

en 0.

Corollaire 6.2 (Regle de I'Hospital) Soient f,g : I — R deux fonctions dérivables et
soit xg € I.

On suppose que

e lim f(z)= lim g(x) =0,( ou 0o )

T—T0 T—rT0

Si wlggo ;;l((z; =( (eR) alors leHa:lO chéi)) = /.
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I11.6 Dérivée

Exemple 6.3 Calculer la limite en 1 de ln(i%_l

o f(x)=In(2?+2x-1), iL)Ir'} fl@) =0, f'(z) = -2t

z2+x—17

« g(x) = In(z). lim g(x) = 0, g'(x) = L,

1) 2 + 1 y 222 4+ x
- r = 4
gx) x2?2+z-1 224+x—1 2-1
Donc
o),
g(m) z—1

Dr Djebbar Samir
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Chapitre III. Les fonctions réelles a une variable réelle

Exercice 3.1

Vitar—+1—x

T

=1

1. Démontrer que lim
x—0

V1+am—/1—am
" '

2. Soient m, n des entiers positifs. Etudier lir%
z—

1 1
3. Démontrer que lin%) —(Vi+zr+22-1)=_.

z—0 2

Exercice 3.2

Etudier la continuité de f la fonction réelle a valeurs réelles définie par f(z) = (sinx)/x si

x#0et f(0)=1.

Exercice 3.3
Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité sur R ?

a) f(x):sinxsin(l); b) f(x):llnﬂ;

T T 2

Exercice 3.4

Déterminer les domaines de définition des fonctions suivantes

f(x):,/ifgi; o(2) = VP =22 =5 h(z)=In(dz+3)
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I11.6 Dérivée

Exercice 3.5

Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes :

f1(x):m2cosi sixz#£0 f1(0) = 0;

fa(x) :sin$sin; six#0  fo(0) = 0;
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Chapitre IV

Vous connaissez déja des fonctions classiques :

s’agit d’ajouter a notre catalogue de nouvelles fonctions :

arctan, Argch, Argsh, Argth.

1 Fonctions trigonométriques

1.1 Les fonctions sinus et cosinus

Fonctions élémentaires

exp, In, cos, sin, tan. Dans ce chapitre il

cosh, sinh, tanh, arccos, arcsin,

Fonction | Domaine de définition | Parité | Période | Continuité | La dérivée
sin x R impaire 21 sur R cos T
cos T R paire 2m sur R —sinx

La relation fondamentale en trigonométrique est :

cos’z +sin?x = I,VxGRI

Formule d’addition Va,b € R on a :

42

sin(a 4+ b) = sinacosb + sinbcosa
sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa
cos(a+b) = cosacosb — sinasinb
cos(a — b) = cosacosb+ sinasinb
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IV.1 Fonctions trigonométriques

Formule de duplication Vx € R on a :

sin2x = 2sinx cosx

2 2

cos2r = cos’x —sin’x = —1+2cos’x =1 — 2sin’x

variations

les fonctions sinus et cosinus sont continues et dérivables sur tout R. Comme elles sont
périodiques, de période 27, on peut restreindre le domaine de I’étude a I'intervalle de longueur

27, par exemple [—7, 7].

période

1.2 Les fonctions tangent et cotangente

Définition 1.1 % On appelle tangente la fonction tan (ou tg ) définie par :

sin x

T — tanx = ,VxER—A,oz‘LA:{g—i—lmﬂkEZ}.

COS X

* On appelle cotangente la fonction cot définie par :

x> cotar = % Yy e R—B, ou B = {kr | k € Z}.

S T

Pour tout x € R — (AU B), on a 'éalité : cotz = p——
anx

Dérivées-Variations

Les fonctions tangente et cotangente sont continues et dérivable sur leurs domaines se défi-

nition et 'on a :

VeeR— A tan’ x = <« tan’z = 1 + tan’z

cos? x

VteR—-B cot/ x =

—— <= cot'z = —(1 + cot? )
sin”
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Chapitre IV. Fonctions élémentaires

Les deux fonctions étant périodiques de période m, on peut donc restreindre le domaine de
I’étude a un intervalle de longueur 7, par exemple }_7”, g{ pour la tangente et |0, 7| pour la

cotangente.

+1

=

o

e

période

2 Les fonctions trigonométriques réciproques

2.1 Arccosinus

Considérons la fonction cosinus cos : R — [—1, 1],  — cos z.
Pour obtenir une bijection a partir de cette fonction, il faut considérer la restriction de
cosinus a 'intervalle [0, 7]. Sur cet intervalle la fonction cosinus est continue et strictement

décroissante, donc la restriction
cos : [0, 7] — [—1,1]
est une bijection. Sa fonction ( bijection ) réciproque est la fonction arccosinus :

arccos : [—1,1] — [0, 7]
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IV.2 Les fonctions trigonométriques réciproques

On a donc, par définition de la fonction réciproque :

cos (arccos(x)) =z Voe[-1,1]
arccos (cos(x)) =z Vre|0,n]

Autrement dit :

Si xe€[0,7] cos(x) =y <= x = arccosy

la dérivée de arccos :

arccos' (1) = ———— V€] —1,1]

Preuve 2.1 On démarre de l’égalité cos(arccosx) = x que l’on dérive :

cos(arccosx) = x

= — arccos'(z) X sin(arccosr) = 1
—1

= arccos' (7)) = ————

sin(arccos )

—1

= arccos'(z) = (%)

\/ 1 — cos?(arccos x)

—1

= arccos'(x) =

V1—a?

Le point crucial () se justifie ainsi : on démarre de [’égalité cos®* a+sin® a = 1, en substitu-

ant o = arccos z on obtient cos?(arccos z) + sin?(arccos x) = 1 donc 2% + sin?(arccos ) = 1.
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Chapitre IV. Fonctions élémentaires

On en déduit : sin(arccos z) = +v/1 — 22 (avec le signe + car arccosx € [0, 7], et donc on a

sin(arccosz) > 0).

2.2 Arcsinus

La restriction
sin : [-5,+5] = [-1,1]
est une bijection.

Sa fonction réciproque est la fonction arcsinus:

arcsin : [—1,1] — [-5,+5]

e
]
A

e e —— —————
P A

sin (arcsin(:z:)) =z Vrel[-1,1]
arcsin (sin(x)) =z Vrel[-F,+5]
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IV.2 Les fonctions trigonométriques réciproques

2.3 Arctangente

La restriction

tan:] — 7, +5[— R

s
2
est une bijection.

Sa fonction réciproque est la fonction arctangente :

arctan : R —] — 2, +7]

tanx

(&1
e 4 ______TTTT—

e e e — = =

|
=E

arctanx

1
arctan’(z) = T2 VreR
T
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Chapitre IV. Fonctions élémentaires

3 Logarithme et exponentielle

3.1 Logarithme

Proposition 3.1 Il existe une unique fonction, notée In :]0, +oo[— R telle que :

1
In'(z) = (pour tout x > 0) et In(1) = 0.
x
De plus cette fonction vérifie (pour tout a,b > 0) :
1. In(a x b) =Ina+ Inb,
2. In(1) = —Ina,
3. In(a™) = nlna, (pour tout n € N)

4. In est une fonction continue, strictement croissante et définit une bijection de ]0, +o00|

sur R.

Remarque 3.1 Inx s’appelle le logarithme naturel ou aussi logarithme néperien

3.2 Exponentielle

Définition 3.1 La fonction réciproque de In :]0,4+o00]— R s’appelle la fonction exponen-
tielle, notée exp : R —]0, +o0[.

y y=expx
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IV.4 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

Pour x € R on note aussi e* pour exp .

Proposition 3.2 La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes :

exp(lnz) =z pour tout x > 0 ) In(exp z) = = pour tout x € R
o €

e exp(a+b) = exp(a) x exp(b)
e exp(nz) = (expz)”

e exp: R —]0, +oo[ est une fonction continue, strictement croissante vérifiant lim expx =
T—r—00

0 et lim exp = +o0.
T—>+00

e La fonction exponentielle est dérivable et exp’ x = exp x, pour tout x € R.

4 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

4.1 Cosinus hyperbolique et son inverse

Pour z € R, le cosinus hyperbolique est :

xT —x
coshx = % I

La restriction cosh : [0, +o00[— [1, +00[ est une bijection.

Sa fonction réciproque est Argch : [1,+00[— [0, 4+o00[.( Argument cosinus hyperbolique )

v= &rgshr

v= argchx
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Chapitre IV. Fonctions élémentaires

4.2 Sinus hyperbolique et son inverse

Pour x € R, le sinus hyperbolique est :

sinh : R — R est une fonction continue, dérivable, strictement croissante vérifiant lim sinhx =

T—r—00

—oo et lim sinhx = +o00, ¢’est donc une bijection.

T——+00

la fonction réciproque est Argsh : R — R.( Argument sinus hyperbolique )

Proposition 4.1 e cosh’z —sinh?z =1

50

cosh’ z = sinh z, sinh’ z = cosh z
Argsh : R — R est strictement croissante et continue.

Argsh est dérivable et Argsh' x = ———

Va24+1l®
Argsh x = In (:r; + Va2 + 1)

Preuve 4.1

cosh? z —sinh? z = i[(eane"”)z—(e‘”—e*x)ﬂ = i[(62x+2+e’2m)—(62‘”—2—#6’2”)] =1.

d _ deée®+e ™ _ ef—e T _
(coshr) = 25— = “=— =sinhx.

Car c’est la réciproque de sinh.

Comme la fonction x + sinh’x ne s’annule pas sur R alors la fonction Argsh est

dérivable sur R. On calcule la dérivée par dérivation de I’égalité sinh(Argsh x) = x :

1 1 1
Argsh’ x = = =
cosh(Argsh x) \/sinhQ(Argsh z)+1  Vat+l

Notons f(x) =1n (:p + Va2 + 1) alors

1+ ———
f(x) = l = Argsh'

Comme de plus f(0) = In(1) = 0 et Argsh0 = 0 (car sinh0 = 0), on en déduit que
pour tout x € R, f(x) = Argsh x.
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IV.4 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

4.3 Tangente hyperbolique et son inverse

Par définition la tangente hyperbolique est :

sinh z

tanh z =
cosh x

La fonction tanh : R —] — 1, 1] est une bijection, on note Argth :] —1,1]— R sa fonction

réciproque.

¥
v=argthx

|
-
=
=

B

4.4 'Trigonométrie hyperbolique

cosh?z — sinh?x = 1

cosh(a + b) = cosha - coshb + sinh a - sinh b

cosh(2a) = cosh®a + sinh® @ = 2 cosh’a — 1 = 1 + 2 sinh®q

sinh(a + b) = sinha - cosh b+ sinh b - cosh a

sinh(2a) = 2 sinha - cosha

tanh a + tanh b
tanh b) =
anh(a + b) 1+ tanha - tanhb
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Chapitre IV. Fonctions élémentaires

cosh’ z = sinh x

sinh’ = cosh x

1
tanh’z = 1 — tanh?z = 5
cosh” z
Argeh’ x = ! 1
rgeh’ x = ——— (x >1)
, 1
Argsh’ x =
x2 41
Argth’ x = T (Jz| < 1)

Argchlen(x—i-\/x2—1) (x>1)

Argshx = In (:U—l—\/a:2—|—1) (x € R)
1+
1—=z

1
Argtha::2ln< ) (—-l<z<1)
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IV.4 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

Exercice 4.1

Ecrire sous forme d’expression algébrique

sin(arccosx), cos(arcsinx).

Exercice 4.2

Résoudre les équation suivantes :

2
arcsin x = arcsin = + arcsin —, arccosx = 2arccos 7

Exercice 4.3
Vérifier

. T 1 T
arcsin x 4 arccosz = BL arctan x + arctan — = Sgn(a:)g.
x

( sgn(x) : Signe de x , positive ou négative )
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Solutions Des Exercices

Exercices du Chapitre I

Exercice 1.1

(a) est fausse. Car sa négation qui est Vo € R Jy € Rz + y < 0 est vraie. Etant
donné x € R il existe toujours un y € R tel que z+y < 0, par exemple on peut prendre

y=—(r+1etalorsz+y=0r—0—-1=-1<0.

. (b) est vraie, pour un x donné, on peut prendre (par exemple) y = —z + 1 et alors

x+y=1>0. Lanégation de (b) est Ir e RVy e R z+y <0.

(c): Ve e RVYy e R x+y > 0 est fausse, par exemple z = —1, y = 0. La négation
est reRJIdyeRz+y <0.

(d) est vraie, on peut prendre x = —1. La négation est: Ve e R Jy e R ¢? < z.

Exercice 1.2

1. —

2. =
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Exercices du Chapitre 11

Exercice 1.3

Rédigeons la deuxiéme égalité. Soit P,,, n € N* I'assertion suivante:

@) E": 12 n(n + 1)6(2n + 1).
k=1

o Py est vraie (1 =1).
« Etant donné n € N* supposons que P, soit vraie. Alors

n+1 n
S =YK+(n+1)
k=1 k=1

_ n(n + 1)6(2n + 1) 4 (TL + 1>2
n(n+1)2n+1) +6(n+1)?
6
(n+1)(n2n+1)+6(n+1))
6
(n+1)(n+2)2(n+1)+1)
6

Ce qui prouve P, ;.

« Par le principe de récurrence nous venons de montrer que P,, est vraie pour tout n € N*.

Exercices du Chapitre 11

Exercice 2.1

Nous allons démontrer ’assertion 1. de deux maniéres différentes.

1. Tout d’abord de facon “directe’. Nous supposons que A et B sont telles que AN B =
AU B. Nous devons montrer que A = B.

Pour cela étant donné x € A montrons qu’il est aussi dans B. Comme xz € A alors
reAUBdoncx € ANB (car AUB = AN B). Ainsi x € B.
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Exercices du Chapitre 11

Maintenant nous prenons x € B et le méme raisonnement implique x € A. Donc tout
élément de A est dans B et tout élément de B est dans A. Cela veut dire A = B.

2. Ensuite, comme demandé, nous le montrons par contraposition. Nous supposons que
A # B et non devons monter que AN B # AU B.

Si A # B cela veut dire qu’il existe un élément z € A\ B ou alors un élément x € B\ A.
Quitte a échanger A et B, nous supposons qu'il existe v € A\ B. Alors x € AU B
mais * ¢ AN B. Donc ANB # AU B.

Exercice 2.2

v €lp(AUB) <= 2¢ AUB
< zr¢Actar ¢B
<= elgAetzeclyB
«— € lbgANCyB.

1€lp(ANB) <= 2¢ ANB
< cv¢Aouxr ¢ B
<=z e€lgAouzrely

<= relgAUCgB.

Exercice 2.3

Montrons quelques assertions. f(AN B) C f(A)N f(B).

Siye f(ANB), il existe z € AN B tel que y = f(z), or x € A donc y = f(z) € f(A) et
de méeme = € B donc y € f(B). Douy € f(A) N f(B). Tout élément de f(AN B) est un
élément de f(A) N f(B) donc f(ANB) C f(A)N f(B).

Remarque : I'inclusion réciproque est fausse. Exercice : trouver un contre-exemple.

JTHENA) = B\ f7H(A).

56 Dr Djebbar Samir



Exercices du Chapitre 11

re fYF\A) < f(zr)eF\A
flx) ¢ A

= ad¢ fTH(A) car [THA) ={zeE/ f(z) € A}
P A N

Exercice 2.4

1. Soit z, 2/, 2" des complexes quelconques.

e Reflexivité : 2Rz car |z| = |z|.
e Symétrie : 2Rz = 2/Rz car |z| = || et donc |2/] = |z|.
e Transitivité : zRz' et 2’Rz" alors |z| = || = |2”| donc zRz2".

2. La classe d’équivalence d'un point z € C est I’ensemble des complexes qui sont en rela-
tion avec z, i.e. 'ensemble des complexes dont le module est égal a |z|. Géométrique-

ment la classe d’équivalence de z est le cerlce € de centre 0 et de rayon |z|.

C={|ze” / 6 € R}.

Exercice 2.5
Si fog=go f alors
Ve eR fog(z)=go f(a).
Nous allons montrer que c’est faux, un contre-exemple. Prenons z = 0. Alors f o g(0) =

f(=1)=—=2,et go f(0) = g(1) =0 donc fog(0)#go f(0). Ainsi fog#go f

Exercice 2.6

1. f n’est pas injective car f(2) = = = f(5). f n’est pas surjective car y = 2 n’a pas

4 1
5 2
d’antécédent: en effet I'équation f(z) = 2 devient 2z = 2(1 + x?) soit 2> —z+1 =0
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Exercices du Chapitre III

qui n’a pas de solutions réelles.

2. f(z) =y est équivalent a I'équation yz? — 2z +y = 0. Cette équation a des solutions
si et seulement si A = 4—4y? > 0 donc il y a des solutions si et seulement si y € [—1,1].

Nous venons de montrer que f(R) est exactement [—1,1].

Exercice 2.7

e f est injective :

f@)=fly)=a"—1=y"~1
= x =4y oux,y € [1,+00[ donc x,y sont de méme signe

=T =Y.

e f est surjective : soit y € [0, 4+o00[. Nous cherchons un élément = € [1,4o00] tel que
y=f(r)=2>—1. Leréel z = /y + 1 convient !

Exercices du Chapitre 111

Exercice 3.1
Généralement pour calculer des limites faisant intervenir des sommes racines carrées, il est
utile de faire intervenir “I’expression conjuguées":

(Va-vb(/a+vbh)  a—b

Va— b= Va+ Vb T Va+ Vb

Les racines au numérateur ont “disparu" en utilisant l'identité (z — y)(x +y) = 22 — 3.
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Exercices du Chapitre 111

Appliquons ceci sur un exemple :

CVl4am— /1 —am
)
(V1I+am —/1—a2™)((V1+am+/1—2am))
(V14 am 4+ /1 —am)
IL+am—(1—a™)
(V1 + 2™+ /1 —a™)
2z™
(V14 2™+ /1 —a2™)
2™

:\/1+:pm+\/1—xm

f()

Et nous avons 5

lim
20 /T4 2™ + /1 — a™

Donc I’étude de la limite de f en 0 est la méme que celle de la fonction x +— 2™ ™.

Distinguons plusieurs pour la limite de f en 0.
e Sim >n alors 2™ " et donc f(zx) tend vers 0.
e Sim =mnalors 2™ " et f(x) vers 1.

e« Sim < nalors 2™ ™" = 1o = ﬁc avec k = n — m un exposant positif. Si k£ est pair

xnfm

alors les limites a droite et a gauche de xik sont +00. Pour k impair la limite a droite
vaut +oo et la limite a gauche vaut —oo. Conclusion pour £k = n —m > 0 pair, la
limite de f en 0 vaut 400 et pour £k =n —m > 0 impair f n’a pas de limite en 0 car

les limites a droite et a gauche ne sont pas égales.

Exercice 3.2
Soit z¢ # 0, alors la fonction f est continue en z(, car elle s’exprime sous la forme d'un
quotient de fonctions continues ou le dénominateur ne s’annule pas en xy. Reste a étudier
la continuité en 0. Mais )
. sinzx
lim
z—0

=1=f(0)

donc f est continue en 0.
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Exercices du Chapitre III

Exercice 3.3

1. La fonction en définie sur R*. Et elle est continue sur R*. Il faut déterminer un

60

prolongement par continuité en x = 0, c¢’est-a-dire savoir si f a une limite en 0.

1
limsinzsin(—) =0
z—0 €T

donc le prolongement par continuité définie par f : R — R tel que

F(2) = flz) six#0
0 six = 0.

. La fonction f est définie et continue sur R*. Etudions la situation en 0. f est la

taux d’accroissement en 0 de la fonction g(x) = In % Donc si les objets suivants

existent : la limie de f en 0 est égale a la valeur de ¢’ en 0. Calculons ¢’ sur R*:

T

T _e— _
ez—l—e’z)/ C&—  ef—e”

eCte=T T g -z’
= et +e

Quand x — 0 alors le numérateur tend vers 0 et le dénominateur vers 2, donc ¢'(x) tend
vers 0. Donc g est dérivable en 0 et ¢’(0) = 0. Donc le prolongement par continuité

définie par f : R — R tel que

Fa) = f(zx) s%x#()
0 six=0.

f est définie et continue sur R\ {—1,1}.

1 2 1+x—2 —14+x -1

f(x):1—:v_1—a72:(1—x)(1+x): (1—2)(1+x) :: (I+x)

1
27

définissons une fonction continue sur R \ {—1}. En —1 la fonction f ne peut étre

Donc f a pour limite —% quand x tend vers 1. Et donc en posant f(1) = nous

prolongée continuement, car en —1, f n’admet de limite finie.

Donc f n’admet pas un prolemngement par continuité sur R.
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Exercices du Chapitre 111

Exercice 3.4

1. 1l faut que le dénominateur ne s’annule pas donc = # g En plus il faut que le terme

sous la racine soit positif ou nul, ¢’est-a-dire (2 + 3z) x (5 — 2x) > 0, soit z € [—2, 3].
L’ensemble de définition est donc [—2, 2]

2. 1l faut 22 — 22 — 5 > 0, soit # €] — 00,1 — /6] U [1 + /6, +-00].

3. Il faut 42 + 3 > 0 soit x > —%, I’ensemble de définition étant | — %, +ool.
Exercice 3.5

1. La fonction f; est dérivable en dehors de x = 0. Pour savoir si f; est dérivable en 0
regardons le taux d’accroissement:
A = hO) 1
x—0 x
Mais z cos(1/z) tend vers 0 (si z — 0) car |cos1/z| < 1 ( ou cos1/z est bornée au
voisinage de 0 et la fonction = tend vers 0 ). Donc le taux d’accroissement tend vers
0. Donc f; est dérivable en 0 et f](0) = 0.

2. Encore une fois fo est dérivable en dehors de 0. Le taux d’accroissement en x = 0 est :

fg(x) — f2<0) _ sinz sin 1

x—0 T T

sin x
T

Nous savons que — 1 et que sin 1/z n’a pas de limite quand = — 0. Donc le taux

d’accroissement n’a pas de limite, donc fy; n’est pas dérivable en 0.
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Exercices du Chapitre III

Exercices du Chapitre IV

Exercice 4.1

1. sin?y = 1—cos?y donc siny = +1/1 — cos? y. Donc sin arccos x = ++/1 — cos? arccos r =
++/1 — 22 et comme arccosz > 0 on a sinarccosz = +v/1 — 22,

2. De la méme manieére

cosarcsin x = ++/1 — z2.

Exercice 4.2

. En prenan inu équation arcsin x = arcsin =-arcsin 2 on ient x = sin(arcsin =
1. E enant le sinus de I’équation arcs arcs g—i-acs go obtient sin(arcs g—i-

arcsin %), donc z = % cos arcsin % + % cos arcsin % En utilisant la formule cos arcsin x =

. _ 24 .3 /21 _ 8 | 321
++v/1 —22. On obtlentx—gg—l—g\/%—%—l—i% .
3

2. En prenant le cosinus de I'équation arccos x = 2arccos | on obtient x = cos(2 arccos %)

on utilise la formule cos2u = 2cos>u — 1 et on arrive & : . =2(3)? =1 = .
Exercice 4.3

1. Soit f la fonction sur [—1, 1] définie par f(z) = arcsin x 4 arccos z alors f'(z) = 0 pour

x €] —1,1[ donc f est une fonction constante sur [—1,1] Or f(0) = 7 donc pour tout

ve[-1,1], f(z)=73.

2. Soit g(x) = arctan x + arctan =, la fonction est définie sur ] — oo, 0[ et sur J0, +oo[. On
a ¢'(x) = 0 donc g est constante sur chacun des ses intervalle de définition. g(x) = ¢;

sur | — 00,0[ et g(z) = ¢z sur |0, +oo[. En calculant g(1) et g(—1) on obtient ¢; = —7%

et co = +7.
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