DESCRIPTION GEOMETRIQUE
DES SYSTEMES ARTICULES

.1 INTRODUCTION

Pour concevoir, simuler ou commander un robot on est amene, entre autre, a décrire, sous
forme d'équations mathématiques le comportement du systéme physique en question, soit ainsi
a rechercher divers modeles (modéles géométriques, cinématiques, dynamiques,...etc.)
permettant d'engendrer les mouvements du robot nécessaires pour remplir une tache dans un
environnement donné.

L'obtention de ces différents modeles n'est pas aisée, la difficulté varie selon la complexité
de la cinématique de la chaine articulée ; entrent en ligne de compte le nombre de degrés de
liberté, le type des articulations, ainsi que le type de la chaine cinématique qui peut étre ouverte
simple, arborescente ou fermée. La description que nous présentons dans le présent chapitre est
fondée sur des conventions qui permettent d’avoir la méme approche quelle que soit le type de
la structure.

1.2 POSITION - ORIENTATION ET REPERES

1.2.1 POSITION D'UN POINT

La position d'un point "P" dans un repére {R} orthonormé direct, est définie par les
coordonnées cartésiennes de ce point relativement au repere considereé.
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1.2.2 DESCRIPTION D'UNE ORIENTATION

Etant donné deux reperes {Ra} et {Rs} orthonormés directs, on définit la matrice

d'orientation AliB du repére {Rs} par rapport au repere {Ra} par:
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Ou "Xg, Yy et "z, désignent respectivement les cosinus directeurs des vecteurs

unitaires Xz ,Ys et z; durepere {Rg}exprimés dans le repere {Ra}.

La matrice ARB est orthogonale, ainsi sa matrice inverse est égale a la matrice transposée.
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("R )" = ("R, ) (3.3)
Ses éléments représentent les cosinus directeurs d'orientation. Elle ne contient que trois
paramétres indépendants (I'un des vecteurs *x, , "y, ou "z, sedéduit du produit vectoriel

des deux autres; par exemple *Xx,="y A%z, ; en outre le produit scalaire “xg * "y, est

nul et les normes de *x, etde”y, sontégalesa 1).

1.2.3 DESCRIPTION D'UN REPERE

Etant donnés deux repéres {Ra} et {Rs}; la description de {Rs} relativement a {Ra} est définie
par la matrice d'orientation du repére {Rs} par rapport au repére {Ra} et la position de I'origine
du repere {Rs} exprimée dans le repére {Ra}.

Ro)={"Ry ., "P, | Avec "P,=AB (3.4)

Exemmet: (6, za)

{Ra} {Rs}

Cos(9) —-Sin(#) 0 0
"R, =| Sin(6) Cos(6) 0| ; “P,=AB=|0
0 0o 1 0

Donc, la description de {Rg} relativement a {Ra} est définie par :

Cos(@) -sin(@) 0] [0
{Ry}=1|Sin(@) Cos(@) 0], |0
0 o 1| |0

1.2.4 TRANSFORMATIONS HOMOGENES



Etant donné deux repéres {Ra} et {Rs} de méme base (x, y, z), ayant comme origines, les
deux points A et B respectivement.
P,

b z
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La position d’un point P dans l'espace est définie par :
_XA_
Ap. = -
p =|Ya | : Position de P dans {Ra}.
L2 ]
_XB_
Bp. = -
p =| Ys | : Position de P dans {Rs}.
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Delarelation: AP =AB+BP = |y, | =|P, |+|ys| = "P.="P,+°P, (3.5)
ZA Pz ZB
Sous forme matricielle :
X 1 0 0 P Xg
Ya| |01 0 P| |Ve -
= * Ap _A B
z, 001 P z, ou Po="Ty*"P, (3.6)
1 0 00 1 1
1 0 0 P
s |01 0 PR . . , . .
Tg = 00 1 P : dite matrice de transformation homogéne d’une translation
0 00 1

pure.

1.2.5 ROTATION PURE

Etant donné deux repéres {Ra} et {Rs}de méme origine (A = B = O) et de bases différentes:
(XA YA ,ZA) pour le repere {Ra} et (XB ' Yg ,ZB) pour le repere {Rs}.
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La description de {Rs} relativement a {Ra} est définie par: {R,}= {Aﬁs , APB}

La position d’un point P dans I'espace est définie par :

A Po =|Ya| : Position de P dans {Ra}.

B
Pe =| Y& | : Position de P dans {Rs}.

XA r11 rlZ rl3 XB -
Ya| =T T Tn|* Ve = "P,="Ry*°P, (3.7)
ZA r31 r-32 r33 ZB
XA r11 rlZ r13 0 XB
o Ya _ n T T O " Ye A A= B
Et on peut aussi écrire : z, h, f, M 0 |z, = Po="Tg*" P, (3.8)
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La matrice " Ty = dite matrice de transformation homogéne d’une
r‘31 r32 r33 O
0O 0 0 1

rotation pure.

1.2.6 TRANSFORMATION DES REPERES (TRANSLATION + ROTATION)

Une transformation quelconque, de rotation et/ou de translation, appliquée au repeére
{Ra}, qui lI'amene sur le repére {Rs}, est définie par la matrice A'I?B, appelée matrice de
transformation homogéne
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La matrice A'FB représente la transformation permettant de passer du repere {Ra} au
repére {Rg}, cette matrice permet d’exprimer dans {Ra} les coordonnées d’un point (d’un

vecteur) donné dans {Rs}. from
Exemple Soient les deux repéres {Ra} et {Re} suivants: | B Ve
Ona Za 28 Yxg
AL YA 3
0 1 0 0 1] e
AXB:O ,AszletAzB_o :>A§B=0 1 0 Byl KA e,
-1 0 ~1.0 0
3 3
AB=|8| = "P, =8
4 4

Un point P de coordonnées (-1, 3, 2) relativement a {Rs}. Ces coordonnées par rapport au
repere {Ra} sont obtenues par :

0O 01 3
- ~ 0O 1 0 8
AP, =T *®P, avec "T, =

P B P B _1 0 0 4
0 0 0 1

0O 01 3|-1 5 5

A 0O 1 0 8| 3 11 —
= Pe = = onadonc AP=|11
-1 0 0 4| 2 5 5
0O 0 0 1|1

1.2.7 TRANSFORMATIONS COMPOSEES

Etant donné k+1 reperes {Ro }, {R1 }, {R2 },......{Rk } dans I'espace, et i'Fj la matrice de

transformation homogéne permettant de passer du repere {R;}au repere{R; }.



Si le repére {Ro } subit k transformations consécutives et si la i*™ transformation (i =1,k)

est définie par rapport au repere courant {R ;.1} alors, la transformation OfK peut étre déduite

de la composition des multiplications a droite de ces transformations :

o, =T T2, T,

Ou: 0:I:K ={

Avec {ORK:OR1*1R2*2R3 ...... IR,

OPK :0P1+0§1 * (1P2+l§2 * (2 PS to +K_2§K—l *(K_lpK )))

(3.10)

(3.11)



