Partie2. Statistique inférentielle

La statistique inférentielle ou statistique de la décision, nous permet a partir de 1’analyse
d’un certain nombre d’échantillons de tirer des conclusions sur la structure de la population
entiere.

La statistique descriptive est I'ensemble des méthodes et techniques mathématiques
permettant de présenter, décrire, résumer les données.

L'interprétation des résumés obtenus, leur extrapolation éventuelle a un ensemble plus
vaste (la population entiére), et leur utilisation pour prendre des décisions constituent un autre
domaine de la statistique : C'est la statistique inférentielle.

Cette partie de la statistique qui, contrairement a la statistique descriptive, ne se contente
pas de décrire des observations, mais extrapole les constatations faites sur un ensemble restreint
a un ensemble plus vaste, permet de tester des hypotheses sur cet ensemble, et de prendre des

décisions le concernant.

1. Méthodes statistiques relatives aux moyennes
L’ensemble des méthodes que nous exposerons sur les moyennes supposent que les
conditions suivantes sont satisfaites :
- Normalité des populations parentes,
- Caractére aléatoire et simple des échantillons extraits,
- En plus pour certains tests, I’égalité des variances des populations parentes.

La premiére condition n’est pas indispensable pour les grands effectifs (N > 30).

1.1. Intervalle de confiance et test de conformité d’une moyenne
1.1.1. Intervalle de confiance

- Dans le cas ou la variance de la population parente est connue, les limites de confiance de la
moyenne X estimée sont :
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X : La moyenne de la population.

Xi

: La moyenne calculée de 1’échantillon
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- Ecart type de la population

>

: La taille de I’échantillon



o peut prendre habituellement la valeur (0.05, 0.01 ou 0.001). py_g/, est tirée a partir de la

table de la distribution normale réduite.
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- Dans le cas ou la variance de la population parente est inconnue, alors il faut I’estimer
et ceci provoque 1’¢largissement de I’intervalle de confiance. Cet élargissement est obtenu pour

un degré de confiance (1- a) en remplagant la valeur y,_q/, de la distribution normale par la

valeur t;_,/, de ladistribution de Student a (n — 1) degrés de liberté. Les limites de confiance

de la moyenne X estimée sont ainsi :

o _ - s
X=2tt o2y

S représente 1’écart type estimé (de la population) et t;_,/, esttirée a partir de la table de la
distribution de Student pour (n — 1) ddl.
En pratique cette formule est remplacée par :

v - SCE
X =X + tl—ot/Z m

Lorsque n est supérieur ou égale a 30 et a = 0.05

< SCE
nn-1)

1.1.2. Test de conformité

Le test de conformité d’une moyenne a pour but de Vérifier si la moyenne * d’une
population est ou n’est pas égale a une valeur donnée Xo. On rejette I’hypothése d’égalité  (
¥ = ¥o) lorsque la moyenne observée est trop différente de la valeur théorique.

Le test est réalise en calculant la valeur suivante :

¢ _ R = Xyl
obs. SCE

n(n-1)



¥ : Lamoyenne de 1’échantillon.
SCE : Somme des carrés des écarts de I’échantillon.
n : Taille de 1’échantillon.

On rejette ’hypothése HO : X = Xo i tops. > t;_q/» pour (n-1) ddl. et ’accepter si tops <
ti1_q/2 pour (n-1) ddl.

Application : Reprenons les données de la teneur moyenne en acide ascorbique de la boisson

N’gaous.
Tableau : Teneur en vitamine C de la boisson Ngaous
79 86 105 96 99 90 100 97 106
98 100 114 87 94 98 90 110 92

% =96.72 $=851 S2=7242 SCE=1303.61 n=18
Si on suppose que les teneurs ont été déterminées au hasard et indépendamment I’une
de I’autre (échantillonnage aléatoire et simple), et si on admet que la distribution des teneurs
est normale, alors :
- les limites de confiance de la moyenne de la population sont pour o = 0.05 :
< SCE

- o 1303.61
X=Xt tigp oos = X=9672% 211 [T

=06.72 £4.35.

On souhaite verifier si cette boisson appartient a un type donné, dont la teneur moyenne en
acide ascorbique est de 100 mg/I.

L’hypotheése a vérifier (hypothése nulle) : HO : ¥ = % = 100 mg/I.

X — oyl — [96.72-100| — 3.28 _
tope = | ol = | | =328 = 1 59
. SCE 1303.61 2.06
n(n-1) 18(17)

tl—()(/z ((X = 005) = t0.975: 211
tobs.< tog7s donc HO est acceptée au seuil de signification a = 0.05.
Donc la boisson N’gaous appartient au méme type de boisson que celle présentant une

teneur moyenne en vitamine C de 100mg/I.



1.2. Test de signification d’une différence de deux moyennes : échantillons

indépendants
Le fait que les variances soient inconnues provoque, comme pour l’intervalle de
confiance, dans la comparaison de deux moyennes, 1’introduction d’une valeur estimée des

variances et le remplacement de la distribution normale par la distribution t de Student.

1.2.1. Populations de méme variance
En supposant satisfaites les conditions générales (Populations normales et Echantillons
aléatoires et simples), alors nous pouvons tester 1’hypothese nulle suivante :

HO : ;= ¥ en calculant la quantité suivante :

t —_ | El_ E2|
obs. SCE1+SCEZ1 1,
ni+nzx—2 Mq np

On rejette I’hypothése HO © X1 = X3 Sitops >ty_o/, POUr (1 + n, — 2) ddl. et I’accepter si
tobs.< ti—q/2 POUr (ny + n, — 2) ddl. ny

Ce test est appelé test t de Student ou de Student-Fisher.

Lorsque les deux échantillons sont de méme effectif (n), la condition relative a 1’égalité des
variances n’est pas nécessaire et I’expression précédente devient :

¥,- %
tops. = 1527 P2l o1 nombre de degrés de liberté est de 2(n — 1).

Jm
n(n-1)
Dans ces conditions, le test de Student est qualifié de « Robuste »

D’autre part, lorsque I’effectif total (n1 + nz)est suffisamment élevé (de I’ordre de 30 au
moins), on peut remplacer t; _,, par lavaleur correspondante p,_, de la distribution normale
réduite, I’hypothese de normalité des populations parentes est alors d’importance secondaire.
Quand on rejette I’hypothése nulle d’égalité des deux moyennes, nous pouvons calculer
I’intervalle de confiance de la différence ¥1- X,

- Cas des effectifs différents :

SCE1+SCE2 - 1 1

]

n{+ n2—2 nq n,

(F1- %) 2ty g2 \/

- Cas des effectifs égaux :

(E = ) +1 SCE1+SCE?2
17 %2/ = -a/2 n(n-1)



Application : Deux méthodes sont utilisées pour doser 1’azote d’échantillons biologiques. La
mesure est répétée 14 fois avec la méthode A et 20 fois avec la méthode B. Les résultats sont

les suivants :

Méthode |39 |39 |40 |41 |42 |44 |45 |41 | 46|46 |40 |41 |43 |44
A

Méthode | 40 | 41 |42 |43 |41 |45 |44 | 42 |43 |43 |44 |42 | 42 |39 |41 | 46 |43 |44 |42 | 41
B

Question : les deux méthodes sont — elles d’une précision équivalente sachant que les
échantillons sont aléatoires et simples et les populations meres normales et de méme variance
(a=0.05).

+ Hypothese nulle (HO) : 1= ¥
+ Réalisation des calculs :

Méthode A Méthode B
ng=14 n2 =20
X1=42.24 Xp=42.40
SCE; =78.33 SCE2 =54.80

¢ _ | ¥1— X5 _ _M224-4240] _ 016 _ .,
obs. \/SCE1+SCE2 N \/78.33+54.80r1 L1 416(0.12) '

ni+ny—2 [Tl1'n2 14+20-2 14 ' 20

+ Comparaison : U;_gq/, (0= 0.05) = 1.96
tobs.< Ui—a/2 = HO est acceptée

+ Conclusion : Les deux méthodes sont aussi précises 1’une que 1’autre au seuil o = 0.05.

1.3. Test de signification d’une différence de deux moyennes : échantillons

associes

Un autre cas important de comparaison de moyennes est relatif aux échantillons dont
les individus sont associés par paires ou par couples. Ce cas se présente, par exemple, quand on
compare deux méthodes de mesure en soumettant a ces deux méthodes les mémes individus,
tirés d’une population donnée. A chacune des méthodes correspond alors une population de
mesures, mais les populations et les échantillons extraits ne sont pas indépendants.

Pour tester 1’égalité des moyennes, on doit alors considérer la population des différences
et vérifier la nullité de sa moyenne. On remplace alors le test d’égalité de deux moyennes par

un test de conformité d’une moyenne.



Les conditions d’application du test sont :
- Caractére aléatoire et simple de 1’échantillon
- Normalité de la population des différences.
Le test se réalise comme suit :
On pose I’hypothése nulle : (H0): d =0

On calcule les différences :

E: E> Différences (di)
X11 X21 X11- Xo1=d1
X12 X22 X12- X22=d>
Xin X2n X1in- Xon=On

On calcule la quantité suivante :
|d|
Lobs. =
. SCEd

n(n—-1)
On rejette I’hypothése HO : (d =0) si typs > t1—q,2 Pour (n—1) ddl.
et I’accepter si tops < ty_q 2 pour (n—1) ddl.
Ce test est appelé test de Student par couples.

Quand on rejette I’hypothése de nullité de la moyenne des différences, nous pouvons calculer

I’intervalle de confiance de la différence.

SCEd
n(n—-1)

o |

g2

Dans le cas ou les conditions d’application ne sont pas satisfaites, la normalisation de la
distribution par une transformation de la variable mesurée est indispensable. Si la
transformation ne donne pas un résultat, on s’oriente alors vers les méthodes de la statistique
non paramétrique : test de Wilcoxon pour échantillons associés, test de Page, test des signes
etc...
Application

La quantité de bactéries par cm? de lait provenant de 12 vaches différentes tirées d’une
maniere aléatoire et simple est estimée juste apres la traite et 24 heures plus tard. La population

des différences suit une loi de distribution normale.



Vache n° Juste apreés la traite 24 h aprés la traite

1 12000 14000
2 13000 15000
3 21000 20000
4 17000 22000
5 15000 18000
6 22000 25000
7 11000 11000
8 18000 15000
9 17000 19000
10 23000 20000
11 30000 34000
12 21000 29000

Question : existe-t-il un accroissement significatif du nombre de bactéries par cm? de lait au
cours du temps (a = 0.05)?
Nous avons des données quantitatives associees et P=2, donc nous nous orientons vers le test
de Student pour données associées dans le cas ou toutes les conditions d’application sont
satisfaites.
+ Conditions d’application :
- Echantillon aléatoire et simple.
- Population des différences obéissant a la loi normale = le test de Student pour
échantillons associés peut s’appliquer.
+ Hypothése nulle (H0) : d =0
Calculons la population des différences :

Vache n®  Juste apres latraite 24 h aprés latraite  Population des différences

1 12000 14000 - 2000
2 13000 15000 - 2000
3 21000 20000 + 1000
4 17000 22000 - 5000
5 15000 18000 - 3000
6 22000 25000 - 3000
7 11000 11000 0

8 18000 15000 + 3000
9 17000 19000 - 2000
10 23000 20000 + 3000
11 30000 34000 - 4000
12 21000 29000 - 8000

d=-183333 SCE = 113666666.7



|d| _  ]1833.33] _ 1833.33 _

Lobs. = SCEd  [113666666.7  927.96 1.97
n(n-1) 12 (11)
+ Comparons la valeur t,,g a la valeur théorique t;_q,, pour 11 ddl et a=0.05

too7s (11) = 2.201 tobs. < tog7s = HO est acceptée
+ Conclusion : Non, il n’y a pas d’accroissement significatif du nombre de bactéries par cm® de

lait au cours du temps au risque de commettre une erreur de 5%.
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A. TABLES DE LA DISTRIBUTION NORMALE REDUITE (suite)

A.2. Fonction de répartition

&(u) = ¢ \/lf;r

e—v*/2 du pour u = 0(0,01)3,99.

u 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0.06 0,07 0,08 0,09
A

0,0 | 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 |0,5239 0,5279 0,5319  0,5359
0,1 |0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 [0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 |0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 [0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 |0,6179 06217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 [0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 | 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 | 0,6772 0,6808 0,6844  0,6879

0,5 | 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 |0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 | 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 | 0,7454 0,7486 0,7517  0,7549
0,7 10,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7703  0,7734 |0,7764 0,7794 0,7823  0,7852
0,8 | 0,7881 0,7910 0,7939 07967 0,7995 0,8023 | 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 | 0,8159 0,818 0,822 0,8238 0,8264 0,8289 [0,8315 0,8340 10,8365 0,8389

1,0 | 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 [0,8554 0,8577 0,8599  0,8621
1,1 [0,8643 08665 0,868 08708 0,8729 0,8749 | 08770 0,8790 0,8810  0,8830
1,2 |0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 | 0,8962 0,8980 0,8997  0,90147
1,3 | 0,90320 0,90490 0,90658 090824 0,909838 0,91149 | 0,91309 0,91466 0,91621 0,91774
1,4 |0,91924 092073 0,92220 0,92364 0,92507 0,92647 | 0,92785 0,92922 0,93056 0,93189

1,5 1 0,93319 0,93448 0,93574 0,93699 0,93822 0,93943 [ 0,94062 0,94179 0,94295 0,94408
1,6 | 0,94520 0,94630 0,94738 0,94845 0,94950 0,95053 [ 0,95154 0,95254 0,95352 0,95449
1,7 | 0,95543 0,95637 0,95728 0,95818 0,95907 0,95994 | 0,96080 0,96164 0,96246 0,96327
1,8 | 0,96407 0,96485 0,96562 0,96638 0,96712 0,96784 | 0,96856 0,96926 0,96995 0,97062
1,9 |.0.97128 0097193 0,97257 0,97320 0,97381 0,97441| 0,97500 | 0,97558 0,97615 0,97670

<

2,0 [0,97725 097778 0,97831 0,97882 0,97932 0,97982 0,98030 0,98077 0,98124 0,98169
2,1 10,98214 0,98257 0,98300 0,98341 0,98382 0,98422 0,98461 0,98500 0,98537 0,98574
2,2 | 0,98610 0,98645 0,98679 0,98713 0,98745 0,98778 0,98809 0,98840 0,98870 0,98899
2,3 10,98928 0,98956 0,98983 0,99010 0,99036 0,99061 0,99086 099111 0,99134 0,99158
2,4 10,99180 0,99202 0,99224 0,99245 0,99266 0,99286 0,99305 0,99324 0,99343 0,99361

2,5 10,99379 0,99396 0,99413 0,99430 0,99446 0,99461 0,99477 0,99492 0,99506 0,99520
2,6 |0,99534 0,99547 0,99560 0,99573 0,99585 0,99598 0,99609 0,99621 0,99632 0,99643
2,7 | 0,99653 0,99664 0,99674 0,99683 0,99693 0,99702 0,99711 0,99720 0,99728 0,99736
2,8 |10,99744 0,99752 0,99760 0,99767 0,99774 0,99781 0,99788 0,99795 0,99801 0,99807
2,9 [0,99813 0,99819 0,99825 0,99831 0,99836 0.99841 0,99846 0,99851 0,99856 0,99861

3,0 [ 0,99865 0,99869 0,99874 0,99878 0,99882 0,99886 0,99889 0,99893 0,99897 0,99900
3,1 [0,99903 0,99906 0,99910 0,99913 0,99916 0,99918 0,99921 0,99924 0,99926 0,99929
3,2 10,99931 0,99934 0,99936 0,99938 0,99940 0,99942 0,99944 0,99946 0,99948 0,99950
3,3 [0,99952 0,99953 0,99955 0,99957 0,99958 0,99960 0,99961 0,99962 0,99964 0,99965
3,4 [0,99966 0,99968 0,99969 0,99970 0,99971 099972 0,99973 0,99974 0,99975 0,99976

3,5 10,99977 0,99978 0,99978 0,99979 0,99980 0,99981 0,99981 0,99982 0,99983 0,99983
3,6 | 0,99984 0,99985 0,99985 0,99986 0,99986 0,99987 0,99987 0,99988 0,99988 0,99989
3,7 1 0,99989 0,99990 0,99990 0,99990 0,99991 0,99991 0,99992 0,99992 0,99992 0,99992
3,8 [0,99993 099993 0,99993 0,99994 0,99994 0,99994 0,99994 0,99995 0,99995 0,99995
3,9 [0,99995 0,99995 0,99996 0,99996 0,99996 0,99996 0,99996 0,99996 0,99997 0,99997

Exemple : Mo/ (o= 0.05) =My 00572 = M1-0025 = Moo75 = 1.9+ 0.06 = 1.96




TABLES

B. TABLE DES DISTRIBUTIONS 7 DE STUDENT

Valeurs critiques 7, telles que :

Ip

[ ol + t2/k)~®*DI2gs — p,

=00
pour p = 0,6(0,1)0,9, 0,95, 0,975, 0,99, 0,995, 0,999, 0,9995
et k = 1(1)30, 40(20)100, 200, 500, <.

k \l\’ 0,6 0,7 0.8 0.9 0,95 9,975 0,99 0,995 0,999 0,9995
1] 0,325 0,727 1,376 3,078 6,314 |12,71 31,82 63,66 3183 636,6
2| 0,289 0,617 1,061 1,886 2,920 | 4,303 6,965 9,925 2233 31,60
3| 0,277 0,584 0,978 1,638 2,353 | 3,182 4,541 5,841 10,22 12,94
4] 0,271 0,569 0,941 1,533 2,132 | 2,776 3,747 4,604 7373 8,610
5| 0,267 0,559 0,920 1476 2,015 | 2,571 3,365 4,032 5,893 6,859
6| 0,265 0,553 0,906 1,440 1,943 | 2,447 3,143 3,707 5,208 5,959
7| 0,263 0,549 0,896 1,415 1,895 | 2,365 2,998 3,499 4,785 5,405
8| 0,262 0,546 0,889 1,397 1,860 | 2,306 2,896 3,355 4,501 5,041
9| 0,261 0,543 0,883 1,383 1,833Y¥ 2,262 2,821 3,250 4,297 4,781
10 3,169 4,144 4,587
11 3,106 4,025 4,437
12 3,055 3,930 4,318
13 3,012 3,852 4,221
14 2,977 3,787 4,140
15 2,947 3,733 4,073
16 2,921 3,686 4,015
17 2,898 3,646 3,965
18 2,878 3,611 3,922
19 2,861 3,579 3,883
20 2,845 3,552 3,850
21 2,831 3,527 3,819
22 2,819 3,505 3,792
23 2,807 3,485 3,767
24 2,797 3,467 3,745
25| 0,256 0,531 0,856 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,450 3:72S
26 | 0,256 0,531 0,856 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,435 3,707
27| 0,256 0,531 0,855 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,421 3,690
28 | 0,256 0,530 0,855 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,408 3,674
29 | 0,256 0,530 0,854 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,396 3,659
30| 0,256 0,530 0,854 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,385 3,646
40| 0,255 0,529 0,851 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 3,307 3,551
60| 0,254 0,527 0,848 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660 3,232 3,460
80| 0,254 0,527 0,846 1,292 1,664 1,990 2,374 2,639 3,195 3,415
100 | 0,254 0,526 0,845 1,290 1,660 1,984 2,365 2,626 3,174 3,389
200 | 0,254 0,525 0,843 1,286 1,653 1,972 2,345 2,601 33131 3,339
500 | 0,253 0,525 0,842 1,283 1,648 1,965 2,334 2,586 3,106 3,310
o 0,253 0,524 0,842 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 3,090 3,291

Exemple : t;_q/, pour (10 ddleta = 0.05) = tg975 (10 ddl) = 2.228
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