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I. INTRODUCTION :

Les ponts sont des ouvrages soumis a des surcharges mobiles dues a 1’action de la
circulation de véhicules ou de trains, ces charges mobiles ont une nature différente a celle des
charges statiques des constructions courantes(les charges mobiles ont un point d’application
variable contrairement a celui des charges statiques qui est constant). L’étude de ces
ouvrages sous ce chargement mobile impose donc de trouver la position de la charge
(chargement) qui provoque I’effet maximum et la section ou il se produit (section la plus
dangereuse), c’est le probleme majeur des chargements mobiles. 1l faut noter que la position
du chargement qui provoque le plus grand effet pour une grandeur donnée (par exemple le
moment fléchissant) ne I’est pas en général pour une autre grandeur (I’effort tranchant par
exemple) et que ce qui intéresse I’ingénieur en définitive, c’est la position qui provoque les
contraintes les plus importantes.

I1. DEFINITION ET OBJECTIF DE LA METHODE:

La fonction d’influence d’un effet élastique dans une section fixe d’un élément de structure
est celle qui donne la valeur de cet effet pour toute position d’une charge concentrée mobile
¢gale a I’'unité. Le graphe qui représente cette fonction est appelé ligne d’influence.

Connaissant la fonction d’influence d’un effet dans une section, on peut déterminer la
valeur de cet effet dans cette section provoqué par un systéeme de charge donne.

L’effet E dans une section quelconque produit par une charge concentrée P a pour valeur :

E=P.y 1)
Avec :
y : la valeur du coefficient d’influence d’un effet quelconque dans une section C.
Le calcul est suppose étre dans le domaine élastique donc le principe de superposition
des états d’équilibre permet de trouver la valeur de I’effet E pour un systeme de charges P;
placées au droit des ordonnées y; (voir figurel) par 1’équation suivante :

E =Py, + Py, + -+ Py, = X Piy; (2)

Convoi |

Figure.l : Ligne d’influence du moment fléchissant dans une section de la travée de rive
d’une poutre continue.

Pour une charge g(x) répartie sur une longueur BE (figurel), I’effet vaut :

E
E= [y q(x).y.dx 3)
Pour une charge uniformément répartie, I’expression de E peut s’écrire sous la forme :

E=qfydx 4)

I11. LIGNES D’INFLUENCE DES POUTRES ISOSTATIQUES :
I11.1.Ligne d’influence du moment fléchissant (M):

Université de Batna2 p. 33 Cours de Dimensionnement de Ponts



Théorie des lignes d’influence

Chapitre : 2

Soit une poutre de longueur L sur deux appuis simples ou travée indépendante soumise a
une charge mobile P égale a I’unité se déplagant entre les deux appuis A et B.

Soient : (x) I’abscisse de cette charge ;

(a) I’abscisse d’une section quelconque de la poutre.
On peut calculer le moment fléchissant (M) sous la charge mobile P=1 comme suit :

1. Lorsque P=1 se déplacant entre 1’appui (A) et la section de calcul (C), le moment

fléchissant en (C) a pour valeur :
MC:RB.b:E.b (5)

2. Lorsque P=1 se déplagant entre la section de calcul (C) et I’appui (B), le moment

fléchissant en (C) a pour valeur :
(6)

-L
M.=R,a=—.b
L
La ligne d’influence du moment fléchissant dans une section quelconque (C) de la poutre a

la forme de la figure 2(b) :

P=1
“«— X ~>l C —>
A | B
I~
S b = (a)
L
RA RB
Ligne d’influence du moment fléchissant (M)
+

(b)

a.b
L
Figure. 2 : Ligne d’influence du moment fléchissant (M)

I11.2.Ligne d’influence de I’effort tranchant (T) :
Soit la méme poutre isostatique soumise a la méme charge mobile P égale a I’unité,

I’équation de la ligne d’influence de 1I’effort tranchant (T) au point (C) est comme suit :
1. Lorsque P=1 se déplagant entre I’appui (A) et la section de calcul, I’effort tranchant a

(7)

pour valeur :

[l

TC:RA_]-:_

Les valeurs de T aux limites sont pour : x=0:T.=0
x=L:T, =—

ol 1)

p. 34 Cours de Dimensionnement de Ponts

Université de Batna2



Chapitre : 2 Théorie des lignes d’influence

2. Lorsque P=1 se déplacant entre (C) et I’appui (B), I’effort tranchant aura 1’expression
suivante :
L—x
Tc=Rpa=—~ (8)
b
L

Les valeurs de T aux limites sont : pour : x=a,ona: I, = —

x=Lona:T,=0
On remarque d’apres ces valeurs que (T) a deux valeurs différentes dans la section (C)
donc la ligne d’influence de I’effort tranchant (T) est donnée par la figure 3(b)

L—-a
L

P=1
"l @
«— X C —>
A | B
il N I [~
«— a >l bh ——
L
a
I.

b ] ' (b)

L

Figure. 3 : Ligne d’influence de I’effort tranchant (T)

111.3.Ligne d’influence des réactions d’appui :
Pour la méme poutre précédente, les équations d’influences des réactions des appuis A et B
sous la charge mobile P=1 sont données par les équations suivantes :
- Pour I’appui A :

Ra.L—(L-x)=0
Dot : Ry = ©)
- Pour I’appui B :
Rp =7 (10)

Les tracés des lignes d’influence de Ra € Rg son donnés par la figure 4 :

d

Ra Rs

Figure. 4 : Lignes d’influence des réactions d’appui : Ra et Rg
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I11.4.Ligne d’influence des déplacements :

En plus des effets des sollicitations de flexion de poutres, les déplacements sont
représentés par des diagrammes des lignes d’influence. La figure 5 représente une poutre
isostatique de portée L sur laquelle se déplace une charge mobile P=1.

A partir de I’équation de la déformée suivante :

ElL(y)=-M(x) (11)

En intégrant deux fois et appliquant les valeurs aux limites, on obtient :

Ve = —— (3L% — 4x?) (12)

Avec : X : représente 1’abscisse de la charge P.
La valeur maximale de I’ordonnée de la déformé se trouve a la section médiane (L/2) est
représentée par la figure 5(b) et a pour valeur :
13
Ye=L/2 = 1351 (13)
L’équation de la ligne d’influence du déplacement dans la section médiane d’une poutre
isostatique (figure 5(b)) est donc similaire a 1’équation de la déformée de la poutre lorsqu’elle

est soumise a une charge unité appliqué dans la section mediane (Figure 5(c)) :

P=1

1/

(@)

L2 ——

. l (b)

=
~
N
\ 4
A

\ 4

\4 v,

Figure. 5 : Lignes d’influence des déplacements.

I11.5. Emploi des lignes d’influences :

Nous présentons trois cas de chargement :

> 1%'cas : Une charge concentrée P (figure 6) : Dans ce cas :
My = P.y;avecy : ordonnée correspondant a P sur la Li de M.
Tx = P. z; avec z: ordonnée correspondant a P sur la Li de Tx.
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Figure.6 : Charge concentree P appliquée a une distance X.

> 2°™ cas : Plusieurs charges concentrées P; :

X;
—
le— X2 1 PE P]
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Figure.7 : Plusieurs charges concentrées P; appliquée a une distance X;.
Dans ce cas (figure 7), on somnle :
M, = ZPiYi =Py + Py, + -+ Pryy
Avec : y; : ordonnee corresponicZalnt a P sur la L de M.
Ty = ZPizi =Pz +Py.2; +---+P,.Z,

i=1
Avec : z; : ordonnée correspondant a P sur la L; de Ty.
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> 3eme cas : Charge répartie g sur une longueur c (figure 8):

2 Li “T,”

Figure.8 : Charge répartie appliquée a une distance c.
Dans ce cas :
Mx=q.w ; w: aire de la ligne digne d’influence de My comprise entre y; et y,.
Tx=q.w ; w’: aire de la ligne digne d’influence de Tx comprise entre z; et z,.

avec : w=%(y1+y2).c et w'=%(z1+z2).c

I11.6. Lignes d’influences d’autres poutres isostatiques :
1. Poutre console :

N

|———————— qd —

[t

|I””I||H‘HHHH
.|||||||||||||||||HH”|I|III||| LI “MX”

Figure. 9: Lignes d'influence des moments et des efforts tranchants pour une console.
2. Poutre avec consoles:
Pour une section entre les appuis, on la traite comme si c'était une poutre sur appui simple,
puis on extrapole linéairement sur les consoles. Les ordonnées de rive sont retrouves a partir
de lI'ordonnée de la Ligne d'influence en "x" et connaissant les différentes distances (triangles

Li"Tx"
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semblables). Ces ordonnées sont notées sur la figure 10. Ainsi, on voit que lorsque la charge
est en travée, elle n'a pas d'effet sur les consoles (section x).

‘ LA ggbB
X
-
- _—
L x L2
D de-x) ‘L-

| = -
/L
R 3
i r_,.,---"r Li "Mx"

—_— — —— — Li"Tx"
_7_ _ - |
(-x/L) - - _
-(Lo-x)
~
Li"™™,
X
X
—F—
H1
Li "]'x.'

Figure. 10: Lignes d'influence des moments fléchissant et des efforts tranchants
pour une poutre avec consoles.

IV. LIGNES D’INFLUENCE DES POUTRES CONTINUES A DEUX
TRAVEES :

IV.1.Ligne d’influence du moment fléchissant sur appui intermédiaire:
Soit une poutre continue a deux travées soumise a une charge mobile P=1 d’une distance x

de I’appui gauche A (figure 11), le moment fléchissant sur appui intermédiaire B est calculé

comme suit :
X P=1
B
A A C

I 74 y
A /

Figure.11: Poutre continue a deux travées soumise a une charge mobile unitaire.

Le moment sur appui intermédiaire B est variable suivant la positon de la charge P : Mg=f(X)
En appliquant la méthode des 3 moments, nous obtenons la formule suivante :

x(L2—x?
MBZ_% Pour:0<x<L (14.a)
Sionpose:x=a.L ,donc:
o L(1—o?
MB=—¥;Pour:0§a§1 (14.b)
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. . dm
La valeur de a pour que Mg soit maximum : d—B = 0, donc: a=0.58

(4 4
L’allure de la ligne d’influence du moment fléchissant sur appui B est donnée par
la figure 12 :
> Aire de la ligne d’influence
L’aire S7 sera calculée en intégrant 1’équation de la ligne d’influence pour : 0< x< L ou
. L2
0<a< 1etonobtient: ST = S; = L.folMB.da: ~ T

Et I’aire totale sera : totale = S92 +81 = — Y

Figure.12: Ligne d’influence du moment fléchissant sur appui intermédiaire B

IV.2.Ligne d’influence des moments fléchissants en travée :

Soit la poutre hyperstatique de deux travées : AB et BC soumises au chargement mobile
unitaire P, nous cherchons a déterminer les moments fléchissants dans une section C située a
d’une distance (a) de ’appui A; nous allons déplacer la charge unitaire P sur toute la poutre,
nous distinguons trois cas comme suit :

- P=1se trouve sur la travée AB et a gauche de C ;

- P=1se trouve sur la travée AB et a droite de C ;

- P=1se trouve sur la travée BC et située a une distance x de ’appui de droite C.
1% cas : P=1 se trouve sur la travée AB et a gauche de la section C :

Connaissant la valeur du moment sur appui intermédiaire B (équation 14.a), le moment
fléchissant en C est donnée par la formule suivante :

_JL—x . X(LZ—XZ)] . . ] ]
M. = [ T TER R (@a—Xx);Pour:0<x<a (15.a)
Enposant: x=a. L, donc: M¢ = + %a3 — a(L—%);pour:O <ac< % (15.b)

2°M cas : P=1 se trouve sur la travée AB et a droite de la section C :

L— L% —x?
M. = [LX—X(4L3X )].a ; Pour:a<x<L (16.a)
3

En posant : x=a. L, donc:Mcz(l—i—“+“T).a ; Pour:0 < a <1 (16.b)
3°™ cas : P=1 se trouve sur la travée BC et son point d’application située a une distance x de

I’appui de droite C :

2_ o2
M = ["(L4L3X )] a Pour:0<x<L (17.a)
— o2

En posant : x=a. L, donc: M¢ = (— g).a ;Pour:0 < a < 1 (17.b)

Finalement, 1’allure de la ligne d’influence des moments fléchissant en travée dans la
section C de la poutre continue de deux travées est représentée par la figure 8 ci-dessous :
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Figure.13 : Ligne d’influence du moment fléchissant en travée de la poutre continue.

> Calcul des aires de la ligne d’influence :

1) St = [*Mc. dx_LfLMc da—ZL[8L2+L——
a 5a? a4]

2) SZ :fo MC.dX:L.f% Mc.da:a. L.[R—E-FW—W

3) S5 = [IMc.dx = L. [ Mc.da =2

16
a?  7al

4) Stotalle = Sl + SZ _'?+ 16

> Détermination de la section dangereuse :

C’est la section en travée pour la quelle I’aire positive est plus grande, la valeur de la
distance (a) qui rend cette aire positive maximale est obtenue par la résolution de 1’équation
suivante :

ast 7L

— =0,donc:a=—

. .. . ., . aa 1 . 16
L’aire positive maximale positive pour la section dangereuse est :

Stotale = % (1_76)2 LZ
IV.3.Ligne d’influence des efforts tranchants :
Soit la poutre continue a deux travées égales soumise a une charge mobile unitaire, nous

allons tracer les lignes d’influence de I’effort tranchant dans les sections :

- Ag: Section immediatement a droite de I’appui A.

- By : Section immédiatement a gauche de I’appui B.
> 1% cas : La charge unitaire se trouve entre I’appui A et l’appui B:
_ x(12—x?)

T Pour: 0<x<L.

Connaissant déja la valeur du moment Mg : Mg =

Donc la réaction R est donnée par la relation suivante :
L-—x x(L%2-x?)

RA:

L 413
L’effort tranchant cherche : Tad =Ra d’ou:
Ty = X XD o r0ex<L 18
Ad = e ; Pour:0<x< (18.a)
Posons : x=a. L, donc : Tag =1 —;a+ia3 ; Pour:0 < a <1 (18.b)
> L’autre effort tranchant cherché : Tgg =Ra-1, d’ou :
5x 1x3
= 4= - 0<x<

Tgg 4L+4L3 ; Pour:0<x<L (19.a)
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Sion Pose : x=a. L, donc : TBg = —Za+za ;Pour:0 < ¢ < 1 (19.b)
> 2°™ cas : La charge unitaire se trouve entre ’appui B et I’appui C :
- L’effort tranchant T g est calculé comme suit:
1x  1x3
= = ——- - 0<x<
TAd RA 14L-I_14-L3’ Pour:0<x<L (20a)
SionPose:x=a.L,donc: Tag = — 0+ Za3 ; Pour: 0<a<L (20.b)
- L’effort tranchant Tgg est calculé comme suit:
1x 1x3
TBg:TAd:_ZE-I_ZE ; Pour:0<x<L (21.a)
. 1 1
Sion Pose : x=a. L, donc : TBg = -, + Zas ; Pour:0<as<L (21.b)
v Tracé des lignes d’influence :
> Lignes d’influence de I’effort tranchant Ay :
1
¢

AN 7 /€

I | I
I I I
L L

Figure.14 : Tracé des Lignes d’influence de I’effort tranchant A4 .

v Calcul des aires des lignes d’influence :
L 1 5 1
1) S+ = fO TAd.dX= Lfo TAd.da:L[l _E‘I'E

e+ T
Donc: S —16L

L
2)S™ = [ Tag.dx =L [, Tag.da = ——
> Lignes d’influence de I’effort tranchant By :
B
A A c
S7 S2
1

Figure.15: Tracé des Lignes d’influence de I’effort tranchant By .

v Calcul des aires des lignes d’influence :
1)s;=— —L

)S1=— ¢ )
2) S, =S = ~Te
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IV.4.Ligne d’influence de la réaction de I’appui I’intermédiaire :
Soit une poutre continue de deux travees, ’artifice de calcul est de supprimer I’appui B et
de le remplacer par une charge unitaire concentrée P=1 (figure 16) :

B
A C
A . . A
/IV /II /IV
P=1 T
1/2 1/2
1 |
2L

Figure.16 : Schéma du principe de calcul de la ligne d’influence de la réaction d’appui
intermédiaire B
Soit w(x) : ¢’est le tracé la ligne d’influence de Rg(X) :
_wx
~ w(L) (22)
L’équation du moment fléchissant dans une section située a x de I’appui de gauche A
pour :

Rs

1
xentre:OetL:M(x)=-Ex

1
X entre : Let2L:M(x)=-E x-L
L’équation de la déformée :
2

d“w
EIE = —M(X)

En remplacant les 2 expressions du moment dans cette équation et en appliquant les
conditions aux limites, on obtient I’équation suivante :

1 1
ELw(x) = EXB — ZLZX (23)
En injectant I’équation (22) dans I’équation (21), on obtient donc :
1 2
Rp(x) = ;7 (3 —1) ;0sxsL (24a)
Si on remplace : x=a.L, on obtient :
1
Rp(a) = Ja(3 — a?) ;0sas<1 (24b)
S1
A C
A L L A
B

Figure.17 : La ligne d’influence de la réaction d’appui intermédiaire B de la poutre continue
de 2 travées.
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> Calcul des aires de la ligne d’influence :
5
S = JyRpdx =L [ Rp.da= L
5
Donc I’aire totale est : Sgea1e = 2S7 = " L

CONCLUSION :
Donc les lignes d’influence décrivent I’influence de la position des charges sur la valeur
d’un effet élastique peut étre :
- une contrainte en un point précis ;
- le déplacement (rotation - translation) d’une section donnée ;
- une composante de réaction d’un appui ;
- un élément de réduction dans une section donnée.
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