STATIQUE
PAR LES TORSEURS

OBJECTIFS

m  Dé&inir la notion de sydemes datiquement équivdents e la notion
de torseurs d'actions mécaniques.

m  Done la méhode pemetant d'écrire un torssur en  différents
points.

B Déuire les opéations sur les torseurs, les propriéés principdes et
les torseurs paticulies :  glisseur, torseur-couple e torseur-nul.

m  Domner un nowe énoncé au principe fondamentd de la datique

m Indiquer les torseurs d'interefforts des liaisons usuelles.

Les torseurs sont des outils de modéisation analogues aux vecteurs, utilisés pour repré-

senter des actions mécaniques, des vitesses et diverses autres grandeurs. Dans ce cha-

pitre, nous nous limiterons a I'étude des torseurs d'actions mécaniques (ou systéme
force-couple), les propriétés abordées pourront étre généralisées aux autres torseurs.Les

torseurs (ou équivalents) sont des outils appréciés par |'enseignement supérieur et dans

les éudes longues. Leur domaine d emploi privilégié concerne les éudes de mécanismes —
dans |'espace faisant intervenir des liaisons mécaniques complexes et nécessitant des
analyses détallées en statique, cinématique et cinétique.

Remarque : d'un formalisme rigoureux, les torseurs sont des outils exigeants sur le plan
mathématique, les habitudes de calcul et nécessitent du temps et de I'expérience pour
étre opérationnel.

Suggestion : avant d’aborder ce chapitre, il est préférable d’avoir assimilé les notions
de produit vectoriel, de vecteurssmoments, de vecteurs-couples, d'isolement d'un solide,
de calculs vectoriels dans I'espace et le principe fondamental de la statique.

I- Systemes de forces statiquenent equivalents

Cette notion est particulierement utile pour comprendre les torseurs.

1. Déliniion
Deux systémes de forces sont statiquement équivaents s'ils ont méme somme vectoriel-
le e¢ méme moment résultant en tout point.
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Propriété

. dans tout probleme de statique, un systéme de forces pourra toujours étre
remplacé par un autre systéme de forces qui lui est statiqguement équivalent :

les systémes

sont interchangeables. Autrement dit, I’ utilisation de I'un ou I'autre systéme ne modifie
ni les équilibres, ni les mouvements, ni les résultats obtenus.

2. Exemples

Exemple 1
appliquée en un point A et ses
composantes au méme point
sont des systemes statique-
ment équivalents.

Remarque
celles-ci.

Exemple 2 : un couple C est
statiquement équivalent a
deux forces F et - F égales et
opposées, distantes de a'
(C = Fd). Une infinité de solu-
tions sont possibles.

Exemple 3 : une force I-T) peut
ére remplacée en n'importe
quel point A par un systéme
force (F) plus couple (M, ) qui
lui est statiquement équivalent.

Exemple 4 : tout systéme de
- = —x

n forces (F;, F,, . . ., F,) dans

I’espace est statiquement équi-

valent (autrement dit peut se

réduire) en tout point A a un

systeme force (§) plus couple

(m)telque::g—)=ﬁf+l_:;+...
. il suffit de répéter n fois le raisonnement de I'exemple 3, puis de faire les
sommes vectorielles respectives.

Remarque

Exemple 5 : dans le cas des
liaisons mécaniques usuelles
(pivot, rotule, etc.), en procé
dant de la méme maniére que
pour I'exemple 4, I'infinité des
petites forces de contact

— —
(fly f27

- My(f)+
Remarque

moment résultant M,.
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Fig. 1

. inversement, la résultante de deux forces est statiquement équivalente a
Mémes remarques pour les diverses résultantes définies au chapitre 4.

z. {) Yec-Fd _ YA(2ON)
Z| ylceoNm) [ _C _phf@ON) TER
W )| = lgtHl & _ﬁ? -
oL ol 1y F¥ewid=2m ISy
X X 0 X C=Fd X
Fig. 2

MAF\FZ

= S=FR+FR+..

M—)m“-a\—»/MAFz _,g_/, .
F3 My= My (F)) + My (Fp) +

Fig. 4

+FetM =M,(F)+ M,(F)+ .. +MF)

My=% My (f) =

Ma(f) + ... + My (fy)

J

Fig.5

.., £) énha igant les actions exercées entre les solides (1) et (2) est statique-
ment equwalente en tout point A & un systéme force (S = f1

. + f,) plus couple

C+ Man] encore appelé torseur des actions de contact.
| S__)ne dépend pas du point A chois, il n'en va pas de méme pour le
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| - Définitions et notations

Défini en un point donné (A), un torseur d'action mécanique est un systeme force-
couple congtitué de deux grandeurs :

a) une force ou somme vectoridle S, indépendante du point choisi.

b) un couple ou moment résultant M, fonction du point A choisi.

X L =

t s A

Notation : { or:eur} = (T} = i = {YM,y ou {T}= i
en A MA A Z NA MA A

(x.2)

N T v ad
Remarque 1 : danslerepére(X, Y, z), S et M, s’écrivent :
S=XT+Y7+ZKetM, =L, T+M,7+ N,k
Sil 'y apas d ambiguités, I"indication du repére (X, y, 2) peut &re omise de |’ écriture.
Remarque 2 : S et M, sont appelés les déments de réduction du torseur. S encore

notée K est auss appelée résultante générale du torseur (en remarquant que S'n’a pas
toutes les propriétés des résultantes du chapitre 4).

Exemple : action de contact, en A e B, exercée par un solide 1 sur un solide 2.

S_vz‘ Xizz Lavye m Xiz Laipe
{7;/2) = = Yo Maip ; {71/2) = = ;/1/2 1\13 Bl/2
1/2 B1/2

21/2 NA 1/2

11 - &riture d’un torseur en differents points

Un torseur (T) éant connu en un point A, déterminons sa vaeur en un point B.

Principe

Mg(S)= BAnS

Fig. 6

a) Lasomme vectorielle S du torseur améme valeur en tout point, ele et invariable.
b) M, étant connu, la valeur du moment en B, M, est obtenue par |a relation :
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Remarque 1 : de maniére générale, si 0 est I'origine du repére de calcul (0, x, vy, 2),
les coordonnées de A, B et BA sont :

—|Xa —— X ——|Xa—Xp
OA|y, OB | yg BA|ys—Vs
Z,y Zp 25— 2p

—
Le moment Mj est alors égal a:

Lg L, X4~ X X
— A~ Xg
Mg Mg [={ M, |+{ va=vs Al Y

NB NA ZA - zB Z

-

=1WA+BZAS

Lp=Lo+Z{ya~y)-Y(24-2)

My =M, - Z(xy-x;) + X (24-25)
No=N,+Yx,—x5)-X(va—ug)

Remarque 2 : on notera que toutes les écritures sont statiquement équivalentes (I’ écri-
ture en A est statiquement équivalente & celle en B). De ce fait, on peut choisir n'im-
porte quel point pour écrire le torseur des actions exercées. Les diverses écritures sont
comparables aux différentes photos possibles d'un méme individu.

Exemple : reprenons I'exemple 5 du paragraphe 1 ; les actions exercées par le solide
(2) sur le solide (1) sont schématisées par :

S 0 100Nm — >
{Te} = _‘i avec S 0 I\TA 0 ou | S= 100&k 1
A A 1000N 0 MA =100

—_—
Coordonnées de A (origine), B et BA

0 [O,lm [
Alol Blo.0oa 004
0 [o [ 0
— — -

MB=MA+BA/\S

RSN a

= +[-0,04{A l100dan , y

1ol | o 1000 § a/ -/
100-40] | 60 AR
0+100 |=|100 7
0+0 0

Mz=60T+1007 =M, T+Mp, T

o _ v
ﬂMB!— 60° + 100° =~ 117Nm Az @{(ﬁ
Résultats é/ / 7 [F
0 100)° .
(71/2>= 0 0 -
1000 O
A
0 60
(Tl/2>= 0 100
,11000 0 ig. 7



J. Jalique par les torseurs

Cpérations surlestorseurs

1. Addition ou somme de torseurs

Condition impérative : lasomme de n torseurs (T}, {T,}, . . ., {T,} n'est possible que
si tous les torseurs de la somme sont écrits au méme point.

(%)= {H} . (B {;}

<T>=f <T>+ <T>+

Pour effectuer la somme, il faut additionner d’un coté les n sommes vectorielles et de
I’autre, les n moments écrits au méme point A. L’addition se résume & deux sommes de
vecteurs.

2. Multiplication par un scalaire

Si a est un scalaire (nombre) quelconque et {T} un torseur, le produit de a par {T} revient
a gjouter k fois le torseur {T} avec lui-méme.

a.{T} =(a.T)=a. {Mi}= {aafq }

3. Torseurs égaux

~ . ~ = ~ v
Deux torseurs {T,} et {T,} sont égaux s'ils ont méme somme S'et méme moment M, au
point A, autrement dit sils ont les mémes éléments de réduction en tout point.

o= [ L))
V'« Torseurs particuliers

1.Torseur nul

Cas ol Set W sont nuls, exemple de notation :

Remarque : le torseur est nul en tout point de I'espace.
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2. Torseur couple

_9
_4 0 ;
Cas oU Sest nulle et WA) non nul : {C) '{ v }eﬂ tout pou‘atk

. — - — - N
Remarque : lareaion Mz = M, + BA A S donne, dans la mesure ou Sest nulle :

P

M, =M, + BA A 0=M, = M. Autrement dit, le moment a méme valeur M en tout
point et le torseur couple {C} méme écriture en tout point de I’ espace.
Exemple

Fig. 8

L’ensemble des deux forces F et (- F) est statiquement équivalent au couple F/Té = Men
C de module M = F . a =100 x 0,2 =20 Nm. Le couple a méme valeur en tout point
de laclé I\T,; = 1\7,; = IWC) = M. Il en résulte que le couple de serrage exercé sur I'écrou
en D est M (20 Nm) d axe z.

- -
Le torseur couple s'écrit : {C} = g = 0% en tout point.
M 20k

3. Glisseur

Cas ou, en un point, le torseur se réduit a une somme S non nulle et & un moment m
s
nu :{G}=
©)= 1%
A

Remarque : les forces ou les vecteurs-forces usuels, les résultantes des chapitres pré-
cédents, ont tous comme image, ou sont tous schématisés, par des glisseurs.

A la ligne d'action de la force correspond I’_\axe gu glisseur. Si A est un point de cette
ligne, le moment en A du glisseur est nul (M, = 0).

En un point I doigné de la direction de I'axe du glis-
seur, le moment M, n’est pas nul :

M =M, +IBAS=0+TAAS

]\7,)= moment en [de Sen A =1A A'S

West perpendiculaire & A e a§’, il en résulte la pro-
priété :

BaEG e

Le produit scaaire de IW; par ?est toujours nul dans (ligne d'action de §)
le cas d'un glisseur. Cette propriété, propre aux glis-
seurs, permet de les distinguer des autres torseurs. %ig. 9
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9. Satique par les torseurs

Evolution des écritures d’'un méme glisseur et propriétés

= =
F =100k - l
> .
100k axe du glisseur |,
A{G}=D{G} - 6) } cylindre r=2m ‘\m>ﬁ3\m>{
“imaginaire” F /y / -
N
100k >
G}= {G} =
(- 9 {M}
Mz =M, + BAAF =200
-
100k
G = G =
C{} H{ ) {500?}
Remarque :
My _ M: _200_
aB~AC "2 100 g

L’ écriture du glisseur est la méme pour tous les points (A, D, etc.) de son axe. L’ écriture
du glisseur est la méme pour tous les points (B, E, etc.) appartenant a une droite paral-
Iéle & son axe ou a sa résultante (E)= §

Tous les points (B, E, I, etc.) appartenant a la périphérie d'un cylindre d’axe |I'axe du glis-
seur ont des moments de méme module : My = M = M, = 200 Nm.

VI- Propriétés des torseurs dans le cas general

e e e e T T
Danslecas général, S # 0 ; M, # 0 et M,.S # O (le torseur n’est pas un glisseur).

1 Equiprojectivité des nonent s

St{r}{é}{g}

avecIW;=IWA +BAAS

Multiplions scalairement
les deux membres par BA

M, .BA=M,.BA+(BAAS).BA
=IWA.B_A>+O Fig. 11

— -
Remarque : BA A S est un vecteur

perpendiculaire a Iifms_él9 Bﬂ_}et a S
Il en résulte que (BAA S) . BA=0

M, .AB=M, . AB < AH=BK

La projection de MZ sur AB est égale a la projection de M; sur ﬁquels que soient les
points A et B choisis, autrement dit : M, . AB = M, . AB.
On dit qu'il y a équiprojectivité du champ (de I'ensemble) des moments du torseur.

Rema_r)que . de fagon analogue, la proje_ctjon des moments sur la direction de la résul-
tante S donne toujours la méme valeur M;.
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2. Evolution des écritures d’un méme torseur et propriétés
Pour tout point (A, D) de I'axe centrd :

ne m-) F 1008 axecentral
A{ }_D{ }_ I\T - cylindre

; 150K

Jimaginaire” 7]
Pour tous points (B, E, etc.)
appamet a une droite paralle-
le a S, I’écriture est la méme :

N
F
TV= {T}=
M= = }
Méme remarque en C et H sur CH
F —
m-m-{ )
¢ H Mcj Fig. 12

Tous les points (B, E, I, etc.) appartenant & la périphérie d'un cylindre d’axe, I’ axe central
du torseur, ont des moments de méme module : M; = My = M, =/ 150% + 200? = 250 Nm.

Remarque : tous les torseurs ont un axe central ; de plus cet axe central est unique.
Sur I'axe central, la somme Set le moment I_VI—; sont colinéaires (méme ligne d'action).
La combinaison particuliere S avec M; est appelée visseur. Ce type d'action se rencontre
par exemple dans le cas d'un foret réadisant le percage d'une piéce.

VII - Principe fondamental de la statique

Enoncé : un solide (S), en équilibre sous I action de n torseurs d actions mécaniques
ATyssh dTosshs ov, T s} reste en équilibre si la somme des n torseurs, tous écrits au
méme point I, est égale au torseur nul {0} : (T ¢} + Tyt + . .. + ATt = {0}

Le principe fondamental a déja été énoncé une fois en statique plane et une fois en sta
tique dans I'espace. L'énoncé précédent utilise une autre écriture mais n'en differe pas
fondamentalement. Les moments sont exprimés sous forme vectorielle. Les autres prin-
cipes restent inchangés : principe des actions mutuelles, principe de transmissibilité des
forces ou des glisseurs, isolement d'un solide, méthode générale de résolution d’'un pro-
bléme de satique, application aux ensembles de solides (voir statique plane).

S, 3 Sus |
. 1/8 — 2/8 . R — n/S
Remarques : {ﬂ/s}= . {7;,5}— _ e s {T,/s}— -~
A A1/S B MBZ/S N Nn/S
— Sus M ys

Mys = -
Sus
stlys
Mzys /N/{T nist M, s
Fig. 13



9. Statique par les torseurs

L'addition des n torseurs se ramene a deux équations vectorielles dans I’ espace :
a)2S,=S,5+S,s+...+3S,4=0 (donne trois équations scalaires de projection sur
les axes X, Y, 2).

—_— 4 ., . . .
b) Z M, s =M 5+ Mys+ ..+ M, s=0(donne trois équations scalaires de projec-
tion sur les axes x, Y, 2).
Pour la résolution, on dispose, au plus, de six éguations pour déterminer six coordon-

z . . , D —d
nées inconnues au maximum (coordonnées sur X, y, z des vecteurs somme S, et
moment M, o).

Méthode générale de réselution

Y

-Isoler fe solide (ou Fensemble de solides) considéré
(voir principe d'isolement chapitre statique plane)

!

Faire le bilan des torseurs d'actions extérieures agissant
sur fe solide (ou ¥ensemble) : forsiurs poids et torsedrs
d'action sur les liaisons
(voir schématisation tableau page 115)

L

1

Comptabiliser le nombre (M) de cogrdonndes ||\ possible
ou de composantes torseur inconnues

Déterminer  d'autres
non composantes  en

N<6 > isolant d’autres ~ solides
et en appliquant le
. principe des actions
oui

mutuelles

Ecrire tous les torseurs au méme
point (choisir un point simplifiant les calculs

Appliquer le principe fondamental de ia statique.

En déduire les {K) équations scalaires A ¥ impossibilité
de projection

non

Résolution impassible
systéme hyperstatique
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VIII - Torseurs d’actions exercées
parles liaisons usuelles

Cest lorsque les liaisons mécaniques et les actions entre solides sont définies de manie-
re détaillée que les torseurs montrent tout leur intérét.

1. Liaison parfaite

Une liaison définie comme parfaite vérifie les trois conditions suivantes
- les surfaces de contact sont géométriquement parfaites,
— le contact est supposé réalise sans jeu (ajusté sans jeu),
=il ny a pas de frottement entre les surfaces en contact.

2. Schematisation des liaisons

La schématisation ou la modélisation des liaisons est normalisée et est indiquée dans les
tableaux  suivants.

Remarque : les jeux internes aux liaisons réelles peuvent parfois amener plusieurs
interprétations  possibles et des choix différents pour une modélisation.

2 (logement) interprétation 1 : pivot interprétation 2 : rotule

axe 1 Ja )

2

1. = 6\
5«:' 4 —]—I [} \l/

3

' 22 (circlips)

A
(1+3 143

Fig. 14

Pour I’'exemple propose et suivant la valeur des jeux radial (Jp) et axial (J,), plusieurs
schématisations sont possibles : pivot (J, et Jg faibles) ; rotule {J, et Jy assez grands) ;
appui plan (épaulement entre 1 et 2 grand) ; etc.

Le choix définitif retenu peut conduire a un probléme isostatique (calculable en statique)
ou a un probléme hyperstatique (non calculable a partir des seules équations de la sta-
tique) et conditionne le succés de [I'étude envisagée. Une certaine expérience est neces-
saire et on met ici en évidence I'une des difficultés de I'application des torseurs.

3. Torseurs d'actions(interefforts) des liaisons usuelles

Pour le solide (1) en liaison avec

le solide (2), {T,,} est le torseur Sum X2 Love XL
i 4 {T1/2} = _H/ = Y2 Moy = YM
des actions exercées par 1 sur 2 M ZN
: AR 01/2 Zyz Novpe
au point 0 choisi (voir tableaux). 0
- = - = — - =
X, Y,Z, L, M et N sont les coor S, =X i+Y7+Z.k ; M01/2=L.i+M7+N.k

données du torseur.



9. Statique par les torseurs

Remarques : suivant la nature de la liaison, certaines coordonnées seront nulles.
L’ensemble des coordonnées non nulles caractérise |’ effort transmissible par la liaison.

Les mouvements possibles du solide (2) par rapport au solide (1) sont indiques par R,
R, R, T, T, T,. R, indique une rotation possible autour de I'axe x et T, une trangation
possible dans la direction z. Il y a au plus six mouvements possibles, trois rotations et
trois trandations, correspondant & six degrés de liberté.

Si une rotation est possible suivant I'axe x (R ), dans le méme temps, il N’y a pas de
couple transmissible suivant cet axe ; autrement dit : L = 0. Méme remarque avec les
trandations, s T existe alors Y = 0, etc.

Dans le cas particulier de la liaison-glissiére hélicoidale (vis-écrou), les coordonnées X et
L dépendent |'une de I'autre (X = kL), de la méme fagon que la rotation R, et la trans-

lation T, sont liées par le pas. Si X est connu, L est lui aussi connu et inversement : c'est
le principe de la clé dynamométrique.

c D
-% @ |§ Représentation Représentation Torseur Action sur le
— o - .
= |& % ) plane en .| dintereffort Exemple o
] g 5|8 (orthogonale) perspective Tin solide 2 isole
s |7 |®
= =]
A

2 | N
=
s 2 2 X1
ge=jojojo
£3 _‘_0”_4_ ~ ly M’
e 1 1 L __[olz W ;
wo variante 1 variante 2 7y

Pivot
(axe 0, X)

Tx||0 | 1

Glissiere

(axe 0, X)

Tx+Ax 1
combinées
fonction
du pas

Helicodale
(axe 0, %)

Tx|Rx| 2

FIVOT glissant
{axe 0, X
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Représentation Représentation Torseurr

. Action sur le
plane en d'inter-

Exemple

(orthogonale) perspective effort solide 2 isolé
T

Nom de la liaison
fransiafions
rotations
degrés de liberté

R 116

Rotule a doigt
(doigt 0,2)
[y

rantra

Rz

Rotule
ou sphengue
=

Tx|Rz 3
Iy

. I 2
Tx|RX 4 @ SN
Ty |Rz Z1 y
y 2 = 4 {our}
_ )

Appui plan
normale 0,z

ctlgne
e 5) 2)

axe 0,
(normal

>
;O fN
=

Z0

2 2 2
Tx|Rx| 4 10
aned Vol | £ : Aol
Ref |° 3 ’ h
' d 2z ol e 7, Shhete | Ny

SN cylindre

Tx|R® 5 2 oanl 1
ViR z 00 sphére
Rz : 3 i

zZ0

Llne(alre re

Linéaire
annulaire
{axe 1 9

—_

Ponctuelle
(direction 0, 2)

plan

Fig. 1!5 (laison éaire annulaire ou sphére cylindre, ponctuelle ou sphére plan)

EXERCICES RESOLUS

1 IR hélicoptere proposé évolue horizontalement a vitesse constante suivant I'axe
(0, x) ; I'axe (0, z) est vertlcal ?et M schématisent les actions exercées par I'air sur les
pales du rotor principal. M etQ sont les actlons sur le rotor anti-couple, Rest la résis-
tance de lair sur l'ensemble de Iappareil etPle poids total.
Ecrire les torseurs correspondant aux actions précédente;. Isoler I'hélicoptére ; appliquer
le principe fondamental de la statique ; en déduire R, Q et F




Y. Statique par lestorseurs

données
P=3000daN
M= 400 Nm
Mg= 30 Nim

Fig. 16

Résolution : isolons I'ensemble de I"hélicoptére et appliquons le principe fondamental.
L' hélicoptére est soumis a I'action de quatre torseurs d’actions extérieures :

3 00 0 0
a) action du poids : {F}= {f}= {0 0}= { 0 —O,ZP}
G 0 G -P 0 A -P 0
— —— _, , [0] |-02 0 0
avecMA(P)=MJP)+AGAP=|0|+| 0 |A 0 |=-0,2P
0] |-15 |-P 0
- -R O -R 0
b) résistance de lair : {F}= {§}= {0 0} 0 15R
ct 0 Al 0 0
-— = 3 R 0
avec M{R)=MJ{K)+ACAR = 0 [A| O 5R
{ 15 L O
. 0 0 0
c) action du rotor de queue : {.5%)- {Q Q -M, Q - MQ
sl 0 O 0 -42Q
-y oy — 0] [-a2 0
avecMAQ)=Mx{Q)+ABAQ=-My|+| 0 |[A Q =l -M,
0 0 0| |-4,2Q
- E O
d) action du rotor principal : {%}= {£}= E 0
M) J\EM
Ecrivons le principe fondamental au point A :
AT+ (F)+ {F) + (F)=(0)
KO 0 0 -R 0 0 0
EoV+ [ Q -M, }+ 0 1,5R}+ 0 -02P}={0)
EM 0 -42Q 0 0 -P 0
On obtient les éguations :
F.-R=0(Q 0=0 4)
F,+Q=0(2) -M,+15R-02P=0 (5
F,-P=0 (3 M=-42Q=0 6)
(3) donne E P =3000daN ; . (6) donne Q=Z{\i2 23 9,5daN;
+02P ’

(5) donne R = T_ 402daN ; (1) donne F, =R =402 daN;
(2) donne  F,==Q ==-9,5daN.
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Q LUensemble proposé représente, en coupe e sous forme schématique, I'une des
roulettes d’'un patin a roulettes en ligne (Roller blade). Le guidage en rotation entre la

roulette (1) et le patin (2) est rédisé par deux roulements a billes a contact radid,
étanches des deux cotés. La liaison entre (1) et (2) est une liaison pivot d axe x, les poids

des pieces sont négligés. Le glisseur By (100 N) schématise I’ action exercée par le sol
(0) sur laroulette (1). Déterminer le torseur des actions exercées entre (1) et (2).

N S
—— £
150, 5030 N) 3
£ Y
B
ig. 17
Résolution
Isolons la roulette (1), le poids éant négligé, cdle-ci et soumise a I’ action de deux tor-
seurs d'action. '
B By.sin15° 0O 2588N O
a) action au sol : { %} = Y1 = {By.cos15 03}={9659N 0
3 0 0] 0 129Nm
A
0 + 0,004 25,88 0
avec M(B,) = MB(BO,1)+AT§AB_O,1=(0)+ -0,035|Al9659| =] ©
0 0 0 1,29
X2/1 0 ;
b) action sur la liaison pivot : {%l} = Yo Mz/] :
Zn Nop %
A

Appliquons le principe fondamenta de la Satique a la roulette.

~ 2588 0
A{%l)+A(%l}=(0) ou A(%l}=—A{%l}=A -98,59 -(1),29

Résultats

SRS 110



9. Statique par les torseurs

L'ensemble proposé en coupe longitudinde et partiellement sous forme schéma
tigue est une pompe (ou moteur) hydraulique a cylindrée constante. L huile hydraulique
est aspirée en P puis refoulée en E (400 bars maximum) par le mouvement de va-et-
vient d' une série de pistons (4). Chague piston est manceuvré en B par une biellette (3)
articulée en A sur le rotor de commande (1).
Les poids des piéces et les frottements sont négligés. L'éude est limitée au piston
(diamétre @ = 30 mm) en fin d échappement et occupant la position indiquée par les

figures.

Déterminons les actions exercees sur les liaisons L,,; , Ly, € L,,.

~
échappement
(400 bars)

rig. 18
y T L, = pivot d’axe x
V. L,,;= rotule de centre A
/ L;,, = rotule de centre B
L,,, = pivot glissant d’axe (B, u)
‘ _ _ -
2 1/
| ——
[ E— |
0/
Fig. 19
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Résolution
a) Isolons la bielette (3)

Le poids éant négligé, la biellette est soumise & I’action des deux torseurs {773} et 17,5}

engendrés par les liaisons rotules en A et B.
X1/3 0

enA:(fl/3>= Y. 0 avec §17;=X1/3-T+Y1/3~J_"+Z1/3-F

Zl/3 0

X4/3 O

enB:<t74/3>= Y,s O avec _S_;,=X4/3.T+YV3.T+Z4/3.I<—

0
g \ 243

Ecrivons le principe fondamental en A :
_.9
M Sy = Mp(Sy/9 + KE ASus
[O] 0,09 cos 25° X4/3
+

0

0 0 Zas3

Xl/3 O
A(%A%) + A{%/z«x} ={0}= { Y3 0 }+

ZI/S

On obtient les équations d'équilibre :
X1/3+ Xaz= 0 (1)
Yis+ Y= 01(2)
Zig+ Zy3 =0 (3)

Les équations (4), (5) et (3) donnent : Z,,, =0 = Z, 5.

Les équations (6), (1) et (2) donnent : s __ tan 25° =

X4/ 3

Remarque : on retrouve le cas déa abor-
dé en statique plane, s un solide est soumis
a l'action de deux glisseurs, ceux-ci sont
égaux et opposés et ont méme ligne d'ac-
. P — - . .

tion: S, 3=~ S,/ (ligne d'action AB).

X1/3 = 81/3 COSZSH et Y1/3 = - 81/3 Sn 25".

b) Isolons le piston (4)

Le poids étant négligé, le piston est soumis
al'action de trois torseurs : {74} , {734} €t
{74} I'action de I'huile. Travaillons avec
les axes (u, v, z) plus pratiques dans ce cas.

Action de I'huile :
pS = (400 bars) x (r x 1,52 cm?
= 2 827 daN

-pS 0 -2827" 0
{Trap=4{ 0 0 3= 0 0
L0 0] | 0 0).., Fa. 21

~ 0,09 Z2,,;cos25" =0
0,09 [Yy)3 cos 25" + X, ,3sn 25 = 0 (6)

-0,092,,3sin 25°
—0,09Sir1 25° | A Y4/3 = _0,0924/3 COSs 25°
0,09 Y,,5 cos 25°+ 0,09 X3 sin 25"

~0,09 Z, 5 Sin 25"
- 0,09 Z,,5 cos 25"
0,09[Y,, cos25” +X,,3 sin 257

(4)
(5)




9. Sttique par les torseurs

Action du cylindre 2 : 0 0
(la liaison entre 4 et 2. est un pivot {.72/4} ={ Vo Myssu
glissant d'axe u) 5| Z2a Noj [
Action de la bidllette 3 : Ss/4 coOs 3° 0
Tl = =1 T4 d'apres le {Zoaf = { Szusind 0

principe des actions mutuelles. B 0 0 0.2
Appliquons le principe fondamental en B :

G+ ~2827 0 0o 0 \ Ssacos3® 0

T} + {T2m) + {Fn) = 0 0 4+ Vora Myzsa p+ { Szusin3® 0
: L0 0 [z N L e o
Equations d' équilibre et résultats :
S;u COS3 ~2827=0=S,, =2827/cos 3°=2831 daN (1) Myas =0 (4)
Vo + S3usin3 =0V, , = -5;/,8in 3°= -148 daN (2) Ny = 0 (5)
Zy4=0 (3)

EXERCICES A RESOUDRE

H Une transmission se compose
d'une poulie entrainée par trois cour-
roies trapézoidales. Le plan (0, Y, 2)
est le plan de symétrie de I'ensemble et
(0, X) I'axe de rotation. Le diamétre
d'enroulement des courroies est de
400 mm. Chaque courroie supporte les
tensions T (1 500 N, brin tendu) et
(300 N, brin mou). &) Ecrire les trois
tensions T sous forme d'un méme tor-
seur agissant en A. Méme chose pour
les trois tensions T’en B.  b) Ecrire les
deux torseurs précédents au centre 0
de la liaison. ¢) En déduire le torseur
résultant en ce point.

Réponse

=5318N,Z =-625N; L, =~ 720 Nm

07,
N, = 0.

X,
M,

3
E TQ.
5 T~
8
s 14
Q

Y -
(4

t=300N

Fig. 22

Une roue dentée a denture hélicoi-
dale supporte au point A, exercée par
une autre roue dentée, une action dont
les composantes sont F, (200 daN,
charge axiae), I-TR) (100 daN, charge
radiale) et I—~"~T) (400 daN, charge tangen-
tielle). a) Ecrire le torseur correspon-

dant & ces actions au point A. b) Ecrire
le torseur en O et B.

.......

F; = 400 daN
Fy = 200 daN
Fr = 100 daN

Fig. 23

6] Unbro tot a cing axes supporte en
Alachage F T200 N) et lecouple M,
(50 Nm) indiqués sur la figure. Ecrire le
torseur correspondant a ces deux
actionsen A, B, CetO.
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Jd Les Blices d'un avion bimoteur sont
supposees tourner en sens mversel une de
I'autre. F= 3000x(N)aM = 40 7(Nm)
schématisent Ies actlons exercées par I'ar
sur I'hdlice A. Flet M = - 40 T(Nm) sché-
matisent les actions sur |I'hélice B.

a) Déerminer le torseur résultant des
actionsen A e B au centre de gravité G.
b) Que devient ce torseur lorsque les

hélices tournent dans le méme sens ?

Fig. 25

Lorsqu’ un des deux moteurs tombe en panne ?

(] LesforcesF et - F (module 150 N)
schématisent les actions exercées par |'opé
rateur sur une clé en croix. L’ensemble occu-
pe la position de la figure, on est en phase
desserrage, F et — Fsont dans le plan (A, ,
2) n)_Fcure _F<ous forme de torseur en C &
— F'sous forme de torseur en D. b) Ecrire les
deux torseurs en A ; en déduire la valeur du
torseur résultant en ce point. ¢) Ecrire le tor-
saur résultant en B, C et D. Quele et la
nature des torseurs ? d) Quel est e couple de
desserrage (Cd) exercé sur I'écrou ?

Réponse
Torseurs couples {Cgl = {C} = {Cpt ={C,L. X =Y =Z=0;
M=N=0;C,=L =52Nm.

Fig. 26

9 Pour |a perceuse sans fil proposee, la
force F(5 daN) ¢ le couple C (10 Nm, axe x)
schématisent les actions exercées par le mur
a percer sur I'extrémité B du foret.

a) Ecrire les deux actions précédentes sous
forme de torseur au point B. Valeurs du tor-
seuren 0 et A ?h) Si le poids de la perceu-
£ est négligé, déerminer les actions exer-
cées en A par la main de I’ opérateur.

. Un renvoi d'angle supporte les couples
C = 10001 (Nm) exerce en A par un
moteur et C =1 000 i (Nm) exercé en B

par le recepteur Les poids sont négliges.

Déerminer le torseur d’ encastrement en K

{T, .} exercé par le support (0) sur le renvoi.

Réponse

X=0;Y=0;Z=0;L=-1000Nm;
M=-1000;N=0.




9. Sttique par les torseurs

1] Reprendre I'exercice 10 avec le_réduc-
teur propose atr0|s arbres; Cc 600 I(Nm)
=

Cg = =400 i T et Cm—SOO i
| Déterminer I’ effort d' encastrement en D.

a _kour la transmission par cardan propo-
s Fet=-F (2 000 N) en A et B schémati-
sent les actions exercées par la chape (3) sur
le croisillon (2). La liaison entre la chape (1)
et le béti (0) est un pivot de centre M. Isoler
I’ensemble (1 + 2) : en déduire le torseur
d'action { 0/1} et le couple transmis par
I'arbre (1) {F et - F pardléles a o,x,y).

Fig. 30

| Une clé (1) est utilisée pour desserrer
une vis bloquée sur un béti (0). L’effort F
exercé par la main de I'opérateur a pour
coordonnées : F, = 60 N ; F, = 200 ;
F, = 40. S I'ensemble reste en équilibre,
| déterminer le torseur d encastrement exer-
cé en A entre (0) et (1) et le couple de des-
serrage (C,) appliqué a I'écrou. Le poids de
la clé est négligé.

Réponse

60N;YA=—200;ZA=—40;
Ly=*14Nm M, = +78:N, =-60 =-C,

Un couvercle (1) de candlisation est
ouvert en position horizontale. Le cou-
vercle est maintenu en C par une barre (2)
ou BC. La liaison en A entre la candisation
(0) et le couvercle est un pivot d'axe (A, X).
P,, 80 daN, vertical (z) en G schématise le
poids du couvercle. Déterminer les
actions exercées en A, B e C.

1 GA=GC=06m
0A=08=06m

BB uUnerowe p|votante est gmdee par des
roulements a billes, F (200 K daN) sche-
matise |'action exercée par le sol. a) Ecrire
le torseur correspondant a F en C. Valeurs
du torseur en 0, A et B ? b) Déterminer
les actions exercées par les deux liaisons
pivots, L, ,en A et L,/ en B s les poids
sont négligés.
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Un arc se compose de trois parties
démontables (1), (2) et (3). Apres assembla-
ge par vis, I'ensemble est parfaitement soli-
daire. Si le tireur exerce un effort F de
180 N sur la corde, _déterminer le torseur
d’ encastrement exercé entre (1) et (2) au
point A.

Rép
X=9:Y=247daN;Z=0;L=M=0;N=-150 Nm.

Une porte de coffre-fort se compose d’'un
bras de manceuvre (1), articulé en A et B sur
des gonds (0) scellés dans un mur en béton
amé, et d’ une porte (2) articulée sur le bras
précédent. P1 (10 kN) schématise le poids du.
bras de manceuvre et P . (20 kN) le poids de
la porte. La liaison en B entre (0) et (1) estune
rotule de centre B, celle en A une liaison
lindaire annulaire. Déterminer les torseurs
exercés sur les liaisons en A €t B.

Un arbre de transmission (1) est guidé
en rotation par deux roulements a rouleaux
coniques. La liaison entre (1) et le béti (0) est
un pivot d'axe y. La partie pignon cg)xique
de I'arbre supporte en A la charge F tdie
que: F'=2500 7+ 1500 j— 1 000 k'(N).
Les poids sont négligés. Déerminer le tor-
seur d'action {T,,;} supporté par la liaison
pivot et le couple C,, transmis par la partie C
de l'arbre.

o1 60 |
55 ]
(9]

Fig. 36

=-2B500N;Y=-1500;Z=1000;L=-30Nm; M=0;N=-300;C, =150

| L'ensemble proposé représente schématiquement une pédale de commande.

L’action du pied sur la pédae 1, en B, permet de relever la tige de commande 2. La

pédale est articulée (liaison pivot de centre
A) sur le béti 0, de méme la liaison entre 1
et 2 est une liaison pivot de centre C. T
[10 daN, direction (C, Z)] schématise la ten-
sion de la tige et F (direction B, Z) I'action
du pied. L, . pivot d'axe (C,x).

L’ensemble_de la pedale éant en équilibre,

| déterminer Fet le torseur d'action de la liai-

son pivot en A (Ty,y).
Rép

Fe_52KkdaN);X=Y=0;
z=152daN;L=N=0;
M= =212 Nm.

Fig. 37
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J. Jdique par Ies torseurs

d ®m support proposé assure le maintien
de trois cébles dont les tensions sont F
[1 000 N, plan (O, Y, Z)], FB [600 N, plan
(0, X, Y)] et FZ (700 N). Le support 1 est
fié dans le mur O (liaison encastrement de
centre E ). a) Ecrire pour chaque tension le
torseur correspondant. b) Isoler le support ;
en déduire le torseur dencastrement entre
OetlenE

Xop == 788 N Yo, = = 1810 ; Z, = =204 ;
Loy = 155 Nm ; M, , = 23 ; Noy = 25,2,

Fig. 38

d e potence articulée se compose d'un
socle 0 solidaire d'une colonne 1 (liaison
encastrement de centre 0), d'une fléche
articulée 2 [pivot de centre A et daxe (0,
Z)], d'une contre-fleche articulée (3) [pivot
de centre B et daxe (C, Z )] et d'un palan 4
fié & I'extrémité D. P~ schématise le poids
de la charge a manocauwrer. Al3 e CD se
déplacent dans des plans horizontaux paral-
ldes a (0, X, Y). AO, BC & DE sont verti-

caes (pardléles a 0, Z). Ecrlre le torseur
correspondant a la charge PenE D, C, B,

A e 0. _Supposer a variable. _Déterminer
les torseurs d'action sur les liaisons pivots
(en A entrel et 2, en Bentre 2 et 3) et sur

la liaison encastrement (en O entre O et 1).

Les poids sont négligés. Fig. 39

B Une unité de fraisage est intégrée dans | M=50Nm
une chaine de fabrication automatisée. La M=-50]
force F et le couple M schématisent les | F [F,=60daN
efforts de coupe sur la fraise (3) en A. La Fy=20 daN
ligison entre I'arbre porte-fraise 2 et le béti fz=-30 daN

(1) est une liaison pivot de centre O et d'axe
(0, Y), la liaison entre (1) et la semelle fixe
O, une glissiére de centre B et d'axe (B, X).
T schématise I'action du dispositif de mise
en trandation mtegre a la semele (vé&in,
vis.. .). Déterminer T et le torseur d'action
sur Iallalson glissiére en B entre (0) et (1).

s

{ 4

T=60daN;X=0;Y=-20daN;
Z=30;L=—66Nm;M=—22;
N = - 180.
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QO Labredetrans y "
mission propose est @ T 0 E:lgggN
guidé en rotation par . L . £e 2
deux roulements a , BT B e -
billes & contact radial f El gt [

en A e B. L'abre | Eywc " ; .
recoit en D le couple Al -Y 7 -—
C 2100 7 (Nm)plet < 2=T00 T poto0 G o=T0 o7
entréine en E une (2 TE IinéaireLnnulaire | 100 N
roue dentée (non rotuwf‘\ —o— D!
représentée) qui exer- ‘| B L ¢

ce |'effort E” B i e _{} R

(E'= 1000 - 500 j /L TE oentfp [P

+E, k). rotule .

a) En fonctionnement i c -1 % 7

norma (charges e T

flexions d'arbre 77

moyennes), la sché-  Fig. 41
matisation des liaisons se raméne au cas de la figure 2 : rotule en A et linéaire annulaire
en B. Déterminer les torseurs d actions sur les liaisons en A et B. Calculer E,. b) Montrer

que I'ensemble des deux liaisons en A et B se ramene a une liaison pivot d'axe (A, x).
c) Le roulement B est remplacé par un roulement & rouleaux cylindriques les charges et
les flexions d'arbres sont supposées plus importantes et la schématisation se ramene au
cas de la figure 3 : rotule en A et pivot glissant en B. Reorendre |es questions a) et b).

O un pont déva
teur, de capacité
2 000 daN, e utilise
pour des travaux de
maintenance sur vehi-
cules automobiles. Le
pont se compose de
deux colonnes (1)
identiques, équipées
chacune de deux
paires de bras (3) et
(4) aticulés (pivots
daxes (B, z) et (C, 2)
en B et C sur un cou-
lisseau (2). Le coulis-
Seal, en liason glis Fig. 42 Fig. 44

siere d'axe (0, 2) par rapport a la colonne, est manoeuvré (levage ou descente) par une
tige filetée (5) entrainée par un motoréducteur (6). Le mouvement est transmis a la deuxie-

me colonne par un systéme a roues et chalne,

Le glisseur T T schématise 1a tension de la vis, ligne o’ action (A, z) = = 500 k (daN) et

F‘; = - 350 K'sont les actions exercées par |"automobile. Les poids et les frottements sont

négligés, I'ensemble est en équilibre.

Déterminer les torseurs d'actions { T, ,}o, { T, qlc, { Ty 5le €t la valeur de T.

Réponse

T=850daN; X, ,=V, =2,=0; L,=335Nn;M,==-1140; X,,=Y, =0, Zy=50;
Lys=—Mys=5300; Xy = Yy =052y, =350 ; Ly, =-2100; M, =~ 3 640 Nm.
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