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L’Øquation de la trajectoire de P est :
y = � g

2v 2
0 cos2 � x2 + tan � x + h. La vi-

tesse de la bille lorsqu’elle arrive au sol
vaut v =

p
v2

0 + 2g h.
En fonction de ẋ, ẏ, ẍ et ÿ le rayon
de courbure de M (�gure de droite)
s’Øcrit : � = ( ẋ 2 + ẏ 2 ) 3= 2
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Tout rØfØrentiel dans lequel le principe
d’inertie (premiŁre loi de Newton) est vØ-
ri�Øe est appelØ rØfØrentiel galilØen.
’Et pourtant elle tourne’ (Eppure si
muove). GalilØe aurait marmonnØ cette
phrase en 1633 aprŁs avoir ØtØ forcØ par
le tribunal de l’Inquisition d’abjurer sa
thØorie ...

Ci-dessus, la �gure en bleu (à gauche) montre la trajectoire d’une petite bille P lancØe du haut d’un
bâtiment (hauteur h) avec une vitesse~v0 faisant un angle � avec l’horizontale. Les expressions à sa droite
donne l’Øquation de la trajectoire de la bille et sa vitesse au moment oø elle touche le sol. La �gure tout
à fait à droite permet de dØ�nir le rayon de courbure en un point de la trajectoire. Quand M 0 tend vers
M (tajectoire (T ) en rouge), les normales aux tangentes enM et M 0 se rencontrent en un pointC appelØ
centre de courbure. Les longueursCM et CM 0 sont alors Øgales à une une quantitØ� qu’on appelle rayon
de courbure. Un cercle de centreC et de rayon � passera nØcessairement parM et M 0.
Quant aux deux photos portraits d’en bas, elles sont de GalilØe (à gauche) et Newton (à droite), deux
grands savants qui ont marquØ l’histoire des sciences et ont grandement contribuØ à la mØcanique.

P�r�o�f. M. A. B�e�lk�h�i�r�
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Chapitre 1

Vecteurs, systŁme SI et rappels
mathØmatiques

La physique fait ØnormØment appel aux vecteurs et on va les utiliser beaucoup dans ce cours. C’est pourquoi
ce chapitre leur est dØdiØ presque totalement. Mais avant d’aborder vraiment les vecteurs, nous allons
prØsenter le systŁme international d’unitØs (systŁme SI), parler briŁvement de l’analyse dimensionelle ainsi
que de l’homogØnØitØ des Øquations en physique. Nous terminerons ce chapitre avec quelques rappels de
mathØmatiques trŁs utiles.

1.1 SystŁme d’unitØs SI
Pour mesurer une grandeur physique, il est nØcessaire d’utiliser une unitØ de mesure (ou un Øtalon). Il existe
di�Ørents systŁmes d’unitØs basØs sur des choix di�Ørents du jeu d’unitØs fondamentales, mais de nos jours le
systŁme d’unitØs le plus utilisØ est le SystŁme international d’unitØs (SI), dans lequel il y a sept unitØs de
base. Elles sont prØsentØes dans le tableau ci-dessous.

Grandeur physique DIMENSION UnitØ de mesure
Nom de la grandeur Symbole de la grandeur UnitØ SI de l’unitØ Symbole de l’unitØ

Longueur ‘; x; y; : : : L (le) mŁtre m
Masse M; m M (le) kilogramme kg
Temps t T (la) seconde s

IntensitØ Ølectrique I; i I (un, l’) ampŁre A
TempØrature T; � Θ (le) kelvin K

IntensitØ lumineuse I v ; I J (la) candela cd
QuantitØ de matiŁre n N (la) mole mol

Table 1.1 � UnitØs fondamentales du systŁme SI

Les symboles� et Θ qui apparaissent dans le tableau se prononcentthŒtaet reprØsentent la huitiŁme lettre
de l’alphabet grec. D’autres lettres grecques seront rencontrØes tout au long de ce cours. Voir le tableau de
l’alphabet grec à la section 1.6.

UnitØ dØrivØes : les unitØs formØes d’une combinaison de plusieurs unitØs de base sont appelØesunitØs
dØrivØes. Par exemple, mŁtres par secondes (m=s) pour la vitesse ou kilogrammes par mŁtre cubekg=m3

pour la masse volumique, etc.

Certaines unitØs dØrivØes prennent un nom particulier ; par exemple lekg � m=s2 est l’unitØ de force qui
dØcoule de la loi de NewtonF = ma, elle s’appelle le newton (N) : 1 N= 1 kg � m=s2.

2



CHAPITRE 1. VECTEURS, SYST¨ME SI ET RAPPELS MATHÉMATIQUES

Radian et stØradian : Notons que le radian (unitØ d’angle plan ; symbole rad) et le stØradian (unitØ
d’angle solide ; symbole sr) sont considØrØes comme des unitØs dØrivØes.
Elles sont adimensionnelles car elles sont dØ�nies par un rapport de deux longueurs pour l’angle plan et de
deux surfaces pour l’angle solide. Leurutilisation ou non dans les expressions d’autres unitØs dØrivØes SI se
fait selon les besoins.
Exemples :
1- Utilisation ! Vitesse de rotation (ou vitesse angulaire)! d’un point M en mouvement sur un cercle de
rayon R s’exprime enrad � s� 1 pour la distinguer de la frØquence qui elle se mesure ens� 1.
2- Non-utilisation ! Sur un cercle de rayonR, la longueur de l’arc interceptØ par l’angle au centre� est
L = �R . L’unitØ de L est bien sßr m et non rad�m.

UnitØs non SI : des unitØsnon SI sont aussi trŁs utilisØes :°C, km/h, eV, pouce (in : inch en anglais), etc.
On doit savoir faire la conversion unitØs non SI vers unitØs SI et vice versa. Exemple, convertir 72 km/h en
m/s :

72
km
h

=
72 � 1000

3600
m
s

= 20 m=s

1.2 Analyse dimensionnelle et homogØnitØ des Øquations en physique
On ne peut pas additionner (ou soustraire) deux grandeurs qui ont des dimensions di�Ørentes: Øcrire Lon-
gueur + largeur c’est sensØ mais Longueur + surface ou 2 kg + 5 m/s n’ont aucun sens ! Donc la somme
a + b n’a de sens que si les quantitØsa et b ont la mŒme dimension.

Par contre, il est tout à fait possible de multiplier ou diviser deux grandeurs physiques de mŒme dimension
ou de dimensions di�Ørentes :v = L=t ! m/s, S = L � l ! m � m = m 2, P = m g ! kg � m=s2.

notation : La dimension d’une grandeurX se note[X ] (les sympboles [ et ] s’appellentcrochets).

HomogØnØitØ : Une Øquation ou relation physique n’est homogŁne que si ses deux membres ainsi que
chaque terme additif constituant chaque membre ont mŒme dimension. L’Øquationa + b = c n’est homogŁne
que si [a] = [ b] = [ c].
L’analyse dimensionnelle est un outil puissant pour dØtecter une erreur :une relation non homogŁne est
forcØment fausse.
Si A, B et C sont des grandeurs quelconques et� , � et  des nombres, les rŁgles suivantes s’appliquent :
1) Les nombres sont adimensionnels :[5] = [21572] = [� 513] = 1. Exemple : [2A] = [2][ A] = 1[ A] = [ A].
2) [A � ] = [ A]� .
3) L’Øquation [A]� + [ B ]� = [ C] est homogŁne() [A]� = [ B ]� = [ C] .
4) Si A � B � = C  alors [A]� [B ]� = [ C] .

Prenons par exemple l’Øquationx = at2=2, oø x est l’espace parcouru dans le tempst par une particule qui
part du repos avec l’accØlØrationa. Pour voir si l’Øquation est homogŁne, on calcule la dimension de chaque
membre. On a :

[x] = L

[at2=2] = [ a][t2] = [ a][t]2 = ( L=T 2)T2 = L

donc [x] = [ at2=2], on conclut que l’Øquation est homogŁne.
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CHAPITRE 1. VECTEURS, SYST¨ME SI ET RAPPELS MATHÉMATIQUES

1.3 Vecteurs
1.3.1 Grandeurs scalaires et grandeurs vectorielles
Certaines grandeurs physiques sont complŁtement dØ�nies à l’aide d’unnombre, suivi ou non d’une unitØ de
mesure. On les appelle desscalaires. La masse (un bloc de 2 kg), le temps (une sØance de cours de 1h30mn),
l’Ønergie (une consommation d’Ønergie Ølectrique de 30 kwh par jour), la tempØrature (une tempØrature de
25 � C ), l’indice de rØfraction (l’indice de rØfraction du verre vaut 1,5), la densitØ (le fer a une densitØ de
7,86), etc. ; sont desgrandeurs scalaires ou simplement des scalaires .

Il existe, cependant, d’autres quantitØs physiques qui ne peuvent pas Œtre dØ�nies complŁtement par un
simple nombre. Par exemple, si je vous demande de vous dØplacer de 5 m vers l’avant ce n’est pas pareil que
de vous dire vers l’arriŁre, à droite ou à gauche. Pour e�ectuer le dØplacement dØsirØ, il est important de
prØciser la direction et le sens du dØplacement, en plus de la valeur de 5 m. Le dØplacement n’est pas un
scalaire, c’est unvecteur . À la di�Ørence d’un scalaire, un vecteur est donc caractØrisØ par unedirection ,
un sens et une valeur appelØemodule . La vitesse, l’accØlØration, la force, le champ Ølectrique, etc., sont
aussi des vecteurs.

Remarque : Dans les ouvrages anglo-saxons, on se limite à deux caractØristiques (longueur et direction)
pour dØ�nir un vecteur. Le mot direction inclut dans son acception l’orientation du vecteur. On dira par
exemple un avion qui vole dans la direction Est-Ouest, un projectile lancØ à 30° de l’axe + x, etc. Pour ce qui
nous concerne, on adoptera la mŒme dØ�nition quand le sens du vecteur est implicite, sinon, si le besoin se
fait sentir on prØcisera le sens.

1.3.2 ReprØsentation graphique et notation d’un vecteur
Un vecteur est reprØsentØ graphiquement par un segment de droite allant d’uneorigine (A par exemple) à
une extrØmitØ (B par exemple).

A

B

VouABnotation

sens dire
ction

longueur (module)A = origine

B = extrémité

Figure 1.1 � ReprØsentation graphique et notation d’un vecteur

- On le note
��!
AB ou par une simple lette

!
V par exemple. Au lieu de mettre une �Œche au dessus, on note

parfois les vecteurs avec des lettres engras : AB , V .
- Le module d’un vecteur

!
V se notek

!
Vk, j

!
V j ou simplement V .

- synonymes : module , longueur, grandeur, valeur,
intensitØ (d’une force, d’un champ Ølectrique, ...),
norme d’un vecteur (surtout en mathØmatiques)

Addition, CommutativitØ et AssociativitØ

1.
!
V 1 +

!
V 2 =

!
V 2 +

!
V 1 ; l’addition de deux vecteurs est commutative.

2. (
!
V 1 +

!
V 2) +

!
V 3 =

!
V 1 + (

!
V 2 +

!
V 3) ; l’addition des vecteurs est associative.
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CHAPITRE 1. VECTEURS, SYST¨ME SI ET RAPPELS MATHÉMATIQUES

V +V2 3

V
1

+
V
2

V1

2V
V3

A

B

V

E

F

V

V

V

V

A

B

C

D

V

1

1

2
2

commutativité  associativité  

Figure 1.2 � Addition de vecteurs : mØthode graphique

3. Vecteur nul : Si on bouge pas deA , ou si on part de A et on revient en A , le dØplacement e�ectuØ dans
les deux cas estnul. Il correspond au vecteur nul notØ

!
0 (i.e.

�!
AA =

!
0).

4. Le vecteur
!
0 est un ØlØment neutre pour l’addition vectorielle :

!
V +

!
0 =

!
0 +

!
V =

!
V . Bien sßr k~0k = 0 .

5. OpposØ d’un vecteur : l’opposØ d’un vecteur
!
V est le vecteur

!
V 0 tel que la somme

!
V +

!
V 0 donne~0, d’oø

!
V 0 = �

!
V .

6. Soustraction de deux vecteurs :
!
V 1 �

!
V 2 =

!
V 1 + ( �

!
V 2), soustraire un vecteur revient à ajouter son

opposØ.

7. Multiplication par un scalaire, � et � deux rØels :�
!
V =

!
V 0,

!
V 0 a la mŒme direction que

!
V , de mŒme

sens si� > 0, de sens contraire si� < 0.

8. Le module de�
!
V est j� j k

!
Vk.

9. Pour � = 0 : 0
!
V = ~0.

10. (� + � )
!
V = �

!
V + �

!
V

11. � (�
!
V ) = � (�

!
V ) = ��

!
V

12. � (
!
V 1 +

!
V 2) = �

!
V 1 + �

!
V 2

13. Vecteur unitaire : Un vecteur unitaire est un vecteur de module Øgal à 1. Un vecteur unitaire suivant
un vecteur

!
V quelconque non nul est donnØ par~u =

!
V =V. Notons qu’un vecteur unitaire n’a pas de

dimension (car c’est un rapport de 2 grandeurs de mŒme dimension). Les vecteurs unitaires de base
d’un systŁme d’axes orthonormØOxyz sont souvent notØs :~i , ~j et ~k.

1.3.3 Composantes d’un vecteur : expression d’un vecteur par rapport à un systŁme
d’axes

Sur la �gure 1.3 (a) on a : ~V = � 3~i , ce qui revient à dire que la composante de~V suivant ~i vaut � 3. Sur la
�gure (b) on a : ~V = 5~i + 1 :5~j , ce qui signi�e que la composante de~V suivant x vaut 5 et celle suivant y 1.5.
Sur la �gure (c) on a : ~V = ~V1 + ~V2 + ~V3 = 2 :5~i + 4 ~j + 3 ~k, ce qui signi�e les composantes de~V sont +2.5
suivant x, +4 suivant y et +3 suivant z. Vxy et Vxz sont les projections orthogonales de~V sur les plansxy et
yz respectivement.

De maniŁre gØnØrale, dans une base orthonormØe(~i;~j; ~k), un vecteur ~a s’Øcrit :~a = ax ~i + ay ~j + az ~k. Il est
facile de vØri�er (thØorŁme de Phytagore) que le module de~a est donnØ par :

a2 = a2
x + a2

y + a2
z ou encorea =

q
a2

x + a2
y + a2

z (1.1)
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CHAPITRE 1. VECTEURS, SYST¨ME SI ET RAPPELS MATHÉMATIQUES

V

i

y

5

1.5

j

i

4

3

V

2.5

x yV

Vx z

x

x
V

V

(a)

(b)

(c)

z

y

1

x
2

V

3

i

j

k

V =2.5  i+ 4  j+3 k 

V = −3  i

V

V =−4  i+ 1.5  j

Figure 1.3 � Vecteur à 1, 2 et 3 dimensions dans un systŁme d’axes

Si ~b = bx ~i + by ~j + bz ~k, l’ØgalitØ~a = ~b Øquivaut à ax = bx ; ay = by ; az = bz .

1.3.4 Addition analytique de deux vecteurs
Soit ~a = ax~i + ay~j + az~k et ~b = bx~i + by~j + bz~k. En fonction des compsantes la somme~c= ~a+ ~b s’Øcrit :

~c= ( ax + bx )~i + ( ay + by)~j + ( az + bz)~k; (1.2)

ce qui donne :~c= cx~i + cy~j + cz~k avec

cx = ax + bx ; cy = ay + by ; cz = az + bz : (1.3)

1.4 Produits de vecteurs
1.4.1 Produit scalaire
ConsidØrons deux vecteurs!a et

!
b faisant entre eux un angle� . 1 Leur produit scalaire, notØ!a �

!
b et lu a

scalaireb ou a point b, est dØ�ni par :

θ

c
o
s

θ

cos θ
b

=b

a

=
a b

a

b

β

π<β<2π 

a

0<θ<π

Figure 1.4 � Produit scalaire de deux
vecteurs

!a �
!
b = k�! a k


�!
b

 cos� (1.4)

Quand il n’ y a pas d’ambiguïtØ on prØfŁre la notation simple :

!a �
!
b = a b cos� (1.5)

produit scalaire de deux vecteurs = module de l’un fois module de
l’autre multipliØ par le cosinus de l’angle saillant entre eux.

Le produit scalaire, comme son nom l’indique, estun scalaire . Son
signe est celui decos� puisque a et b, Øtant des modules, sont po-
sitifs. Par consØquent, le produit scalaire est positif sicos� > 0 i.e.

1. Entre
!
a et

!
b il y a deux angles : l’angle � (dit renrant) compris 180 °et 360°, et l’angle � (dit saillant) compris 0 °et 180°.

C’est l’angle saillant qu’gvfon considŁre dans la dØ�nition du produit scalaire.
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CHAPITRE 1. VECTEURS, SYST¨ME SI ET RAPPELS MATHÉMATIQUES

0 � � < �= 2 ; nØgatif sicos� < 0 i.e. �= 2 � � < � , nul si a = 0 ou b = 0 ou cos� = 0 i.e. � = �= 2. Ce dernier
cas signi�e que si le produit scalaire de deux vecteurs (non nuls) est nul, alors ils sontperpendiculaires .

PropriØtØs :

1- ab cos� = bacos� =) !a �
!
b =

!
b � !a ! le PS est commutatif.

2- !a � !a = k�! a k k�! a k cos 0, soit puisque cos 0 = 1,

!a � !a = k�! a k2 ou bien !a
2

= a2 (1.6)

Le carrØ du vecteur est Øgal au carrØ du module. Ce rØsultat est important et il faut le retenir.

3- �~a � �
!
b = �~a � �

!
b = �� ~a �

!
b

4- !a � (
!
b + !c ) = !a �

!
b + !a � !c le produit scalaire est distributif par rapport à l’addition.

1.4.1.1 DØ�nitions Øquivalentes du produit scalaire

En posant bcos� = ba = projection de
!
b sur !a , l’Øquation (1.5) peut se rØØcrit :

2Łme dØ�nition

2) !a �
!
b = a bcos�| {z }

ba

= a ba (= module de !a fois la projection algØbrique2 de
!
b sur !a .

3Łme dØ�nition

3) !a �
!
b = b acos�| {z }

ab

= bab (= module de
!
b fois la projection algØbrique de!a sur

!
b.

1.4.1.2 Expression du produit scalaire en fonction des composantes

Dans un systŁme d’axes orthonormØOxyz muni de la base (~i;~j; ~k) : !a = ax~i + ay~j + az~k et
!
b = bx~i + by~j + bz~k.

!a �
!
b = ( ax~i + ay~j + az~k) � (bx~i + by~j + bz~k) (1.7)

= axbx~i �~i + axby~i � ~j + axbz~i � ~k + aybx~j �~i + ayby~j � ~j + aybz~j � ~k (1.8)

+ azbx~k �~i + azby~k � ~y + azbz~k � ~k (1.9)

D’aprŁs la dØ�nition (1.5) et du fait que ~i;~j; ~k sont unitaires on a : ~i � ~i = ~j � ~j = ~k � ~k = 1 , et
~i � ~j = ~j �~i = ~i � ~k = ~k �~i = ~j � ~k = ~k � ~j = 0 : Il vient :

!a �
!
b = axbx + ayby + azbz (1.10)

En appliquant (1.6) et (1.10) on a : a2 = a2
x + a2

y + a2
z, on retrouve le rØsultat (1.1).

1.4.2 Produit vectoriel
Le produit vectoriel de deux vecteurs!a et

!
b est un vecteur

- de moduleabsin � , � Øtant l’angle saillant (le plus petit, 0 < � < � ) entre les deux vecteurs,
- de direction perpendiculaire au plan des deux vecteurs et
- son sensest tel qu’il forme un triŁdre direct avec !a et

!
b (voir plus bas).

2. Le mot algØbrique signi�e ici que la projection peut prendre des valeurs nØgatives. C’est ce qui arrive en e�et quand l’angle
� est compris entre �= 2 et � .
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a b

a b

a b

a b

          main droite

b

le pouce

b

a

a

bouchon à vis 

a

b

a

b

O

F

Figure 1.5 � Sens du produit vectoriel : rŁgle de la main droite et rŁgle du bouchon à vis

Le produit vectoriel
- s’Øcrit !a �

!
b,

- se lit a vectoriel b ou a croix b.
En dØ�nissant le vecteur unitaire ~n portØ par !a �

!
b et de mŒme sens, le produit vectoriel prend l’expression :

!a �
!
b = absin � ~n: (1.11)

Il existe plusieurs rŁgles qui permettent de dØterminer le sens de!a �
!
b. La �gure 1.4.2 ci-dessous montre les

deux rŁgles les plus utilisØes.

1) RŁgle de la main droite : Les doigts de la main droite (sauf le pouce) sont courbØs dans le sens allant du
premier vecteur vers le deuxiŁme. Le pouce levØ indique alors le sens de leur produit vectoriel.

2) RŁgle du bouchon à vis (d’une bouteille d’eau par exemple) : Imaginez que les deux vecteurs reposent
sur le bouchon comme indiquØ sur la �gure 1.5. Si!a vers

!
b va dans le sens de l’ouverture (sens O) alors le

bouchon sort et !a �
!
b est dirigØ vers l’extØrieur de la bouteille. Si!a vers

!
b va dans le sens de la fermØture

(sens F) alors le bouchon rentre et!a �
!
b est dirigØ vers l’intØrieur de la bouteille.

PropriØtØs
i) !a �

!
b = �

!
b � !a car le sens de~n s’inverse quand on tourne de

!
b vers !a . Le produit vectoriel est

anticommutatif .
ii) Le module absin � du produit vectoriel s’interprŁte gØomØtriquement comme la surface du parallØlogramme
formØ par les deux vecteurs.
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CHAPITRE 1. VECTEURS, SYST¨ME SI ET RAPPELS MATHÉMATIQUES

iii) Le produit vectoriel de deux vecteurs colinØaires (parallŁles ou antiparallŁles) est nul car le sinus s’annule
pour � = 0 ou � . En partculier, !a � !a = ~0.
iv) � !a � �

!
b = �� (!a �

!
b)

v) !a � (
!
b + !c ) = !a �

!
b + !a � !c

vi) (!a +
!
b) � !c = !a � !c +

!
b � !c

1.4.2.1 Expression analytique du produit vectoriel

On a : !a = ax~i + ay~j + az~k et
!
b = bx~i + by~j + bz~k.

!a �
!
b = ( ax~i + ay~j + az~k) � (bx~i + by~j + bz~k) (1.12)

= axbx ~i � ~i + axby~i � ~j + axbz~i � ~k (1.13)

+ aybx ~j � ~i + ayby ~j � ~j + aybz ~j � ~k (1.14)

+ azbx ~k � ~i + azby ~k � ~j + azbz ~k � ~k (1.15)

Mais, d’aprŁs la dØ�nition du produit vectoriel, on a : 3

~i � ~i = ~j � ~j = ~k � ~k = ~0 (1.16)

~i � ~j = ~k; ~i � ~k = � ~j; ~j � ~i = � ~k; ~j � ~k = ~i; ~k � ~i = ~j; ~k � ~j = � ~i: (1.17)

Il vient :

!a �
!
b = ~0 + axby ~k � axbz~j � aybx ~k + ~0 + aybz~i + azbx ~j � azby~i + ~0 (1.18)

= ( aybz � azby)~i + ( azbx � axbz)~j + ( axby � aybx )~k (1.19)

` l’aide des dØterminants, on peut rØØcrire cette expression de maniŁre plus concise et plus pratique :

!a �
!
b = +

�����
ay az
by bz

�����
~i �

�����
ax az
bx bz

�����
~j +

�����
ax ay
bx by

�����
~k; (1.20)

L’Øquation (1.20) peut se mettre sous la forme d’un dØterminant3 � 3 :
+ � +

!a �
!
b =

�������

~i ~j ~k
ax ay az
bx by bz

�������
(1.21)

On retiendra les signes alternØs+ ;� ;+ dans l’Øquation(1.20) qu’on ne doit pas oubliØ d’appliquer quand on
utlise l’Øquation (1.21).

1.4.3 Le produit mixte

Le produit mixte de trois vecteurs quelconques!a ,
!
b et !c est le scalaire dØ�ni par :

!a � (
!
b � !c ):

3. Pour retrouver sans calcul les relations (1.17), on peut utiliser ce moyen mnØmotechnique : on Øcrit la liste~i;~j; ~k;~i;~j; ~k dans
cet ordre et le produit vectoriel de deux vecteurs consØcutifs est alors donnØ par le vecteur suivant sur la liste avec un signe+ si
on va de gauche à droite et � si on va de droite à gauche. Par exemple ~i � ~j = ~k mais ~k � ~j = � ~i .
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CHAPITRE 1. VECTEURS, SYST¨ME SI ET RAPPELS MATHÉMATIQUES

Le produit mixte peut Œtre positif, nØgatif ou nul. Il s’annule si :
- un des trois vecteurs au moins est nul,
- les trois vecteurs sont coplanaires. En e�et, si les trois vecteurs sont dans le mŒme plan, alors(

!
b � !c ) est

un vecteur perpendiculaire au plan, donc à !a , et par suite leur produit scalaire est nul. Cette propriØtØ est
trŁs utile pour dØmontrer que 3 vecteurs issus d’une mŒme origine sont situØs dans un mŒme plan.
Le produit mixte est invariant par permutation circulaire des trois vecteur c’est-à-dire :

!a � (
!
b � !c ) =

!
b � (!c � !a) = !c � (!a �

!
b):

En vertu de la commutativitØ du produit scalaire, l’ØgalitØ de!a � (
!
b � !c ) et !c � (!a �

!
b) se rØØcrit :

!a � (
!
b � !c ) = ( !a �

!
b) � !c ;

rØsultat qui montre que le produit mixte ne change pas si on Øchange les symboles� et � . Pour cette raison,
on le note parfois(!a;

!
b ;!c ) sans avoir besoin de prØciser oø placer le� et le � .

Dans une base orthonormØe (~i;~j; ~k)), le produit mixte peut s’Øcrit (on fait usage de (1.20)) :

(!a �
!
b) � !c =

 

+

�����
ay az
by bz

�����
~i �

�����
ax az
bx bz

�����
~j +

�����
ax ay
bx by

�����
~k

!

�
�
cx~i + cy~j + cz~k

�
(1.22)

= +

�����
ay az
by bz

����� cx �

�����
ax az
bx bz

����� cy +

�����
ax ay
bx by

����� cz (1.23)

Cette derniŁre expression est aussi celle d’un dØterminant3 � 3 :

!a � (
!
b � !c ) =

�������

ax ay az
bx by bz
cx cy cz

�������
(1.24)

Par rapport à une base orthonormØedirecte (~i;~j; ~k)), un produit mixte !a � (
!
b � !c ) positif signi�e que le

triŁdre !a;
!
b ;!c est direct ; si, au contraire, !a � (

!
b � !c ) est nØgatif alors le triŁdre!a;

!
b ;!c est indirect.

Remarques :
- Un produit mixte positif signi�e que les trois vecteurs forment un triŁdre direct.
- Un produit mixte nØgatif signi�e que les trois vecteurs forment un triŁdre indirect.
- La valeur absolue d’un produit mixte donne le volume du parallØlØpipŁde formØ par les trois vecteurs.

1.4.4 Produit vectoriel de trois vecteurs ou double produit vectoriel

Avec trois vecteurs !a;
!
b et !c on peut former deux doubles produits vectoriels :!a � (

!
b � !c ) et (!a �

!
b) � !c .

On admet que (mais on peut le dØmontrer) :
!a � (

!
b � !c ) =

!
b(!a � !c ) � !c (!a �

!
b) (1.25)

(!a �
!
b) � !c =

!
b(!a � !c ) � !a(

!
b � !c ) (1.26)

Il est facile de voir qu’avec le changement!c =
!
a0, !a =

!
b0 et

!
b =

!
c0, la formule (1.26) devient, grâce

à l’anticommutativitØ du produit vectoriel et la commutativitØ du produit scalaire :
!
a0 � (

!
b0 �

!
c0) =

!
b0(

!
a0�

!
c0) �

!
c0(

!
a0�

!
b0). On retrouve la forme (1.25).

On peut retrouver rapidement ces formules à l’aide de ce moyen mnØmotechnique :on sort le vecteur du
milieu, on met un signe � devant l’autre vecteur de la parenthŁse et on rajoute les produits scalaires des
deux autres vecteurs. Exercez-vous à retrouver à l’aide de ce moyen les relations (1.25) (1.26).
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1.5 Quelques rappels de mathØmatiques
1.5.1 TrigonomØtrie
Le cercle trigonomØtrique est un cercle de rayon Øgal à 1 et centrØ à l’origineO des axes des abscissesx et
des ordonnØesy. Les coordonnØesx et y d’un point P du cercle correspondent tout simplement au cosinus et
au sinus de l’angle� que fait le vecteur

��!
OP avec l’axe desx : x = cos� et y = sin � . Ce cercle peut vous

aider à repØrer les valeurs remarquables ci-dessous sur[0;2� ].

cos 0 = cos 2� = 1 ,
cos� �= 2 = 0,
cos� �= 3 = 1=2,
cos� �= 6 =

p
3=2,

cos� � = � 1.

OP=1

1 2

1 2

3 23 2− 1 2− 1 2

3 2

1 2

2−1

1 2−

3 2−

3π/2
 270

ο

−π/2

2−1

O

x=cos θ

P

θ

cos θy=π−θ

π+θ −θ

cos

si
n

2π/3

 120
ο

5π/6
 150

ο
3π/4

 135
ο

π

 180
ο

 210
7π/6

−5π/6

 225
ο

5π/4

−3π/4
 240

ο

ο

4π/3

 90
ο

π/2

π/3
 60

ο

π/4

 45
ο

π/6
 30

ο

0,2π

0, 360
ο

 330
ο

 315
ο

7π/4
−π/4

11π/6
−π/6

 300
ο

−2π/3

5π/3

−π/3

−1

+1

−1 +1

−

+

cos

si
n

Figure 1.6 � Cercle trigonomØtrique

sin 0 = sin � � = sin 2 � = 0 ,
sin � �= 2 = � 1 ! arcsin 1 = �= 2,
sin � �= 3 = �

p
3=2 ! arcsin

p
3=2 = �= 3,

sin � �= 6 = � 1=2 ! arcsin 1=2 = �= 6.

arcsin 0 = 0 arcsin 1=2 = �= 6 arcsin
p

2=2 = �= 4
arcsin

p
3=2 = �= 3 arcsin 1 = �= 2

arccos 0 = 1 arcsin 1=2 = �= 3 arcsin
p

2=2 = �= 4
arcsin

p
3=2 = �= 6 arccos 1 = 0

arctan 0 = 0 arctan
p

3=3 = �= 6 arctan 1 = �= 4
arctan

p
3 = �= 3 arctan1 = �= 2

8 � et � rØel, on a :
sin(� + � ) = sin � cos� + cos � sin � ,
sin(� � � ) = sin � cos� � cos� sin � ,
cos(� + � ) = cos � cos� � sin � sin � ,
cos(� � � ) = cos � cos� + sin � sin � .

Des relations prØcØdentes on dØduit que :
cos2 � + sin 2 � = 1

cos(2� ) = cos2 � � sin2 �
= 2 cos2 � � 1
= 1 � 2 sin2 �

sin(2� ) = 2 sin � cos�

8k entier et 8� rØel, on a :
cos(� � ) = cos �
sin(� � ) = � sin �
tan � = sin �= cos� ! tan( � � ) = � tan �
tan � = sin �= cos� ! tan( � � ) = � tan �
tan(2x) = 2 tan x=(1 � tan2 x)

sin(�= 2 � � ) = cos � ; cos(�= 2 � � ) = sin � ;
sin(�= 2 + � ) = cos � ; cos(�= 2 + � ) = � sin � ;
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sin(� � � ) = sin � ; cos(� � � ) = � cos� ;
sin(� + � ) = � sin � ; cos(� + � ) = � cos� .

1.5.2 DØrivØes et intØgrales par rapport à x
La dØrivØe enx d’une fonction scalairef (x) est par dØ�nition : f 0(x) = lim∆ x ! 0

∆ f
∆ x oø∆ x est un accroissement

de x et ∆ f l’accroissement correspondant def . La fonction dØrivØef 0 se note aussidfdx .
Quelques propriØtØs :
d(f � g)=dx = df=dx � dg=dx
d(�f )=dx = �df=dx
d(fg )=dx = df=dx + dg=dx
d(f=g)=dx = ( gdf=dx + fdg=dx)=g2

(u� )0 = �u 0u� � 1 !
�

x � dx = x � +1 =(� + 1) + constante
(
p

u)0 = u0=(2
p

u)
(sin x)0 = cos x !

�
cosxdx = sin x+ constante

(cosx)0 = � sinx
�

sinxdx = � cosx+ constante
(tan x)0 = 1 + tan 2 x = 1=cos2 x !

�
(1=cos2 x)dx = tan x+ constante

(arcsinx)0 = 1=
p

1 � x2 !
�

1=
p

1 � x2dx = arcsin x + constante
(arccosx)0 = � 1=

p
1 � x2 !

�
1=

p
1 � x2dx = � arccosx + constante

(arctan x)0 = 1=(1 + x2) !
�

1=(1 + x2)dx = arctan x + constante

(ln( x))0 = 1=x !
�

1=xdx = ln( x)+ constante
(exp(x))0 = exp( x) !

�
exp(x)dx = exp( x)+ constante

1.5.3 Fonction scalaire à plusieurs variables
Exemple : f (x; y; z) = x3 + 2z=y+ zx
DØrivØe partielle par rapport à x (notation @f=@x) : lors de la dØrivation,y et z sont traitØs comme des
constantes,@f=@x= 3x2 + z, @f=@y= � 2z=y2 et @f=@z= 2=y + x.

Di�Ørentielle totale : df =
@f
@x

dx +
@f
@y

dy +
@f
@z

dz = (3 x2 + 2=y + z) dx + ( � 2x=y2) dy + xdz.

1.5.4 DØrivation, di�Ørentiation et intØgration vectorielle
~V dØpend d’une seule variablet : la dØrivØe s’Øcritd~V

dt et se calcule comme dans le cas d’une fonction scalaire.
Si dans un repŁre (Oxyz) ~V = Vx~i + Vy~j + Vz~k alors dans ce repŁre
1) d~V

dt = dVx=dt~i + dVy=dt~j + dVz=dt~k, et
2)

� ~V dt = ~i
�

Vx dt + ~j
�

Vy dt + ~k
�

Vz dt.

Autres PropriØtØs :

3) (d� ~V )
dt = d�

dt
~V + � d~V

dt

4) d( ~V1+ ~V2 )
dt = d~V1

dt + d~V2
dt

5) d( ~V1 �~V2 )
dt = d~V1

dt � ~V2 + ~V1 � d~V2
dt

6) d( ~V1 � ~V2 )
dt = d~V1

dt � ~V2 + ~V1 � d~V2
dt
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Si ~V dØpend de plusieurs variablesx;y;z, la di�Ørentielle s’Øcrit
7) d~V = @~V

@xdx + @~V
@ydy + @~V

@zdz

1.6 Lettres de l’alphabet grec
Un bon nombre de lettres grecques sont trŁs utilisØes en mathØmatiques et en physique pour nommer des
nombres, dØsigner des variables ou certaines fonctions. Quelques-unes sont d’ailleurs employØes dans Exemples
Σ pour la somme, le nombre� (ou constante d’ArchimŁde � = 3 :14159265:::), ∆ pour le laplacien, ! pour
la vitesse de rotation, � et � pour les coordonnØes sphØriques, etc. Il est donc important de connaître leur
forme, savoir les lire et les Øcrire. On les rØsume dans le tableau ci-dessous.

Majuscule Minuscule Nom français Majuscule Minuscule Nom français

A � alpha N � nu
B � bŒta Ξ � ksi/xi
Γ  gamma O o omicron
∆ � delta Π � et $ pi
E � et " epsilon P � et % rhô
Z � zŒta Σ � et & sigma
H � Œta T � tau
Θ � et # thŒta Υ � upsilon
I � iota Φ � et ’ phi
K � et { kappa X � khi/chi
Λ � lambda Ψ  psi
M � mu Ω ! omØga

Table 1.2 � Les lettres de l’alphabet grec avec leur nom et leur prononciation en français. Vous remarquerez
que certaines d’entre elles (lettres en couleur magenta) ont la mŒme graphie que les lettres latines et seront
considØrØes comme telles.
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Chapitre 2

CinØmatique du point

2.1 Physique, mØcanique et cinØmatique
Le mot physiquevient du grec ancien (� ’����� : prononcØ Œ physikŒ) et signi�e littØralement connaissance
de la nature. Le mot ’nature’ dØsigne le monde naturel qui nous entoure. La physique est donc la science
qui a pour objet l’Øtude de la matiŁre et ses propriØtØs, allant des particules les plus fondamentales aux
systŁmes les plus larges jusqu’à l’univers entier. Pour ce faire, la physique s’appuie sur des expØriences, des
mesures et des analyses ; elle utilise des postulats, des principes, des concepts, des modŁles et des thØories
mathØmatiques pour identi�er les lois qui rØgissent les phØnomŁnes qu’on voit autour de nous. C’est ainsi
qu’ont vu le jour les lois de Kepler, de Newton, de Coulomb, etc.
La mØcanique est la partie de la physique (celle-ci est dØ�nie au chapitre 1) qui a pour objet l’Øtude du
mouvement et de l’Øquilibre des corps. Elle comprend trois parties : la cinØmatique, la dynamique et la
statique.
La cinØmatique, à laquelle nous consacrons ce chapitre, Øtudie les mouvements des objets dans l’espace et
dans le temps,indØpendammentdes causes (des forces) qui provoquent ces mouvements.

2.2 Quelques notions
Notion de point matØriel dans le cadre de ce cours : Lorsqu’on regarde d’assez loin un objet en
mouvement, une voiture par exemple, le mouvement est le mŒme pour l’avant, l’arriŁre, les roues, les passagers,
etc. On ne voit pas les dØtails tels que les vibrations de la carosserie ou la rotation des roues. Tous ces
dØtails sont ignorØs ici de sorte que le mouvement est le mŒme pour tous les points de la voiture. Étudier
le mouvement de la voiture revient donc à Øtudier le mouvement d’un de ses points. La voiture dans son
ensemble peut donc Œtre considØrØe comme un seul point,un point matØriel. C’est l’image qu’on doit retenir
quand on aborde l’Øtude de la cinØmatique, la dynamique ou la mØcanique du point.
On utilise aussi les motsparticule et mobile pour dØsigner un point matØriel.

R

R

R

1

2

3

Terre

RØfØrentiel : c’est un solide de rØfØrence par rapport auquel on repŁre la
position ou le mouvement d’un objet. On ne peut pas repØrer un objet par
rapport au "vide".

RepŁre : c’est un systŁme de coordonnØes dont l’origine se situe sur un point
du solide de rØfØrence et les axes sont liØs au solide de rØfØrence. C’est, par
exemple, un systŁme d’axes trirectangleOxyz. Un repŁre sert à quanti�er ma-
thØmatiquement, i.e., mettre en Øquation le mouvement.
Pour nos expØriences de laboratoire ou quand on Øtudie le mouvement des objets
à la surface (ou au voisinage) de la Terre, celle-ci est le solide de rØfØrence le plus adØquat. On peut lui
attacher divers repŁres R1, R2, R3, . . .
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CHAPITRE 2. CINÉMATIQUE DU POINT

Quand vous Øcrivez sur votre feuille de papier, vous pouvez repØrer la pointeP de votre stylo par rapport à
divers repŁres que vous attachez à la feuille,Oxy, O0x0y0, etc.
La position de P sur le plan de la feuille s’Øcrit :
��!
OP = X~i + Y~j par rapport à Oxy ;
��!
OP = X 0~i 0+ Y 0~j 0 par rapport à O0x0y0. De la mŒme façon,le mouvement d’un insecte volant dans la salle de

O

O’

feuille de papier

i

j

i’

j’

P

X x

X’ x’

Y’

y’

Y

y

cours peut Œtre repØrØ par rapport à divers repŁres : en supposant que la salle est de forme parallØlØpipØdique,
tout triplets d’arŒtes partant du mŒme coin peut servir de repŁre. Notons en�n que certains mouvements
sont dØcrits dans d’autres rØfØrentiels : le rØfØrentiel gØocentrique pour le mouvement d’un vaisseau spatial
ou satellite autour de la Terre, le rØfØrentiel hØliocentrique de Kepler pour le mouvement des planŁtes autour
du soleil.
Le temps : tout phØnomŁne qui se reproduit à des intervalles de temps �xes, peut Œtre utilisØ comme
horloge. Par exemple, le jour correspond à la rotation de la Terre autour de son axe, l’annØe correspond à la
rotation complŁte de la Terre autour du soleil. Quand un objet se dØplace, sa position change. En plus de ses
coordonnØesx, y et z, on associe à chaque position, un rØelt appelØinstant, date, ou temps.

2.3 Vecteurs position, vitesse et accØlØration
2.3.1 Vecteur position :

y

k

j

i

O

z

r

x
x

z

y

trajectoire

M
M’

v

Figure 2.1 � Position, vitesse et accØ-
lØration

Lorsqu’un point M est en mouvement par rapport à un point O d’un
solide de rØfØrence, sa position ou son vecteur position change en
fonction du temps t et est donnØ par :~r(t) =

��!
OM . Dans la base

(O~i~j ~k) on a :
~r(t) = x(t)~i + y(t)~j + z(t)~k: (2.1)

Trajectoire :
La trajectoire est l’ensemble des positions occupØes parM au cours
du temps.
Les relations donnantx(t); y(t) et z(t) constituent l’Øquation paramØ-
trique de la trajectoire. L’Øquation cartØsienne s’obtient en Øliminant
t entre x(t); y(t) et z(t).
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CHAPITRE 2. CINÉMATIQUE DU POINT

2.3.2 Vecteur vitesse
Vitesse moyenne :
ConsidØrons le mouvement d’une particule. SoitM la position de la particule à la date t et M 0 sa position à
la date t0. La vitesse moyenne entreM et M 0 est donnØe par :

~vmoy =
���!
OM 0�

��!
OM

t0� t
=

���!
MM 0

t0� t
=

�!
r 0 � �! r
t0� t

=
∆ ~r
∆ t

(2.2)

Le vecteur
���!
MM 0 (Figure 2.1) est le vecteur dØplacement du mobile deM à M 0. La direction de ~vmoy est

celle de
���!
MM 0. La vitesse est une grandeur vectorielle. Un mobile qui est enM à l’instant t , se dØplace puis

revient en M à l’instant t0 a une vitesse moyenne nulle (car le vecteur dØplacement entret et t0 est nul :
���!
MM 0 =

���!
MM = ~0). Un avion qui fait Alger-Paris-Alger parcourt 2800 km en 4 heures. En physique, sa

vitesse moyenne est nulle car il est revenu au point de dØpart (position �nale = position de dØpart). Mais
dans le langage courant on dira qu’il a fait une vitesse moyenne de 2800km/4h= 700 km/h car on ignore le
caractŁre vectoriel de la vitesse, on prend la distance totale parcourue et on divise par la durØe totale du
parcours.

Vitesse instantannØe :
La vitesse moyenne est facile à concevoir, elle est donnØe par le vecteur dØplacement deM à M 0 divisØ par le
temps t0� t mis pour aller de M à M 0. La vistesse instantannØe est la vistesse à un instantt . On l’obtient à
partir de ~vmoy en faisant tendre t0 vers t :

�! v = lim
t0! t

���!
OM 0�

��!
OM

t0� t
= lim

t0! t

���!
MM 0

t0� t
(2.3)

Cette expression n’est autre que la dØrivØe de
��!
OM par rapport au temps t :

�! v =
d
��!
OM
dt

;
 

=
d�! r
dt

puisque
��!
OM est notØ parfois�! r

!

: (2.4)

v

v

trajectoire

Figure 2.2 � La vitesse est tangente
à la trajectoire

Direction et sens de �! v :
Quand t0 se rapproche de t, alors M 0 se rapproche deM . À
la limite t0 ! t, le point M 0 devient in�niment proche de M
et le vecteur

���!
MM 0 sera portØ par la tangente enM à la

trajectoire. Le vecteur vitesse est donc tangent à chaque ins-
tant à la trajectore et il est orientØ dans le sens du mouve-
ment.

Composantes de la vitesse en coordonnØes catØsiennes :
En faisant usage de l’Øquation (2.1), l’Øquation (2.4) donne :

�! v =
dx
dt

~i +
dy
dt

~j +
dz
dt

~k (2.5)

dx
dt est souvent notØẋ, (on lit "x point"). Avec cette notation, l’Øquation (2.5) s’Øcrit :

�! v = ẋ~i + ẏ~j + ż~k (2.6)

Le module de la vitesse est :
k�! v k =

q
ẋ2 + ẏ2 + ż2 (2.7)

La vitesse mesure le taux de variation de la position par rapport au temps. Si la position est mesurØe en
mŁtres (m), la vitesse sera en m/s notØe aussi m�s� 1.
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CHAPITRE 2. CINÉMATIQUE DU POINT

2.3.3 Le vecteur accØlØration
Un corps subit une accØlØration quand sa vitesse change de direction (exemple : une voiture qui prend un
virage) ou de module (exemple : une voiture qui freine). L’accØlØration donne le taux de vatiation de la
vitesse par rapport au temps.

AccØlØration moyenne :

�! a moy =
�!
v0 � �! v
t0� t

=
∆ ~v
∆ t

(2.8)

v∆   =v’−v

v∆   

v

M
v’

M’

v

a

Figure 2.3 � L’accØlØration est tou-
jours orientØe vers l’intØrieur de la
concavitØ de la trajectoire

AccØlØration instantannØe :

�! a = lim
∆ t ! 0

∆ ~v
∆ t

=
d~v
dt

(2.9)

et comme~v = d�! r =dt, on a aussi :

�! a =
d2�! r
dt2 (2.10)

Orientation de ~a par rapport à la trajectoire : Comme on le
voit sur l’Øquation (2.8) ou (2.9), le vecteur accØlØration a la direction
et le sens de∆ ~v. Comme ∆ ~v, il est toujours orientØ vers l’intØrieur
de la concavitØ de la trajectoire. L’accØlØration se mesure en m/s2, notØe aussi m�s� 2.
En coordonnØes cartØsiennes, l’Øquation (2.10) se dØtaille en :

ax =
d2x
dt2 � ẍ (2.11)

ay =
d2y
dt2 � ÿ (2.12)

ay =
d2z
dt2 � z̈; (2.13)

la notation ẍ se lit "x deux points".

Remarque : Si on a les donnØes d’un mouvement à l’instantt0 (position ~r0, vitesse~v0), on peut remonter à
la vitesse~v puis à la position ~r à l’instant t à l’aide de : ~a = d~v

dt =) d~v = ~adt =)
� ~v

~v0
d~v =

� t
t0

~adt et ensuite,
~v = d~r

dt =) d~r = ~vdt =)
� ~r

~r0
d~r =

� t
t0

~vdt.

2.4 D’autres systŁmes de coordonnØes
Pour dØcrire certains types de mouvements, d’autres systŁmes de coordonnØes sont plus commodes que
les coordonnØes cartØsiennes. Les coordonnØes polaires, les coordonnØes cylindriques et les coordonnØes
sphØriques sont trŁs utilisØes en physique. Nous allons les introduire dans les pages qui suivent.

2.4.1 Les coordonnØes polaires
y

j

i
x

y

ρ

x

e
eθ

ρ

θ

O

M

Figure 2.4 � CoordonnØes polaires

Quand le mouvement d’un point matØrielM se dØroule dans un plan,
on peut repØrerM en fonction de la distance� = OM et de l’angle
� = (

�!
i ;

��!
OM ). � et � dØ�nissent les coordonnØes polaires, elles sont

reliØes aux coordonnØes cartØsiennes (voir �gure 2.4) par :

x = � cos� (2.14)
y = � sin � (2.15)
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CHAPITRE 2. CINÉMATIQUE DU POINT

L’Øquation du cercle cercle en coordonnØes cartØsiennes s’Øcrit :x2 +
y2 = R2. En coordonnØes polaires elle se simpli�e en :� = R.
Pour Øcrire les vecteurs dans le systŁme de coordonnØes polaires, on doit dØ�nir une base. La base polaire
(~e� ;~e� ) est dØ�nie comme suit :

~e� =
��!
OM=�; c’est un vecteur unitaire suivant

��!
OM et de mŒme sens. (2.16)

~e� = vecteur unitaire directement perpendiculaire à ~e� ; il fait + �= 2 avec~e� : (2.17)

Dans la base (~i; ~j ) on a :

~e� = cos � ~i + sin � ~j; (2.18)
~e� = cos(� + �= 2)~i + sin( � + �= 2)~j = � sin �~i + cos � ~j: (2.19)

C’est une base locale, elle est attachØe au pointM et bouge donc avecM . Exprimons la position, la vitesse
et l’accØlØration dans cette base. ��!

OM = �~e � (2.20)

�! v =
d(�~e � )

dt
=

d�
dt

~e� + �
d~e�

dt
(2.21)

j

i

ρ

eρ

θ

O

M

cos

θ
θe

y

x

θ

sinθ

Figure 2.5 � DØrivØe de~e�

Calculons d~e� =dt :
On a de� =d� = � sin �~i + cos� ~j , qui n’est autre que~e� (voir Øquation
(2.19)), donc d~e� =d� = ~e� . Une petite Øtape supplØmentaire et on
aura �ni avec la dØrivØe de~e� .

d~e�

dt
=

d~e�

d�
d�
dt

= �̇ ~e� (2.22)

La vitesse en coordonnØes polaires s’Øcrit �nalement :

�! v = �̇ ~e � + � �̇ ~e� (2.23)

Sa norme est :k�! v k =
q

�̇ 2 + � 2�̇ 2.
Calculons maintenant l’accØlØration :

�! a =
d( �̇ ~e � + � �̇ ~e� )

dt
= �̈ ~e � + �̇ �̇ ~e� + ( �̇ �̇ + � �̈ ) ~e� + � �̇ 2(� ~e� ) = ( �̈ � � �̇ 2) ~e� + (2 �̇ �̇ + � �̈ ) ~e� (2.24)

oø l’on a tenu compte de :d~e�
dt = �̇~e� et d~e�

dt = �̇ (� ~e� ). La module de�! a est : k�! a k =
q

( �̈ � � �̇ 2)2 + (2 �̇ �̇ + � �̈ )2.

2.4.2 Les coordonnØes cylindriques
Le mouvement deM se fait dans l’espace à trois dimensions reprØsentØ par le systŁme d’axes orthonormØ
Oxyz. Soit m la projection orthogonale deM sur le plan xy . On obtient les coordonnØes cylindriques en
ajoutant la coordonnØez aux deux coordonnØes polaires� et � dØjà vues prØcØdemment. Ces trois coordonnØes
sont donc dØ�nies par� = OM , � = (

�!
Ox;

��!
Om), z = mM et sont reliØes aux coordonnØes cartØsiennes par :

x = � cos� (2.25)
y = � sin � (2.26)
z = z (2.27)
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O

k

x

z

z

y

y

x

i
j

θ ρ

m

M

k

e

e

eρ

ρ

eθ

θ

Figure 2.6 � CoordonnØes cylin-
driques

Pourquoi les quali�e-t-on de coordonnØes cylindriques ? Parce que
quand � varie tout en �xant � , le point M dØcrit une surface cylin-
drique.
Maintenant, on attache à M la base locale (~e� ;~e� ;~k) tels que
~e� =

��!
Om=Om, ~e� = vecteur unitaire directement perpendiculaire

à ~e� et ~k = vecteur unitaire directement perpendiculaire au plan
(~e� ;~e� ), c’est-à-dire au plan xy .
Exprimons la position, la vitesse et l’accØlØration dans cette base. On
ne refait pas les calculs puisqu’on les a dØjà e�ectuØs en coordonnØes
polaires. On rajoute juste la composantez.

��!
OM =

��!
Om +

��!
mM = �~e � + z~k (2.28)

�! v = �̇ ~e � + � �̇ ~e� + ż~k (2.29)
�! a = ( �̈ � � �̇ 2) ~e� + (2 �̇ �̇ + � �̈ ) ~e� + z̈~k (2.30)

2.4.3 Les coordonnØes sphØriques

θ
r e

e
er

ϕ

θ

y

x

O

z

z

M

ϕx

y

m

Figure 2.7 � CoordonnØes sphØriques

Les coordonnØes sphØriques deM sont r , � et ’ dØ�nis par : r = OM ,
� = (

�!
Oz;

��!
OM ) et � = (

�!
Ox;

��!
Om), m Øtant, comme dans la sous-section

prØcØdente, la projection orthogonale deM sur le plan xy . � varie
entre 0 et � alors que’ va de 0 à 2� . Elles sont reliØes aux coordonnØes
cartØsiennes par :

x = r sin � cos’ (2.31)
y = r sin � sin ’ (2.32)
z = r cos� (2.33)

Pourquoi les quali�e-t-on de coordonnØes sphØriques ? Parce que
quand � et ’ varient tout en gardant r constant, le point M se
dØplace sur une surface sphØrique de rayonr .
On dØ�nit une base locale (~er , ~e� , ~e’ ) attachØe à M de la maniŁre
suivante.
Le vecteur ~er est tel que

��!
OM = r ~er , ~er est donc le vecteur unitaire ayant le sens et la direction de

��!
OM .

~e� est le vecteur unitaire tangent enM au (demi-)cercle dØcrit parM quand � varie, r et ’ restant constants.
~e’ est le vecteur unitaire qui complŁte une base orthonormØe directe (~er , ~e� , ~e’ ) : ~e’ = ~er � ~e� . Il s’avŁre que
c’est le vecteur tangent enM au cercle dØcrit parM quand � varie, r et � restant constants.

Exprimons ~er , ~e� , ~e’ dans la base ( ~i; ~j; ~k)
~er =

��!
OM=r = ( x~i + y~j + z~k)=r = sin � cos’ ~i + sin � sin ’ ~j + cos � ~k.

Calcul de ~e’ : il est donnØ par~er � ~e� . Mais ne connaissant pase� , on ne peut pas utiliser cette formule.

Mais en remarquant que~er et ~e� sont dans le plan (
�!
Oz;

��!
Om) et en dØ�nissant le vecteur unitaire~u de

��!
Om, le

vecteur ~e’ est donnØ aussi par= ~k � ~u. Alors
~e’ = ~k � (cos’ ~i + sin ’ ~j ) = � sin ’ ~i + cos ’ ~j

Calcul de ~e� : ~e� = ~e’ � ~er =

�������

~i ~j ~k
� sin ’ cos’ 0

sin � cos’ sin � sin ’ cos�

�������
= cos� cos’ ~i + cos� sin ’ ~j � sin � ~k. On rØsume
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ces expressions dans les Øquations suivantes :

~er = sin � cos’ ~i + sin � sin ’ ~j + cos � ~k (2.34)
~e� = cos � cos’ ~i + cos � sin ’ ~j � sin � ~k (2.35)
~e’ = � sin ’ ~i + cos ’ ~j (2.36)

Exprimons ~v et ~a dans la base ( ~er , ~e� , ~e’ ) :
La vitesse s’obtient en dØrivant

��!
OM par rapport au temps :

~v = d
��!
OM=dt = d(r ~er )=dt = ṙ ~er + rd~er =dt. Pour calculer d~er =dt, on exprime d’abord la di�Ørentielle d~er :

d~er = @~er
@� d� + @~er

@’ d’ =) d~er
dt = @~er

@�
d�
dt + @~er

@’
d’
dt = �̇ @~er

@� + ’̇ @~er
@’

@~er
@� = cos � cos’ ~i + cos � sin ’ ~j � sin � ~k = ~e� .
@~er
@’ = � sin � sin ’ ~i + sin � cos’ ~j = sin �~e’ , il vient

d~er =dt = �̇ ~e� + ’̇ sin � ~e’ : (2.37)

On obtient �nalement :

~v = ṙ ~er + r �̇ ~e� + r ˙’ sin � ~e’ (2.38)
L’accØlØration s’obtient en dØrivant~v par rapport au temps :
~a = d~v=dt= d( ṙ ~er + r �̇ ~e� + r ˙’ sin � ~e’ )=dt,
qui donne ;

~a = r̈ ~er + ṙ d~er =dt + ( ṙ �̇ + r �̈ ) ~e� + r �̇ d~e� =dt + ( ṙ ˙’ sin � + r ’̈ sin � + r ’̈ cos� ) ~e’ + r ˙’ sin �d~e’ =dt (2.39)

d~e�
dt = @~e�

@�
d�
dt + @~e�

@’
d’
dt = �̇ @~e�

@� + ’̇ @~e�
@’ = �̇ (� sin � cos’ ~i � sin � sin ’ ~j � cos� ~k) + ’̇ cos� (� sin ’ ~i + cos ’ ~j )

d~e� =dt = � �̇ ~e� + ’̇ cos� ~e’ : (2.40)

d~e’
dt = @~e’

@’
d’
dt = ˙’ @~e’

@’ = � ˙’ (cos’ ~i + sin ’ ~j ), notons que le@peut Œtre notØ icid car ~e’ dØpend d’une seule
variable, i.e. ’ . Rappelons-nous qu’on est en train de chercher à exprimer~a dans la base (~er , ~e� , ~e’ ). Il va
falloir donc exprimer d~e’

dt dans cette base. Pour ce faire, on sait qued~e’
dt est perpendiculaire à ~e’ (on peut aussi

le remarquer en vØri�ant que le produit scalaired~e’
dt � ~e’ est nul). Donc d~e’

dt se trouve dans le plan (~er ;~e� ) et
peut se dØcomposer suivant ces deux vecteurs. Il est facile de voir que :(cos’ ~i + sin ’ ~j ) = sin � ~er + cos� ~e� ,
et

d~e’ =dt = � ˙’ sin � ~er � ˙’ cos� ~e� (2.41)

En substituant (2.37), (2.40) et (2.41) dans (2.39), on obtient :

~a =
�
r̈ � r �̇ 2 � r ˙’ 2 sin2 � )

�
~er +

�
2ṙ �̇ + r �̈ � r ˙’ 2 sin � cos�

�
~e� +

�
2ṙ ˙’ sin � + 2 r �̇ ˙’ cos� + r ’̈ sin �

�
~e’

(2.42)

2.5 Ordre de grandeur de quelques exemples de vitesse et d’accØlØration
La tableau ci-dessous donne des ordre de grandeurs de la vitesse et de l’accØlØration :
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Vitesse AccØlØration
Exemple m/s km/h Exemple m/s 2

Escargot 0,0013 0,00468 AccØlØration d’un train 0.25
Marche à pied 1,3 4,5 DØmarrage d’une voiture 3
Un cheval au galop 15 55 Freinage d’une voiture 8
Une voiture sur l’autoroute 30 108 AccØlØration de la pesanteur 9.8
DØcollage d’un avion de ligne 69 250 AccØlØration d’une fusØe 90
Train à grande vitesse 90 320 AccØlØration supportØe par l’homme 100
Vitesse de croisiŁre d’un avion 280 1000 Voiture qui frappe un mur à 100 km/h 982
Vitesse du son dans l’air 340 1225 Ballon de football tirØ du pied 2946
Vitesse d’une fusØe 7800 28000 Rotation tambour machine à laver 4944
Terre autour du Soleil 30000 108000 Balle sortant d’un pistolet 304 000
Vitesse de la lumiŁre 3� 108 1,08� 109 AccØlØration des protons au LHC! 2,1� 1013

!Le LHC (’Large Hadron Collider’ ou Grand collisionneur de hadrons) est l’accØlØrateur de particules le plus
grand et le plus puissant du monde. Il est mis en fonction en 2008 et situØ dans la rØgion frontaliŁre entre la
France et la Suisse entre la pØriphØrie nord-ouest de GenŁve et le pays de Gex. Il consiste en un anneau de 27
kilomŁtres de circonfØrence formØ d’aimants supraconducteurs et de structures accØlØratrices qui augmentent
l’Ønergie des particules qui y circulent.

2.6 Le mouvement rectiligne
Le mouvement d’un point matØriel est dit rectiligne quand sa trajectoire est une ligne droite. pour dØcrire le
mouvement, le plus simple est alors de prendre comme repŁre l’axe (appelØx ou x0Ox) portant la droite sur
laquelle s’e�ectue le mouvement.

x’ O xM

i x(t)

��!
OM = x(t)~i (2.43)

~v = v(t)~i avecv(t) = dx(t)=dt (2.44)
~a = a(t)~i aveca(t) = dv(t)=dt (2.45)

L’Øcriture x(t), v(t) et a(t) sert juste à rappeler que position, vitesse et accØlØration sont, en gØnØral, des
fonctions du temps. La cinØmatique à une dimension se su�t à ces trois quantitiØs qu’on note souvent
simplement x, v et a. Leur caractŁre vectoriel est contenu dans le fait que ce sont des grandeurs algØbriques,
c’est-à-dire qu’elles peuvent Œtre positives, nulles ou nØgatives. Unx positif (nØgatif) signi�e que M se situe
du côtØ positif (nØgatif) de l’axe. Unv positif (nØgatif) signi�e que M se dØplace dans le sens positif (nØgatif)
de l’axe. Le signe dea sera interprØtØ en fonction de celui dev. Si a est de mŒme signe quev (i.e. les deux
sont nØgatives ou positives), alors la vitesse augmente et le mouvement est dit accØlØrØ. Sia et v sont de
signes contraires (i.e. l’une nØgative et l’autre positive), alors le module de la vitesse diminue et le mouvement
est dit dØcØlØrØ (ou retardØ). On reviendra sur ce point plus loin.En conclusion, on dira que la connaissance
de x, v et a dØterminent de maniŁre complŁte le mouvement deM .

Calcul de v et x à partir de a
Si on connait l’accØlØrationa d’un mouvement entre (l’instant t0, position x0, vitesse v0) et (l’instant t,
position x, vitessev) on peut remonter à la vitesse et la position de M à l’aide de :
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a = dv=dt =) dv = adt =)
� v

v0
dv =

� t
t0

adt et v = dx=dt =) dx = vdt =)
� x

x0
dx =

� t
t0

vdt, ce qui conduit
à :

v = v0 +
� t

t0

adt (2.46)

x = x0 +
� t

t0

vdt (2.47)

Cas d’un mouvement rectiligne uniforme

Un mouvement rectiligne est dit uniforme lorsque la vitesse ne varie pas au cours du temps, elle est constante.
Si v est constante, alorsdv=dt = 0 () a = 0 . Dire que la vitesse d’un mobile ne varie pas, revient donc
à dire qu’il n’accØlŁre pas ou encore que son accØlØration est nulle. Pour un mouvement rectigne uniforme
(pour a = 0 ), les Øquations (2.46) et (2.47) donnent :

v = v0 (2.48)
x = x0 + v0t (2.49)

Dans un mouvement rectiligne uniforme qui commence à l’instant t = t0, la vitesse du mobile est constante
pendant toute la durØe du mouvement et est Øgale à la vitesse qu’avait le mobile àt0.

Cas d’une accØlØration constante : mouvement rectiligne uniformØment variØ Une accØlØration
constante dea m/s2 signi�e que le module de la vitesse augmente ou diminue de la mŒme quantitØ, dea m/s
toute les seconde. On parle alors de mouvement rectiligne uniformØment variØ (accØlØrØ ou retardØ). Pour
une valeur constante dea, l’intØgration des Øquations (2.46) et (2.47) donne :

v = v0 + a(t � t0) (2.50)

x = x0 +
� t

t0

vdt = x0 +
� t � t0

0
(v0 + a(t � t0))d(t � t0) = x0 + v0(t � t0) +

1
2

a(t � t0)2 (2.51)

Si t0 = 0 , les relations (2.50) et (2.51) deviennent :

v = v0 + at (2.52)

x = x0 + v0t +
1
2

at2 (2.53)

En Øliminant t des Øquations prØcØdentes, on obtient cette relation importante en cinØmatique :v = v0 + at
=) t = v� v0

a =) x � x0 = v0
v� v0

a + 1
2a (v� v0 )2

a2 = v2 � v2
0

2a , soit �nalement :

v2 � v2
0 = 2a(x � x0) (2.54)

Chute libre : Un exemple de mouvement rectiligne uniformØment variØ est la chute libre verticale. On
dit qu’un objet est en chute libre lorsqu’il tombe en direction de la Terre en Øtant soumis uniquement à
l’accØlØration gravitationnelle terrestre~g (uniquement à son poids). Le vecteur ~g est dirigØ au centre de la
Terre et son module au voisinage de la surface terrestre vaut 9.81 m/s2.
Dans l’air, on peut admettre que la chute est " libre " si l’on peut nØgliger les frottements et la poussØe
d’ArchimŁde. Cette derniŁre est nØgligeable quand la masse volumique de l’objet est grande devant celle de
l’air.
Prenons l’exemple d’une billeM lachØe sans vitesse initiale (v0 = 0 ) d’une certaine hauteur h. Le mouvement
est vertical et on choisit de le repØrer par rapport à un axe verticaly orientØ vers le haut, d’origineO et
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muni du vecteur unitaire ~j .
Par rapport à l’axe y, l’accØlØration, la vitesse et la position de la bille sont :

~g = � g~j (2.55)

~v = v~j =
�

� g~jdt ! v = � gt + C1 = � gt car C1 = v0 = 0 : (2.56)

��!
OM = y~j ! y =

�
� gtdt = �

1
2

gt2 + C2 = �
1
2

gt2 + h car C2 = y(t = 0) = h: (2.57)

La position est y =
�

� gtdt = � 1
2 gt2 + C2 = � 1

2 gt2 + h car C2 = y(t = 0) = h.
RØsoudre le mŒme problŁme en choisissant un axe orientØ vers le bas.

2.7 Mouvement accØlØrØ et mouvement retardØ (dØcØlØrØ)
Le mouvement d’un mobile est accØlØrØ si le modulev de la vitesse augmente avec le temps, ce qui implique
que v2 augmente aussi au cours du temps et mathØmatiquement cela s’exprime par :

dv2

dt
> 0 (2.58)

Sachant que (voir Øquation(1.6)) v2 = ~v2, la dØrivØe prØcØdente s’Øcritd~v2=dt = 2 d~v=dt � ~v = 2~a � ~v et
l’Øquation (2.58) conduit à :

~a � ~v > 0 (2.59)

L’inØquation (2.59) signi�e que ~a et ~v font un angle infØrieur à 90°. Donc, pour qu’un mouvement soit accØlØrØ,
le vecteur accØlØration doit Œtre dirigØ à moins de 90° du vecteur vitesse.
Dans un mouvement retardØ, le module de la vitesse diminue au cours du temps et un calcul similaire au
prØcØdent conduit à :

~a � ~v < 0 (2.60)

Pour qu’un mouvement soit retardØ (dØcØlØrØ), le vecteur accØlØration doit former un angle obtus (entre 90°

et 180°) avec le vecteur vitesse.

2.8 Mouvement à deux dimensions avec une accØlØration constante
On a dØjà dØcrit en dØtail le mouvement à accØlØration constante dans le cas unidimensionel, c’est-à-dire
le mouvement rectiligne uniformØment variØ. Quand le mouvement s’e�ectue dans l’espace à deux ou trois
dimensions avec une accØlØration constante, les Øquations(2.52), (2.53) et (2.54) se gØnØralisent et peuvent
s’Øcrire sous forme vectorielle :

~v = ~v0 + ~at (2.61)

~r = ~r0 + ~v0t +
1
2
~at2 (2.62)

~v2 � ~v2
0 = 2~a(~r � ~r0) (2.63)

2.9 Cas du mouvement d’un projectile :
~a constante
À t = 0 le projectile est lancØ deO avec une vitesse initiale~v0 faisant un angle � 0 avec l’axex.
En choisissantO comme origine des axesx et y, à t = 0 on a x0 = 0 et y0 = 0 .
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Les composantes de la vitesse initiale sont :

v0x = v0 cos� (2.64)
v0x = v0 sin � (2.65)

L’accØlØration est~a = ~g = � g~j , ses composantes sont donc :

a0x = 0 (2.66)
a0y = � g (2.67)

L’accØlØration est nulle suivantx, la composantevx de la vitesse gardera le long de tout le mouvement la
valeur qu’elle avait initialement, ce qui conduit à :

vx = v0 cos� 0 (2.68)
x = v0 cos� 0 t (2.69)

Suivant l’axe y on a :

vy = v0 sin � 0 � gt (2.70)

y = v0 sin � 0 t �
1
2

gt2 (2.71)

O

y

x

v
0

θ0

v

θ

P=portée

Figure 2.8 � Mouvement d’un projectile

L’angle � que fait ~v avec l’axe desx est donnØ à chaque instant
par :

tan � =
vy

vx
=

v0 sin � 0 � gt
v0 cos� 0

(2.72)

2.9.1 Équation de la trajectoire
Pour obtenir l’Øquation de la trajectoire, on Ølimine le tempst
entre x et y. De l’Øquation (2.69) on tire :

t =
x

v0 cos� 0
(2.73)

Par substitution dans l’Øquation (2.71), on obtient :

y = (tan � 0) x �
� g

2v2
0 cos2 � 0

�
x2 (2.74)

L’Øquation obtenue possŁde la forme de l’Øquation d’une paraboley = c + bx + ax2. La trajectoire d’un
projectile est donc parabolique. La distance entre le point de dØpart (iciy = 0 ) et le point oø le projectile
revient au mŒme niveau horizontal (y = 0 ) est donnØe par :

tan � 0 x �
g

2v2
0 cos2 � 0

x2 = 0 ou x
�

tan � 0 �
g

2v2
0 cos2 � 0

x
�

= 0 (2.75)

Cette Øquation admet deux solutions :

x1 = 0 (2.76)

x2 =
2v2

0 cos2 � 0

g
tan � 0 =

2v2
0 cos� 0 sin � 0

g
=

v2
0 sin 2� 0

g
(2.77)
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La premiŁre correspond au point de dØpart, elle ne nous intØresse pas. La deuxiŁme correspond à la portØe
horizontale : x2 = P .

P =
v2

0 sin 2� 0

g
(2.78)

Remarquons queP prend une valeur maximale quandsin 2� 0 = 1 , ce qui correspond à 2� 0 = 90°. Autrement
dit, on obtient une portØe maximale quand l’angle de lancement vaut 45°.

2.10 Mouvement curviligne
trajectoire rectiligne

trajectoire curviligne

Figure 2.9 � Trajectoire curviligne

Un mouvement curviligne est un mouvement oø la trajectoire n’est pas
une ligne droite mais une ligne courbe. Un cas particulier du mouvement
curviligne est le mouvement circulaire que l’on traitera à la section 2.13.

2.10.1 Abscisse curviligne
Soit M 0 un point de la trajectoire choisi comme origine (point de rØ-
fØrence). À un instant quelconque t, le mobile se trouve enM . Pour
exprimer la mesure de la longueur du trajet allant deM 0 à M , i.e. de
l’arc

_
M 0M , on introduit l’abscisse curviligne s :

s =
_

M 0M (2.79)

La trajectoire peut Œtre orientØe soit à gauche, soit à droite deM 0. Dans ce cours, on choisit de l’orienter
dans le sens du mouvement.

z

x

y

i
j

k
O

M

M’

u v
t

+

sens du mouvement

M0

Figure 2.10 � Abscisse curviligne

Relation entre ~v et s :

~v =
d
��!
OM
dt

=
d
��!
OM
ds

ds
dt

(2.80)

La dØrivØed
��!
OM
ds peut s’Øcrire par dØ�nition :

d
��!
OM
ds

= lim
s0! s

���!
OM 0�

��!
OM

s0� s
= lim

M 0! M

���!
MM 0

_
MM 0

(2.81)

Lorsque M 0 tend vers M , c’est-à-dire lorsqu’il en est in�niment proche,
- la direction du vecteur

���!
MM 0 est celle de la tangente enM à la

trajectoire, c’est aussi celle de la vitesse~v puisque le vecteur~v est, par
dØ�nition, toujours tangent à la trajectoire.

- l’arc
_

MM 0 se confond avec le segment de[MM 0], autrement dit
_

MM 0

et
���!
MM 0 ont mŒme longueur, ce qui conduit à :

kd
��!
OM k
ds

= 1 : (2.82)

De ce qui prØcŁde on dØduit qued
��!
OM=ds est un vecteur unitaire portØ par la tangente enM à la trajectoire

et orientØ dans le sens de
���!
MM 0. Il a donc la mŒme direction et le mŒme sens que le vecteur vitesse~v. En le

dØsignant par~ut , on peut Øcrire :

~v =
ds
dt

~ut : (2.83)
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Puisque la trajectoire est orientØe dans le sens du mouvement, on ads > 0 et le module de~v s’Øcrit :

v =
ds
dt

: (2.84)

Remarque : Si la trajectoire Øtait orientØe dans le sens contraire, on auraitds < 0 et dans casv = � ds=dt, dt
Øtant supposØ toujours positif. On peut remonter à l’abscisse curviligne si on connaitv :

ds = vdt =)
� s

s0

ds =
� t

t0

vdt (2.85)

=) s = s0 +
� t

t0

vdt: (2.86)

2.11 AccØlØration tangentielle et accØlØration
normale
La vitesse s’Øcrit :~v = v~ut , avec v = ds=dt. En dØrivant ~v, on obtient
l’expression de l’accØlØtation en fonction~ut .

u’t

tu
M’M

C

dα

ρ

ρ=CM=CM’

cercle de centre C

tangentes

ρ

M
0

+

(T)

Figure 2.11 � Rayon de courbure

~a =
d~v
dt

=
d(v~ut )

dt
=

dv
dt

~ut + v
d~ut

dt
(2.87)

Regardons de plus prŁs le vecteurd~ut =dt. On peut dØjà remar-
quer que :

d~ut

dt
� ~ut =

1
2

d(~ut � ~ut )
dt

=
1
2

d(j~ut j2)
dt

=
1
2

d(1)
dt

= 0 ; (2.88)

ce qui permet d’a�rmer que d~ut =dt est normal (perpendicu-
laire) à ~ut . Calculons maintenant d~ut =dt :

d~ut

dt
=

d~ut

ds
ds
dt

= v
d~ut

ds
; (2.89)

mais,
d~ut

ds
= lim

M 0! M

~u0t � ~ut
_

M 0M 0�
_

M 0M
; (2.90)

Les normales à la trajectoire en M et M 0 se coupent en un pointC. Quand M et M 0 sont in�niment proches,

l’arc
_

MM 0 sur la trajectoire ose confond à celui du cercle de centreC et de rayon � = CM = CM 0. La
quantitØ � s’appelle rayon de courbure de la trajectoire au pointM , tel qu’il est dØ�ni, c’est une quantitØ
positive. Le point C est le centre de courbure.
En dØsignant pard� l’angle \MCM 0, on a la relation connue dans un cercle :

ds = �d�: (2.91)

On a alors
d~ut

ds
=

d~ut

d�
d�
ds

=
1
�

d~ut

d�
=)

d~ut

dt
=

v
�

d~ut

d�
(2.92)

L’Øquation (2.87) devient alors :

~a =
dv
dt

~ut +
v2

�
d~ut

d�
(2.93)
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Puisque v et � sont des quantités positives, l'équation(2.92) nous dit que d~ut =d� est un vecteur de même
direction et de même sens qued~ut =dt.
Trouvons le module ded~ut =d� : Sur la �gure ci-contre on a :
kd~ut j = k~ut k d� = d� car k~ut k = 1 = ) d~ut =d� est un vecteur
unitaire.

Figure 2.12 � Module de d~ut =d�

On a déjà montré qu'il est normal à ~ut . Il reste à préciser son
sens par rapport à la trajectoire. Comme illustré sur la �gure ci-
contre, son sens est celui de~u0

t � ~ut qui est toujours orienté vers
l'intérieur de la concavité de la trajectoire. Plus précisément,
quand M et M 0 sont in�niment proches, ce vecteur pointe vers
le de courbureC. On le note ~un ( d~ut

d� = ~un ) ) et l'équation (2.93)
s'écrit �nalement :

~a =
dv
dt

~ut +
v2

�
~un (2.94)

L'accélération a deux composantes : une composante tangentielle~at et une composante normale~an .
~at = dv

dt ~ut~ut elle est tangente à la trajectoire et résulte de la variation du module de la vitesse au cours du
temps.
~an = v2

� ~un (= vd~ut =dt) elle est normale à la trajectoire et résulte de la variation de direction du vecteur
vitesse au cours du temps.

2.12 Expression de � en fonction de ~v et ~a

On a :

~v � ~a = ~v �

 
dv
dt

~ut +
v2

�
~un

!

=
v3

�
(~ut � ~un ) (2.95)

Les vecteurs~ut et ~un étant unitaires, il en sera de même pour~ut � ~un . En passant aux modules, l'équation
(2.95) s'écrit :

k~v � ~ak =
v3

�
=) � =

v3

k~v � ~ak
(2.96)

Cette expression est valable dans n'importe quel système de coordonnées. En coordonnées cartésiennes, elle
s'écrit :

� =
( _x2 + _y2 + _z2)3=2

[( _y•z � _z•y)2 + ( _z•x � _x •z)2 + ( _x •y � _y•x)2]1=2
(2.97)

Si le mouvement s'e�ectue dans le planxy, alors z = 0 ; _z = 0 et •z et l'expression de� devient :

� =
( _x2 + _y2)3=2

[( _x •y � _y•x)2]1=2
=

( _x2 + _y2)3=2

j _x •y � _y•xj
(2.98)

2.13 Mouvement circulaire

Un mouvement est dit circulaire quand la trajectoire est un cercle. Il peut être considéré comme un cas
particulier du mouvement curviligne où le rayon de courbure est le rayonR du cercle et le centre de courbure
est le centreO du cercle.
Si M 0 est un point du cercle choisi comme origine, alors

s =
_

M 0M = R�; � = \M 0OM (2.99)

~v =
ds
dt

~ut = R _� ~u t (2.100)

~a = R•� ~u t + R _� 2 ~un (2.101)
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