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Preface

Ce polycopié est adressé aux étudiants de la première année en médecine.
Il est conçu selon le nouveau programme o¢ ciel élaboré en Juin 2017. Il
contient la totalité du programme concernant les statistiques inférentielles.
Pour rendre ce document adapté aux programmes des étudiants en médecine
en particulier et en sciences appliquées en général, on a évité au maximum
les démonstrations mathématiques laborieuses et on s�est basé surtout sur la
variété d�exemples.
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0.0.1





Chapitre 1

Moyenne Arithmétique

1.1 Théorie d�échantillonnage

La théorie d�échantillonnage englobe les méthodes de sélection d�un échan-
tillon à partir d�une population statistique. Les
méthodes d�échantillonnage qui nous intéressent dans ce cours sont les

méthodes dites probabilistes. Dans ces méthodes
probabilistes, les valeurs des paramètres, calculés sur l�échantillon, peuvent

être considérées comme des estimations
des mêmes paramètres de la population. La précision de ces estimations

est quanti�ée en utilisant la théorie des probabilités.
les techniques de passage de l�échantillon à la population mére s�appellent,

comme on l�a déja mentionné au début de ce cours,
les statistiques inférentielles.

1.1.1 Les di¤érentes méthodes d�échantillonnage aléa-
toire.

On estime que l�échantillonnage aléatoire le plus adéquat pour les statis-
tiques inférentielle est le suivant :

Echantillonnage aléatoire simple. Le principe de ce genre d�échantillon-
nage est le suivant :

1



2 CHAPITRE 1 MOYENNE ARITHMÉTIQUE

chaque individu de la population a les mêmes chances d�appartenir à
l�échantillon. Dans ce genre d�échantillonnage, on utilise des ordinateurs ou
des machines générant des nombres aléatoires pour former l�échantillon. C�est
généralement ce genre d�échantillonnage qui est utilisé dans les statistiques
inférentielles (estimations et tests statistiques).

Les autres échantillonnages sont :

- l�échantillonnage par échantillons strati�és. Utilisé dans le cas où
la population est formée de groupes homogènes.

- l�échantillonnage par échantillons en grappes. Il est utilisé dans le
cas où la population est formée de groupes non homogènes. Dans ce cas des
groupes entiers peuvent appartenir à l�échantillon.

1.1.2 Dé�nitions

Dé�nition

On appelle échantillon aléatoire de taille n (ou n-échantillon) une suite
de n variables aléatoires X1; X2; :::Xn indépendantes et de même loi. Cette
loi est appelée la loi mère de l�́ echantillon.

Dé�nition

On appelle statistique h; liée à un n-échantillonX1; X2; :::Xn; une variable
aléatoire hn (X1; X2; :::Xn) fonction des n variables aléatoires X1; X2; :::Xn:

Dé�nition

On appelle moyenne de l�échantillon ou moyenne empirique, la statistique
notée Xn et dé�nie par

Xn =
1

n

nX
i=1

Xi (1.1)
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Dé�nition

On appelle variance empirique la statistique, notée
�eSn�2 ; dé�nie par

�eSn�2 = 1

n

nX
i=1

�
Xi �Xn

�2
(1.2)

Dé�nition

On appelle variance de l�échantillon la statistique, notée (Sn)
2 ; et dé�nie

par

(Sn)
2 =

1

n� 1

nX
i=1

�
Xi �X

�2
(1.3)

1.1.3 Exemple.

On considère la variable aléatoire X dé�nie par l�expérience du jet d�une
pièce de monnaie. les deux valeurs possibles de X sont pile ou face, l�une
codée par 1 et l�autre par zéro. La loi de X est donnée par Pr (X = 0) =
Pr (X = 1) = 1

2
: Considérons l�échantillon aléatoire de taille 2 : X1 = X2 =

X: La loi de probabilité de l�échantillon (X1 �X2) est donnée par le tableau

(X1 �X2) (0; 0) (0; 1) (1; 0) (1; 1)
P

pij
1
4

1
4

1
4

1
4

1

On note bien que la variable aléatoire moyenne arithmétique X2 est dé�-
nie sur l�ensemble fondamental X1�X2 dont la loi de probabilité est dé�nie
ci-dessus.
Pour calculer l�espérance E

�
X2

�
et la variance V

�
X2

�
de la variable

aléatoire

X2 =
X1 +X2

2
;

On utilise un tableau dé�nissant la loi de X2 :
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X2 = x2i 0 1
2

1
P

pi = Pr
�
X2 = x2i

�
1
4

1
4
+ 1

4
= 1

2
1
4

1

pix2i 0 1
4

1
4

1
2

pi (x2i)
2 0 1

8
1
4

3
8

Donc

E
�
X2

�
= p1x21 + p2x22 + p3x23

=
1

4
:0 +

1

2
:
1

2
+
1

4
:1

=
1

2
:

et

V
�
X2

�
=

3X
i=1

pi (x2i)
2 �

�
E
�
X2

��2
=
3

8
� 1
4

=
1

8
:

Calculons par le même procédé l�espérance E
�
(S2)

2� de la variable aléa-
toire

(S2)
2 =

�
X1 �X2

�2
+
�
X2 �X2

�2
:

(X1 �X2) (0; 0) (0; 1) (1; 0) (1; 1)
P

pij
1
4

1
4

1
4

1
4

1

X2 0 1
2

1
2

1�
X1 �X2

�2
0 1

4
1
4

0�
X2 �X2

�2
0 1

4
1
4

0

(S2)
2 0 1

2
1
2

0�eS2�2 0 1
4

1
4

0



1.1 THÉORIE D�ÉCHANTILLONNAGE 5

On en déduit la loi de probabilité de la variable aléatoire (S2)
2 et de son

espérance E
�
(S2)

2�
(S2)

2 = (s2)
2
i 0 1

2

P
pi 1

4
+ 1

4
= 1

2
1
4
+ 1

4
= 1

2
1

pi (s2)
2
i 0 1

4
1
4

Donc

E
�
(S2)

2� = p1 (s2)
2
1 + p2 (s2)

2
2

=
1

2
:0 +

1

2
:
1

2

=
1

4
:

De la même façon on déduit la loi de probabilité de
�eS2�2 et de son espérance

E

��eS2�2� :
�eS2�2 = (es2)2i 0 1

4

P
pi 1

4
+ 1

4
= 1

2
1
4
+ 1

4
= 1

2
1

pi (es2)2i 0 1
8

1
8

et

E

��eS2�2� = 1

8
:

On refait maintenant les mêmes calculs pour l�échantillon de taille 3.
La loi du produit (X1 �X2 �X3) est donnée par le tableau

(X1 �X2 �X3) (0; 0; 0) (0; 0; 1) (0; 1; 0) (0; 1; 1) (1; 0; 0) (1; 0; 1) (1; 1; 0) (1; 1; 1)
P

pijk
1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
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La loi de

X3 =
X1 +X2 +X3

3
;

son espérance E
�
X3

�
et sa variance V

�
X3

�
sont calculés dans le tableau

X3 = x3i 0 1
3

2
3

1
P

pi = Pr
�
X3 = x3i

�
1
8

3
8

3
8

1
8

1

pix3i 0 3
24

6
24

1
8

1
2

pi (x3i)
2 0 1

24
1
6

1
8

1
3

En e¤et

E
�
X3

�
=
X

pix3i =
1

2

et

V
�
X3

�
=
X

pi (x3i)
2 �

�
E
�
X3

��2
=
1

3
� 1
4
=
1

12
:

Le tableau suivant nous facilite la construction de la loi de probabilité de

(S3)
2 et de

�eS3�2 :
(X1 �X2 �X3) (0; 0; 0) (0; 0; 1) (0; 1; 0) (0; 1; 1) (1; 0; 0) (1; 0; 1) (1; 1; 0) (1; 1; 1)

P
pijk

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1

X3 0 1
3

1
3

2
3

1
3

2
3

1
3

1�
X1 �X3

�2
0 1

9
1
9

4
9

4
9

1
9

1
9

0�
X2 �X3

�2
0 1

9
4
9

1
9

1
9

4
9

1
9

0�
X3 �X3

�2
0 4

9
1
9

1
9

1
9

1
9

4
9

0

(S3)
2 0 3

9
3
9

3
9

3
9

3
9

3
9

0�eS3�2 0 2
9

2
9

2
9

2
9

2
9

2
9

0
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A partir du tableau ci-dessus on déduit

E
�
(S3)

2� = p1 (s3)
2
1 + p2 (s3)

2
2

=
2

8
:0 +

6

8
:
3

9
=
1

4
:

et

E

��eS3�2� = p1 (es3)21 + p2 (es3)22
=
2

8
:0 +

6

8
:
2

9

=
1

6
:

On remarque à travers l�exemple précédent que, pour n = 1; n = 2 et n = 3:
1- l�espérance E

�
Xn

�
de la moyenne Xn de l�échantillon de taille n est

égale à l�espérance 1
2
de la loi mère :

E
�
X1

�
= E

�
X2

�
=
1

2
:

2- la variance V
�
Xn

�
de l�échantillon de taille n est égale a la variance

de la population mère, ici 1
4
; divisée par la

taille n de l�échantillon :

V
�
X2

�
=

1
4

2
=
1

8
:

V
�
X3

�
=

1
4

3
=
1

12
:

3- l�espérance E
�
(Sn)

2� de la variance de l�échantillon (Sn)2 est égale à
la variance de la population mère, ici égale 1

4
:

E
�
(S2)

2� = E �(S3)2� = 1

4
:

4- l�espérance E
��eSn�2� de la variance empirique �eSn�2 est égale à la

variance de la population mère, ici égale 1
4
; multipliée par n�1

n
de l�échan-

tillon :

E

��eS2�2� =
1

4
� (2� 1)

2
=
1

8
:

E

��eS3�2� =
1

4
� (3� 1)

3
=
1

6
:
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Les relations entre les lois des statistiques de l�échantillon constatées sur
l�exemple précédent sont valables dans le cas générale. On résume ces rela-
tions dans la proposition suivante.

Proposition

Sous les notations du présent paragraphe, les relations suivantes sont
véri�ées pour tout entier n:
1-

E
�
Xn

�
= �; et V

�
Xn

�
=
�2

n
: (1.4)

2-

E

��eSn�2� = n� 1
n

�2: (1.5)

3-
E
�
(Sn)

2� = �2: (1.6)

1.2 La loi de probabilité de la moyenne arith-
métique

1.2.1 Proposition

Si la loi mère est normale, c�est-à-dire X  N (�; �2) ; alors, pour tout
entier naturel n; la loi de la moyenne arithmétique Xn est normale indépen-
damment de la taille n de l�échantillon, précisément

Xn  N
�
�;
�2

n

�
; (1.7)

par conséquent,
Xn � �

�p
n

 N (0; 1) : (1.8)

1.2.2 Théorème central limite.

le théorème central limite nous renseigne sur le comportement asymp-
totique de la loi de la moyenne arithmétique Xn , plus précisément sur la
nature de cette loi pour des valeurs assez grandes de l�entier n:



1.2 LA LOI DE PROBABILITÉDE LAMOYENNEARITHMÉTIQUE9

Ce théorème est l�outil principal dans le concept (très important en ap-
plication) d�inférence statistique, en particulier, les estimations et les tests
statistiques.
Formulation du théorème.
Si la taille n de l�échantillonX1; X2; :::; Xn est assez grande, alors, la loi de

probabilité de la moyenne arithmétique réduite centrée est presque identique
à la loi normale réduite centrée N (0; 1) : On exprime ce résultat par

Xn � �
�p
n

� N (0; 1) (à peu prés):

Dans la pratique, si n � 30; on remplace la loi de
p
n
�
Xn � �

�
�

par la loi normale réduite centrée

Z � N (0; 1) :

1.2.3 Remarque

Il est utile de bien noter la force et le résultat extraordinaire du théorème
central limite. Ce théorème atteste que la moyenne arithmétique Xn d�un
échantillon aléatoire assez grand d�une variable aléatoire X, dont on connait
la moyenne � et la variance �2; est (à peu prés) une loi normale de moyenne
� et d�écart type �p

n
; cela équivaut à ce que la loi de la moyenne réduite

centrée p
n
�
Xn � �

�
�

est pour les grands échantillons, (à peu prés) identique à la loi normale réduite
centrée N (0; 1) :

1.2.4 Exemple 1

Dans une ville la glycémie X d�une population est distribuée selon une
loi normale, d�écart-type � = 0; 4 et d�espérance � = 1:5:
Trouvez le nombre positif h tel que

Pr
���X10 � 1:5

�� � h� = �;
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avec � = 0:05:
Solution.
On a

Pr
���X10 � 1:5

�� � h� = Pr

 �����X10 � 1:5
0:4p
10

����� � h
0:4p
10

!
= 0:05;

Puisque

X10 � 1:5
0:4p
10

suit la loi normale réduite centrée, on peut utiliser la table 2, de l�écart réduit
pour trouver la valeur de

h
0:4p
10

= z0:05;

on aura
h
0:4p
10

= 1:96;

Détermination de Z0:05 dans la table 2 de l�écart réduit de la loi normale
réduite centrée. La valeur de Z0:05 correspondant à � = 0:05 se trouve dans
la cellule, intersection de la ligne de la partie décimale 0.00 et la colonne de

la partie centième 0.05.

par conséquent

h = 1:96� 0:4p
10
= 0:248:
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1.2.5 Exemple 2

Soit X une variable aléatoire quelconque, de moyenne � = 90 et de va-
riance �2 = 4: Calculer h tel que

Pr
���X100 � 90

�� � h� = 0:95: (1.9)

Solution.
La relation (1:9) équivaut à que

Pr
���X100 � 90

�� � h� = 1� 0:95 = 0:05:
D�où

Pr
���X100 � 90

�� � h� = Pr

 �����X100 � 90
2p
100

����� � h
2p
100

!
= 0:05:

Puisque n = 100 � 30; alors la variable aléatoire

Tn =
Xn � �

�p
n

=
X100 � 90

2p
100

suit (approximativement) la loi normale réduite centrée. Cela nous permet
d�utiliser la table 2 de l�écart réduit pour avoir

h
2p
100

= z0:05 = 1:96

d�où
h = 1:96� 2p

100
= 0:392:





Chapitre 2

Théorie de l�estimation

Soit X une variable aléatoire quantitative ou qualitative. La théorie de
l�estimation consiste en l�évaluation d�un paramètre donné de la variable
aléatoire X; comme par exemple sa moyenne � ou sa variance �2, à partir
de la valeur du même paramètre d�un échantillon de X: Il y a deux genres
d�estimation, estimation ponctuelle et estimation par intervalle de con�ance.
On parle d�estimation ponctuelle quand le paramètre est estimé par une
valeur unique, et on parle d�estimation par intervalle de con�ance quand on
construit un intervalle et on a¢ rme que le paramètre en question appartient
à cet intervalle avec une probabilité donnée. Dans cette section, X désigne
toujours la variable aléatoire de la loi mère, � sa moyenne et �2 sa variance
(si X est quantitative). En outre, on note son paramètre à estimer par �:

2.1 Estimation ponctuelle

SoitX1; X2; :::; Xn un échantillon aléatoire de taille n et soit 'n (X1; X2; :::; Xn)
une variable aléatoire fonction deX1; X2; :::; Xn:On dit que 'n (X1; X2; :::; Xn)
est un estimateur ponctuel du paramètre � si les valeurs de 'n (X1; X2; :::; Xn)
se rapprochent (dans un sens à préciser) pour les grandes valeurs de l�entier
n vers le paramètre �:
La qualité d�un estimateur est caractérisée par la variance de l�estimateur

et par ce qu�on appelle le biais.

13



14 CHAPITRE 2 THÉORIE DE L�ESTIMATION

2.1.1 Biais

le biais d�un estimateur ponctuel � d�un paramètre �; noté B (�) est
dé�ni par

B (�) = E (�� �) = E (�)� �: (2.1)

Il est évident que la qualité de l�estimateur est déterminée par la petitesse
des deux grandeurs, la valeur absolue du biais jB (�)j et la variance �2 (�)
de l�estimateur �: Si B (�) = 0; on dit que � est un estimateur sans biais du
paramètre �; sinon on dit que c�est un estimateur biaisé.

2.1.2 Exemple

a- La moyenne arithmétiqueXn est un estimateur sans biais de la moyenne
� de la loi mère, puisque

E
�
Xn � �

�
= E

�
Xn

�
� �

= �� � = 0:

b- S2n est un estimateur sans biais de la variance �
2 de X, puisque

B
�
S2n � �2

�
= E

�
S2n � �2

�
= E

�
S2n
�
� �2

= �2 � �2

= 0:

c- eS2n est un estimateur biaisé de la variance �2 de X, puisque
B
�eS2n � �2� = E

�eS2n�� �2
=
n� 1
n

�2 � �2

6= 0:

2.2 Estimation par intervalle de con�ance

Il est plus raisonnable d�estimer un paramètre � d�une variable aléatoire
X par un intervalle I et cela à partir de mesures x1; :::; xn e¤ectuées sur un
échantillon de taille n: Cela se fait de la manière suivante :
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A partir des valeurs x1; :::; xn; on construit un intervalle I tel qu�on peut
a¢ rmer avec la probabilité 1� � que la valeur du paramètre � se situe dans
l�intervalle I: La probabilité 0 < � < 1 �xée d�avance s�appelle le risque ou le
seuil de signi�ance, et la probabilité 1�� s�appelle le niveau de con�ance. On
dit que I est l�intervalle de con�ance au risque � (ou au seuil de sign�ance
� ou de niveau 1� �; ou seulement à (1� �) 100%):
Donc, la con�rmation "I est un intervalle de con�ance du paramètre �;

au risque �" s�exprime par la formule

Pr (� 2 I) = 1� �:

Cette formule équivaut à

Pr (� =2 I) = �:

2.2.1 Signi�cation de l�intervalle de con�ance

Pour plus de clarté, on explique cette caractérisation pour � = 0:05: Si
� = 0:05; l�intervalle de con�ance de la moyenne � est caractérisé par la
propriété suivante :
si on répète 100 fois l�opération consistant à prendre n mesures de X et

calculer la moyenne arithmétique m; alors dans 95 cas la moyenne vraie � se
situe dans l�intervalle de con�ance I et dans les cinq qui restent elle se situe
en dehors de cet intervalle.

2.2.2 Taille de la population

Dans l�étude développée dans ce cours pour les intervalles de con�ance et
pour les tests statistiques, on suppose que la taille de la population est trés
grande devant la taille de l�échantillon considéré (taille in�nie de la popula-
tion). Ce choix est motivé par deux raisons.
Premièrement, en pratique, l�étude est importante surtout pour les po-

pulations de très grande taille, car pour les populations de petite taille, le
développement des machines de calculs a rendu accessible le calcul direct des
paramètres de toute la population sans passer par des échantillons.
Deuxièmement, cela nous évite la complication des formules obtenues par

un autre terme appelé coe¢ cient d�exhaustivité.
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2.2.3 Taille de l�échantillon

Dans le calcul d�intervalles de con�ance ou pour les tests statistiques, il
vaut mieux considérer de grands échantillons (n > 30), car cela permet l�uti-
lisation de la loi normale et simpli�e ainsi les formules. Mais dans le domaine
médical, ce n�est pas toujours facile de considérer de grands échantillons, car
pour certains problèmes, ça nécessite des manipulations pour chaque obser-
vation.

2.2.4 Intervalle de pari (ou de �uctuation).

1- L�intervalle de con�ance donne une estimation d�un paramètre de la po-
pulation mère à partir de paramètres (observés) d�un échantillon, tandis que
l�intervalle de pari consiste en l�estimation d�un paramètre de l�échantillon
à partir de paramètres de la loi mère. L�intervalle de pari a un lien direct
avec le concept de tests d�hypothèse qu�on va étudier dans les chapitres qui
suivent.
2- L�intervalle de pari de la moyenne arithmétiqueXn dépend uniquement

de la taille n et du risque �: Donc pour chaque valeur de la taille n et du
risque �; il y a un seul intervalle de pari. Tandis que l�intervalle de con�ance
de la moyenne vraie � dépend de la taille n et du risque �; mais aussi des
mesures e¤ectuées x1; :::xn: Ainsi, pour un risque donné � et une taille n de
l�échantillon,
on peut construire plusieurs intervalles de con�ance.
3- L�intervalle de pari et l�intervalle de con�ance sont de même longueur.

Cette longueur augmente quand le risque � diminue et diminue quand la
taille n augmente.

2.2.5 Intervalle de pari pour Xn

Soit X une variable aléatoire de variance �2 et d�espérance � �nie, et
soit 0 < � < 1: Soit l�échantillon aléatoire X1; :::; Xn de taille n:

Théorème.
Si l�une au moins des deux conditions," la loi de X est normale" ou

"n > 30"; est véri�ée, alors

Pr

���Xn � �
�� � z� �p

n

�
= �; (2.2)
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où z� est calculé dans la table 2 de l�écart réduit de la loi normale réduite
centrée.
Cette formule est une conséquence du théorème centrale limite.

2.3 Intervalles de con�ance pour �

Soient x1; :::; xn des mesures e¤ectuées sur l�échantillon aléatoireX1; :::; Xn

d�une variable aléatoire X:
En d�autres termes, x1; :::; xn sont n valeurs de la variable X:
A partir de ces mesures on construit un intervalle de con�ance au risque

0 < � < 1 de la moyenne vraie �; centré sur la moyenne observée m, de la
façon suivante.
La moyenne observée m est la moyenne arithmétiques des n valeurs

x1; :::; xn de X :

m =
x1 + :::+ xn

n
: (2.3)

Les formules, nous permettant de calculer e¤ectivement l�intervalle de
con�ance pour la moyenne � de la population mère en fonction de la moyenne
observée m et le risque �; dépendent de la loi de la population mère X, de
son écart-type � et de la taille n de l�échantillon. On explicitera dans ce qui
suit les formules utilisées.

2.3.1 Cas de grands échantillons

D�après le théorème central limite, pour les grands échantillons (de taille
n > 30); la variable aléatoire moyenne arithmétique de l�échantillon

Xn =
X1 + :::+Xn

n
;

(où X1 = ::: = Xn = X), suit (approximativement) la loi normale de
moyenne � et d�écart type �p

n
, même dans le cas où la loi de la population

mère n�est pas normale.
A)- Cela nous permet de construire un intervalle de con�ance I� pour �;

au risque �, sous la forme

I� =

�
m� z�

�p
n
; m+ z�

�p
n

�
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B)- Si l�écart type � de la population n�est pas connu, on le remplace par
l�écart type S de l�échantillon, l�intervalle de con�ance I� devient

I� =

�
m� z�

Sp
n
; m+ z�

Sp
n

�
:

Exemple
Un échantillon de 75 stimulateurs cardiaques étudié a donné les résultats

suivants : La moyenne est m = 0:31 et l�écart-type est S = 0.015.
1) Donner un intervalle de con�ance à 0.95 % pour la moyenne des sti-

mulateurs cardiaques.
2) Quelle sera la taille n de l�échantillon si l�erreur absolue est inférieure

à 0.001, et l�écart type S est le même?
Solution
1) Puisque la taille de l�échantillon n = 75 > 30; et l�écart type � de la

population est inconnu, l�intervalle de con�ance
I0:05 est donné par

I0:05 =

�
m� z0:05

Sp
n
; m+ z0:05

Sp
n

�
=

�
0:31� 1:960:015p

75
; 0:31 + 1:96

0:015p
75

�
[0:31� 0:0039; 0:31 + 0:0039]

= [0:3066; 0:3134] :

On représente également cet intervalle de con�ance sous la forme

� = 0:31� 0:0039

2) On a

z0:05
Sp
n
= 1:96

0:015p
n
< 0:001:

Donc

864:36 =

�
1:96

0:015

0:001

�2
< n;

donc, puisque n est un entier,

n � 865:
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Utilisation de la table 2 de l�écart réduit de la loi normale réduite centrée
pour déterminer la valeur de z� (ici � = 0:05) : la valeur de z0:05 se trouve
dans la cellule, intersection de la ligne de la partie décimale de 0.05 (donc la
première ligne) et la colonne de la partie centième (donc la sixième colonne).

2.3.2 Cas de petits échantillons, quand X suit la loi
normale et � est inconnu

Dans le cas où l�écart type � de la population est inconnu, en remplaçant
� par l�écart type S de l�échantillon, la variable aléatoire

Xn � �
Sp
n

(2.4)

ne suit pas approximativement une loi normale pour les petits échantillons
(n � 30) ; elle suit plutôt une loi appelée loi de Student, dépendant d�un seul
paramètre ddl = n� 1; appelé degré de liberté. On écrit alors

Xn � �
Sp
n

� Tn�1: (2.5)

L�intervalle de con�ance au risque �; de la moyenne � de la population, centré
sur la moyenne m de l�échantillon est, dans ce cas, donné par la formule

� = m� t�
Sp
n
; (2.6)

où, t� est calculé dans la table 3 de l�écart réduit de la loi de Student Tn�1
de degré de liberté ddl = n� 1, à partir de la formule

Pr
�
jTn�1j � t�

�
= �:
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Exemple.
Un échantillon aléatoire de taille n = 16; de moyenne m = 27:9 et d�écart

type S = 3:23; est pris d�une population distribuée normalement, dont l�écart
type � est inconnu.
Quelle est, au risque � = 0:05; l�intervalle de con�ance de la moyenne �

de cette population, centré sur la moyenne m de l�échantillon.
Solution.
Puisque l�écart type de la population est inconnu et l�échantillon est de

petite taille (n = 16 � 30) ; l�intervalle de con�ance est

� = m� t�
Sp
n

= 27:9� t0:05
3:23p
16

= 27:9� 2:1313:23p
16

= 27:9� 1:72:

Utilisation de la table 3 de l�écart réduit de la loi de Student pour
déterminer t0:05 : la valeur de t0:05 se trouve dans la cellule, intersection de

la ligne du ddl (ici ddl=n-1=15) et la colonne de � = 0:05:
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2.4 Intervalle de con�ance pour la di¤érence
�1 � �2

Soient
1)- X1; X2; :::; Xm un échantillon aléatoire d�une population de moyenne

�1 et d�écart-type �1:
2)- Y1; Y2; :::; Yn un échanillons aléatoire d�une population Y de moyenne

�2 et d�écart-type �2:
3)- Les deux échantillons sont indépendants.
4)- x une valeur observée de la moyenne arithmétique X de l�echanillon

de taille m de X et y une valeur observée de la moyenne arithmétiqueY de
l�echanillon de taille n deY:
Une estimation naturelle de �1 � �2 est x � y la di¤érence entre les

moyennes des deux échantillons.
Puisque les échantillons sont indépendants, on a

�X�Y = �1 � �2;

�2
X�Y =

�21
m
+
�22
n
:

Le calcul d�intervalle de con�ance pour �1 � �2; et également le calcul d�in-
tervalle de pari, repose sur la détermination de la loi de probabilité de la
variable aléatoire �

X � Y
�
� (�1 � �2)q

�21
m
+

�22
n

: (2.7)

Cette variable aléatoire est la di¤érence standarisée des deux variables aléa-
toires X et Y :

2.4.1 Cas de grands échantillons (m > 30 et n > 30)

Dans le cas où les deux échantillons sont de grande taille (> 30) ; le TCL
assure que la variable aléatoire (2:7) suit (à peu prés) la loi normale réduite
centrée, même dans le cas où les variances �2X et �

2
Y des populations mères

sont remplacées par les variances S2X et S
2
Y des échantillons. Ainsi,

a)- dans le cas où �2X et �
2
Y sont connues,�

X � Y
�
� (�1 � �2)q

�2X
m
+

�2X
n

� N (0; 1) (2.8)
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b)- dans le cas où �2X et �
2
Y sont inconnues,�

X � Y
�
� (�1 � �2)q

S2X
m
+

S2Y
n

� N (0; 1) : (2.9)

Intervalle de con�ance pour �1 � �2:
Ainsi, dans le cas de grands échantillons, l�intervalle de con�ance au risque

0 < � < 1 pour la di¤érence de moyennes �1��2; calculé à partir des valeurs
observées x et y de X et Y ; est

(�1 � �2) = (x� y)� z�

r
�2X
m
+
�2Y
n

(2.10)

si les variances �2X et �
2
Y sont connues, et

x� y � z�

r
S2X
m
+
S2Y
n

(2.11)

si les variances �2X et �
2
Y sont inconnues.

Intervalle de pari pour X � Y :
L�intervalle de pari au risque de 0 < � < 1; centré sur (�1 � �2) ; pour

X � Y ; est

(x� y) = (�1 � �2)� z�

r
�2X
m
+
�2Y
n
: (2.12)

2.4.2 Cas où les lois mères sont normales, de variances
�21 et �

2
2 connues

Dans ce cas, comme dans le cas de grands échantillons, la variable aléa-
toire �

X � Y
�
� (�1 � �2)q

�21
m
+

�22
n

; (2.13)

di¤érence standarisée des moyennes des deux échantillons, suit également la
loi normale réduite centrée, par conséquent, le calcul d�intervalles de con�ance
et d�intervalles de pari se fait de la même façon.
Rappel
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La variable standarisée ( ou réduite centrée) d�une variable aléatoire X
de moyenne � et d�écart type � (�nis et � 6= 0) est par dé�nition la variable
aléatoire

X � �
�

:

La moyenne de cette variable est zéro et sa variance est un.

2.4.3 Cas où les lois mères sont normales, mais de va-
riances �21 et �

2
2 inconnues

Contrairement au cas d�échantillons de grande taille, dans ce cas (cas où
au moinsm ou n n�est pas supérieur à 30), quand on remplace, dans l�expres-
sion (2:7) de la statistique de test, les variances �2X et �2Y des populations
mères par les variances S2X et S

2
Y des échantillons, la variable aléatoire de

l�expression (2:9) ne suit pas sensiblement la loi normale réduite centrée.
On se limite dans le présent cours au cas où les deux variances �21 et

�22 sont identiques. Dans cette situation particulière, les mathématiciens ont
montré que
1)- la variable aléatoire di¤érence standarisée des moyennes des deux

échantillons suit la loi de Student de degré de liberté ddl = m+ n� 2:
2) Cette variable aléatoire est donnée par l�expression�

X � Y
�
� (�1 � �2)

Sc

q
1
m
+ 1

n

; (2.14)

où S2c ; appelée variance commune est donnée par la formule

S2c =
(m� 1)S2X + (n� 1)S2Y

m+ n� 2 : (2.15)

Par conséquent, on a les formules suivantes pour les intervalles de con�ance
et les intervalles de pari, dans le cas où les lois mères sont normales, mais de
variances �21 et �

2
2 inconnues :

Intervalle de con�ance L�intervalle de con�ance pour la di¤érence des

moyennes (�1 � �2) ; centré sur la di¤érence des moyennes observées x � y
des échantillons, est

(�1 � �2) = (x� y)� t�Sc
r
1

m
+
1

n
; (2.16)
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où t� est calculé dans la table 3 de l�écart réduit de la loi de Student de dégré
de liberté ddl = m+ n� 2; selon la règle

Pr
�
jTm+n�2j � t�

�
= �: (2.17)

Intervalle de pari L�Intervalle de pari pour la di¤érence X � Y des
moyennes des échantillons, centré sur la di¤érence (�1 � �2) des moyennes
vraies, est

(x� y) = (�1 � �2)� t�Sc
r
1

m
+
1

n
: (2.18)

2.5 Intervalle de con�ance pour la fréquence
vraie P

2.5.1 Introduction

On considère un caractère à deux modalités (succès-échec) sur une grande
population (éventuellement in�nie), on considère ensuite un échantillon de
cette population de taille n et on note par X (X � n) le nombre des succès
de ce caractère dans cet échantillon. On note par P la fréquence des succès
de ce caractère dans la population et par eP = X

n
la fréquence des succès du

même caractère dans l�échantillon. On sait que eP est un estimateur sans biais
de P: On sait également que; pour n assez grand, X suit la loi binomiale de
paramètres n et P , et que cette loi binomiale peut être approximée par la loi
normale de moyenne � = nP et d�écart type � =

p
np (1� p):

Ce résultat nous permet de construire un intervalle de con�ance de la fré-
quence P de la population mère, centré sur la fréquence eP = X

n
de l�échan-

tillon, par la formulation suivante :
Si la population mère est in�nie (pratiquement trés grande) et la taille

de l�échantillon est assez grande (n > 30) ; un intervalle de con�ance I� de la
fréquence P de la population mère, centré sur la fréquence eP de l�échantillon,
est donné par la formule

P = ep� z�rep (1� ep)
n

; (2.19)

où z� est calculée dans la table 2.
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Remarque.

1) La confection d�intervalles de con�ances et d�intervalles de pari pour les
fréquences dans le cas de petits échantillons (n � 30) est plus compliquée, car
on ne peut pas y appliquer la loi normale. Le calcul d�intervalles de con�ance
et les intervalles de pari dans le cas de petits échantillons pour les fréquences
n�est pas développé dans ce cours.
2) L�expression de l�intervalle de con�ance développée ici est valable pour

les grands échantillons (en pratique n > 30) et quand nep et n (1� ep) ne sont
pas voisins de zéro (en pratique supérieures à 5).

2.5.2 Exemple.

Dans un échantillon aléatoire de 85 patients d�une population de diabé-
tiques traités par un certain médicament pour stabiliser le taux de glycémie,
10 patients avaient une réaction positive.
Utilisez le résultat obtenu sur cet échantillon pour trouver un intervalle de

con�ance au risque � = 0:05, de la fréquence (ou proportion) P des patients
ayant réagi positivement au traitement par ce médicament.
Solution.
On a eP = 10

85
= 0:12 et z0:05 = 1:96:

Donc

I0:05 = 0:12� 1:96
r
0:12 (1� 0:12)

85
= 0:12� 0:07

2.5.3 Intervalle de pari pour la fréquence eP d�un échan-
tillon

Dans le cas de grand échantillon (n > 30) et si nP et n (1� P ) ne sont
pas voisins de zéro (en pratique supérieures à 5), un intervalle de pari eI� poureP est donné par la formule

eI� = P � z�rP (1� P )
n

; (2.20)

où z� est calculé de la table 2 de l�écart réduit de la loi normale réduite
centrée.
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Fig. 2.1 �Tableau récapitulatif sur les formules des intervalles de
con�ance. On a utilisé les notation suivantes : n = taille de l�échantillon, S =
écart-type de l�échantillon, � = moyenne de la population, � = écart-type de
la population, P = fréquence de la population, ep = fréquence de l�échantillon,
z� est à calculer (pour � donné) dans la table 2 de l�écart réduit de la loi
NRC, t� est à calculer (pour � donné) dans la table 3 de l�écart réduit de la
loi de Student de degré de liberté ddl = n-1.



Chapitre 3

Tests d�hypothèses de
conformité

3.1 Conformité de m à �

Le concept de test d�hypothèses en statistique est une illustration frap-
pante de l�utilité des sciences rationnelles dans la vie quotidienne.

3.1.1 Principe

Connaissant la moyenne vraie � d�une certaine population et la moyenne
m d�un échantillon aléatoire, peut-on accepter, avec une probabilité donnée
1 � �; l�hypothèse (qu�on note H0 et qu�on appelle hypothèse nulle) que
l�échantillon est issu de cette population. Le principe général est le suivant :
si m appartient à l�intervalle de pari eI�; on accepte l�hypothèse H0, sinon on
l�a rejette.
Soit donc une variable aléatoire X d�espérance � et d�écart type �, et soit

x1; x1; :::xn une suite de n nombres de moyenne m et d�écart type S:

3.1.2 Cas de grand échantillons (n > 30)

Dans ce cas l�intervalle de pari est donné par

eI� = ��� z� �p
n
; �+ z�

�p
n

�
: (3.1)

27
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L�intervalle de pari eI� s�appelle dans ce contexte l�intervalle d�acceptation de
l�hypothèse nulle H0 et son complémentaire, l�intervalle de rejet de H0:
Les étapes du test
1- On dé�nit l�hypothèse H0 : m = �, appelée hypothèse nulle, et l�hypo-

thèse alternative Ha : m 6= �:
2- On cherche la valeur de z� = z1��

2
(appelé seuil critique) sur la table

2 de l�écart réduit ou sur la table 1 de la fonction de répartition, de la loi
normale réduite centré:
3- On calcule ce qu�on appelle la statistique de test observée TO par la

formule

TO =
m� �

�p
n

: (3.2)

4- Décision :
- si TO appartient à l�intervalle d�acceptation [�z�; z�] ; "au risque �; on

accepte l�hypothèse H0"
- si TO n�appartient pas à l�intervalle d�acceptation [�z�; z�], "on rejette

l�hypothèse H0 et on accepte l�hypothèse alternative Ha": On peut remplacer
l�expression "au risque �" par l�expression "au niveau de signi�ance �" ou
par l�expression "au niveau de con�ance 1� �".
Dans le cas d�un grand échantillon, si � est inconnu, on procède de la

même façon, seulement, on remplace dans l�expression (3:2) ; permettant le
calcul de TO; l�écart type � de la population mère par l�écart type S de
l�échantillon.
Ces quatre étapes pour réaliser un test statistique sont communes aux

di¤érents genres de tests statistiques.
Mais, il faut faire attention ! La formule permettant le calcul de TO ob-

servée n�est pas la même : chaque genre de test a sa formule. De même pour
le seuil critique.
Dans la suite, on précisera pour chaque situation le seuil critique et la

formule permettant le calcul de TO observée.

3.1.3 Cas où la loi de X est normale et � est connu

Dans ce cas la procédure est la même pour les grands ou les petits échan-
tillons.
Le seuil critique est, comme dans le cas précédent, z�; et donc l�intervalle

d�acceptation est [�z�; z�] :
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Egalement, l�expression permettant le calcul du TO observée est la même,
c�est-à-dire

TO =
m� �

�p
n

: (3.3)

3.1.4 Test de conformité unilatéral

Si dans le test de comparaison de la moyenne m de l�échantillon à la
moyenne � de la population, l�hypothèse alternative est m > � (ou m < �);
au lieu de m 6= �; on dit qu�il s�agit de test unilatéral à droite (ou à gauche),
au lieu de test bilatéral.
un test unilatéral est, comme le test bilatéral, composé de quatre étapes :
1. Hypothèse nulle H0 : m = �;
Hypothèse alternative Ha : m > � pour un test unilatéral à droite, (ou

m < � pour un test unilatéral à gauche).
2. la statistique de test observée TO est la même que dans le cas bilatéral.
3. le seuil critique est z2� pour un test à droite ou �z2� pour un test à

gauche (au lieu de z� pour un test bilatéral). Ce principe s�applique à tous
les tests unilatéraux : on remplace � par 2�:
4. Décision.
a)- test à droite : si TO � z2�; au risque �, on accepte l�hypothèse nulle

H0 : m = �; sinon on rejette l�hypothèse nulle H0 et on accepte l�hypothèse
alternative Ha : m > �:
b)- test à gauche : si TO � �z2�; au risque �, on accepte l�hypothèse nulle

H0 : m = �; sinon on rejette l�hypothèse nulle H0 et on accepte l�hypothèse
alternative Ha : m < �:
Remarque importante.
Le test unilatéral à droite s�applique uniquement si, on a en hypothèse

m > �; sinon le test est inutile.
Le test unilatéral à gauche s�applique uniquement si, on a en hypothèse

m < �; sinon le test est inutile.

3.1.5 Exemple.

On reprend les données de l�exemple précédent.
En 1980, le temps de réaction moyen à des stimuli visuels simples pour des

étudiants en psychologie (âge moyenne = 20 ans) était de 200 millisecondes.
On choisit cette année (année 2019) au hasard un échantillon de 36 étudiants
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de 20 ans qu�on soumet à la même expérimentation, a�n de tester l�e¤et
de Flynn. Le temps de réaction moyen observé pour l�échantillon est de 180
millisecondes avec un écart-type de 10 millisecondes.
Tester au seuil de signi�ance de 5% l�hypothèse selon laquelle le temps

de réaction moyen en 2019 est inférieur à celui de 1980 !
Solution
1)- On teste l�hypothèse nulle HO : m = � (où m = 180 et � = 200),

contre l�hypothèse alternative Ha : m < �:

2)- Puisque l�échantillon est de grande taille (n = 36 > 30) ; le seuil cri-
tique est z2� = z0:1 = 1:645:
3)- La statistique de test observée TO est la même que pour le test bila-

téral : TO = �12:
4)- Décision : puisque TO = �12 < �1:645; on rejette l�hypothèse nulle

H0 et on accepte l�hypothèse alternative Ha : on peut a¢ rmer au seuil de
signi�ance de 5%, que le temps de réaction moyen en 2019 est inférieur à
celui de 1980.

3.1.6 Cas où la loi de X est normale, n < 30 et � est
inconnu

Dans ce cas
1- la statistique de test suit la loi de Student de degré de liberté ddl = n�1

, et le seuil critique noté t� est obtenu à partir de la table 3, de l�écart réduit
de la loi de Student-Fisher, liant t� à � par la relation P (jT j � �) = t�:
2- l�expression permettant le calcul de T observée est

TO =
m� �

Sp
n

(3.4)

où S l�écart type de l�échantillon a remplacé l�écart type � (inconnu) de la
loi mère.

3.1.7 Exemple.

On prélève au hasard dix comprimés d�un grand lot d�un certain médica-
ment, et on les pèse. les poids de ces 10 comprimés en grammes sont :
0.81 ; 0.84 ; 0.83 ; 0.80 ; 0.85 ; 0.81 ; 0.85 ; 0.83 ; 0.84 ; 0.80.
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A- Le poids moyen observé est-il compatible au niveau de con�ance de
98 % avec le poids moyen de 0.84 g annoncé par le producteur ?
B- Au risque 5% de se tromper, le poids moyen observé est-il inférieur à

celui annoncé par le producteur ?
Solution.

A-
On réalise un test bilatéral de conformité.
Etape 1.H0 : le poids moyen observé est compatible avec le poids annoncé

par le producteur (m = �),
Ha : le poids moyen observé n�est pas compatible avec le poids

annoncé par le producteur (m 6= �).
Etape 2. La statistique de test observée est

TO =
m� �

Sp
n

:

Pour obtenir sa valeur numérique on calcule la moyenne m de l�échantillon
et son écart type S :

m =
(2� 0:80) + (2� 0:81) + (2� 0:83) + (2� 0:84) + (2� 85)

10
= 0:826

S =

vuuutP10
i=1 ni (xi �m)

2

N � 1

=

s
2 (0:80� 0:826)2 + :::+ 2 (85� 0:826)2

9
= 0:0196:

Remplaçant m et S par leurs valeurs on aura

TO =
0:826� 0:84

0:0196p
10

= �2:265
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Fig. 3.1 �A)- Test bilatéral : T0 est dans la zone d�acceptation de l�hypothèse
nulle H0, par conséquent, on accepte H0 et on rejette l�hypotèse alternative
Ha. B)-Test unilatéral à gauche : T0 n�est pas dans la zone d�acceptation de
l�hypothèse nulle H0, par conséquent, on rejette H0 et on accepte l�hypotèse
alternative Ha

Etape 3. On calcule le seuil critique (loi de Student avec ddl = n� 1 = 9) :
le seuil critique est

t� = t0:02 = 2:821

Etape 4. Décision
Puisque la statistique de test observée TO = �2:265 appartient à l�inter-

valle [�2:821;2:821] d�acceptation de H0; on rejette l�hypothèse alternative
Ha et on accepte l�hypothèse nulle H0 : Au niveau de con�ance de 98 %, le
poids moyen observé est compatible avec le poids annoncé par le producteur.

B-
On réalise un test unilatéral à gauche.
1. Hypothèse nulleH0 : m = �; contre l�hypothèse alternativeH1 : m < �:
2. La statistique de test observée TO est la même que pour le test bilatéral :

TO = �2:265:
3. le seuil critique est t2� = t0:1 = 1:833 (table 3 de student ddl = 9).
4. Décision : puisque TO = �2:265 < �t2� = �1:833; on rejette l�hy-

pothèse nulle H0 et on accepte l�hypothèse alternative H1 : au risque 5%
de se tromper, le poids moyen observé est inférieure à celui annoncé par le
producteur.
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3.2 Comparaison de ep calculée et P vraie

3.2.1 Test bilatéral de l�hypothèse
� eP = P�

Soit P la proportion des succès d�un caractère à deux modalités (succès-
échec) dans une grande population, et soit eP la proportion des succès du
même caractère dans un échantillon �ni (pas forcément issu de la même po-
pulation). Peut-on a¢ rmer avec une probabilité � de se tromper que l�échan-
tillon est issu de cette population (ou d�une population avec la même pro-
portion P ). Pour répondre à cette question on réalise un test de l�hypothèseeP = P contre l�hypothèse alternative eP 6= P: Ce test se fait à travers les
étapes suivantes.
1- On dé�nit l�hypothèse nulle H0 : eP = P et l�hypothèse alternative

H1 : eP 6= P
2- La statistique de test suit la loi normale réduite centrée, On calcule le

TO observé par la formule

TO =
eP � Pq eP(1� eP)

n

: (3.5)

3- On calcule le seuil critique z� dans la table 2 de l�écart réduit de la loi
normale réduite centrée.
4- Décision. Si

�z� � TO � z�;

au risque �; on accepte l�hypothèse eP = P , sinon, on rejette l�hypothèse
nulle eP = P et on accepte l�hypothèse alternative eP 6= P:
3.2.2 Test unilatéral de l�hypothèse (ep = P )
Les quatre étapes restent les mêmes, avec les changements suivants :
l�hypothèse alternative devient Ha: : ep > P pour un test à droite ou

Ha: : eP < P pour un test à gauche.
Pour calculer le seuil critique on considère 2� au lieu de �:
Décision : a)- si TO � z2�, on accepte l�hypothèse nulle, sinon on la rejette

(test à droite)
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b)- si TO � �z2�, on accepte l�hypothèse nulle, sinon on la
rejette (test à gauche).
Remarque.
Le test présenté ici est valable dans le cas de grand échantillon (n > 30)

et si nP et n (1� P ) ne sont pas voisins de zéro (en pratique supérieures à
5).

3.2.3 Exemple.

Une anomalie génétique touche dans un certain pays 1/1000 des individus.
Dans une région donnée de ce pays, on a enregistré 57 personnes ayant cette
anomalie sur 50 000 naissances.
A)- Cette région est-elle représentative du pays entier au risque 5 %?
B)- La proportion de cette anomalie génétique enregistrée dans cette

région est-elle plus importante que celle du pays entier ?.
Solution.
A)-
On répond à cette question en réalisant un test de comparaison d�une

proportion calculée eP = 57
5
10�4 et une proportion vraie P = 10�3:

1- L�hypothèse nulle H0 : eP = P (cette région est représentative du pays
entier au risque 5 %),

l�hypothèse alternativeHa : eP 6= P (cette région n�est pas représentative
du pays entier)
2- La statistique de test suit la loi normale réduite centrée, On calcule la

statistiqueTO observée par la formule

TO =
eP � Pq
P (1�P )

n

:

Puisque

n = 5:104; ep = 57

5
10�4 et P = 10�3;

on a

TO =
57
5
:10�4 � 10�3q
10�3(1�10�3)

5:104

= 0:99:
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3- Le seuil critique est

z� = z0:05 = 1:96:

4- Décision. Puisque

�1:96 � 0:99 � 1:96;

au risque 0:05; on accepte l�hypothèse eP = P:
B)-
On répond à cette question en réalisant un test unilatéral à droite, de

comparaison d�une proportion calculée eP = 57
5
:10�4 et une proportion vraie

P = 10�3:
L�hypothèse nulle H0 : ep = P; l�hypothèse alternative Ha : ep > P:
La statistique de test observée TO reste la même : 0:99
Le seuil critique dans le cas unilatéral est z2� au lieu de z� :
Donc le seuil critique est

z2� = z0:1 = 1:645:

Décision. Puisque la T observée TO = 0:99 n�est pas supérieur au seuil
critique z0:1 = 1:645; on accepte H0 au risque 0:05:
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Fig. 3.2 �Tableau récapitulatif : tests de conformité, moyennes et fréquences



Chapitre 4

Tests d�hypothèses
d�homogénéité

4.1 Comparaison de deux moyennes �1 et �2
Soient
1)- X1; X2; :::; Xm un échantillon aléatoire d�une population de moyenne

�X et d�écart-type �X :
2)- Y1; Y2; :::; Yn un échantillon aléatoire d�une population Y de moyenne

�Y et d�écart-type �Y :
3)- Les deux échantillons sont indépendants.
4)- x une valeur observée de la moyenne arithmétiqueX de l�échantillon de

la première population et y une valeur observée de la moyenne arithmétique
Y de l�échantillon de la deuxième population:
A partir de ces données on se propose de tester l�hypothèse nulle "�X =

�Y "; contre l�hypothèse alternative " �X 6= �Y ":

4.1.1 Cas de grands échantillons (m > 30 et n > 30)

a)- dans le cas où �2X et �2Y sont connues, la statistique de test, pour
tester l�hypothèse nulle �X � �Y = 0 est donnée par la formule�

X � Y
�q

�2X
m
+

�2Y
n

; (4.1)

et elle suit la loi normale réduite centrée Z � N (0; 1) :

37
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b)- dans le cas où �2X et �2Y sont inconnues, on les remplace par les
variances S2X et S

2
Y des échantillons. La statistique de test devient�

X � Y
�q

S2X
m
+

S2Y
n

: (4.2)

La statistique de test suit encore dans ce cas la loi normale réduite centrée.

4.1.2 Test bilatéral de l�hypothèse �X � �Y = 0:

Etape 1. On dé�nit l�hypothèse nulle H0 : �X � �Y = 0 (ou �X = �Y ) et
l�hypothèse alternative Ha : �X � �Y 6= 0:
Etape 2. La statistique de test observée TO est donnée par l�expression

TO =
(x� y)q
�2X
m
+

�2Y
n

(4.3)

dans le cas où �2X et �
2
Y sont connues, et

TO =
(x� y)q
S2X
m
+

S2Y
n

(4.4)

dans le cas où �2X et �
2
Y sont inconnues.

Etape 3. On calcule le seuil critique z�, en utilisant la table 2. de l�écart
réduit de la loi normale réduite centrée.
Etape 4. Décision : si TO 2 [�z�; z�] ; au risque �; on accepte l�hypo-

thèse H0: Sinon, on rejette l�hypothèse nulle H0 et on accepte l�hypothèse
alternative H1:

4.1.3 Test unilatéral de l�hypothèse �X � �Y = 0:

1. L�hypothèse nulle H0 : �X � �Y = 0 et l�hypothèse alternative H1 :
�X � �Y > 0 pour un test à droite, ou H1 : �X � �Y < 0 pour un test à
gauche:
2. On calcule la statistique de test observée TO; qui est la même que pour

le test bilatéral.
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3. Seuil critique, qui est dans ce cas z2� (au lieu de z� dans le test bilatéral)
pour un test à droite, ou �z2� pour un test à gauche.
4. Décision :
a)- test à droite : si TO � z2�; au risque �; on accepte l�hypothèse nulle

H0 : �X � �Y = 0; sinon (i.e si TO > z2�), on rejette l�hypothèse nulle H0 et
on accepte l�hypothèse alternative Ha : �X � �Y > 0
b)� test à gauche : si TO � �z2�; au risque �; on accepte l�hypothèse

nulle H0 : �X ��Y = 0; sinon (i.e si TO < �z2�), on rejette l�hypothèse nulle
H0 et on accepte l�hypothèse alternative Ha : �X � �Y < 0:

4.1.4 Exemple.

Dans une maternité pour deux échantillons de nouveau-nés de sexes dif-
férents on a obtenu les résultats suivants :
51 garçons : taille moyenne 51cm et écart-type des tailles S1 = 3cm
59 �lles : taille moyenne 49cm et écart-type des tailles S2 = 3:2cm
A. Au risque 5 % peut-on déduire de ces données une di¤érence signi�-

cative entre les moyennes des tailles des nouveau-nés suivant le sexe.
B. Au risque 5 % peut-on déduire de ces données que la moyenne des

tailles des nouveau-nés (garçons) est plus grande que celle des nouveau-nées
(�lles).
Solution.
A.
1. Hypothèse nulle H0 : �1 = �2 (pas de di¤érence signi�cative) , contre

Hypothèse alternative Ha : �1 6= �2; (il existe une di¤érence signi�cative),
c�est un test bilatéral.
2. Puisque les échantillons sont grands n1 = 51 > 30 et n2 = 59 > 30, et

les écarts types des populations sont inconnus, la statistique de test observée
est

zO =
(m1 �m2)q

S21
m
+

S22
n

=
(51� 49)q
9
51
+ 10:24

59

= 3:38

3. On calcule le seuil critique z� :
La table 2 donne

z� = z0:05 = 1:96
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4. Décision.

TO = 3:38 =2 [�1:96; 1:96] :

Puisque la statistique de test observée TO n�appartient pas à l�intervalle d�ac-
ceptation de H0; on rejette H0 et on accepte Ha : on rejette l�hypothèse qu�il
n�y a pas une di¤érence signi�cative entre les moyennes des tailles selon le
sexe et on accepte l�hypothèse alternative qu�il y a une di¤érence signi�cative
entre les moyennes des tailles selon le sexe.
B.
1. Hypothèse nulle H0 : �1 = �2 (pas de di¤érence signi�cative), contre

Hypothèse alternative Ha : �1 > �2, c�est un test unilatéral à droite.
2. la statistique de test observée est la même, TO = 3:38:
3. Le seuil critique est

z2� = z0:1 = 1:645

4. Décision : Puisque

TO = 3:38 > 1:645;

on rejette l�hypothèse nulle et on accepte l�hypothèse alternative : on peut
déduire de ces indications que la taille moyenne des nouveau-nés (garçons)
est plus grande que celle des nouveau-nées (�lles).
Remarques.

1)- Dans les tests unilatéraux, le quali�catif à gauche (ou à droite) est lié
à la zone de rejet de l�hypothèse nulle H0 : si la zone de rejet est à gauche de
zéro, on dit test à gauche, sinon on dit test à droite:
2)- Le seuil critique pour un test unilatéral se calcule de la même façon

que dans le cas de test bilatéral, mais en remplaçant � par 2�: En plus pour
le test à gauche, le seuil critique est pris avec le signe négatif.

4.1.5 Cas de lois normales et variances �2X et �
2
Y connues

Dans ce cas, la statistique de test, comme dans le cas de grand échantillon,
a la même expression et suit la même loi. Par conséquent, le calcul de tests
se fait de la même façon.
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4.1.6 Cas de lois normales, et variances �2X et �2Y in-
connues

Contrairement au cas d�échantillons de grandes tailles, dans ce cas (cas
où au moins m ou n n�est pas plus grande que 30), quand on remplace, dans
l�expression de la statistique de test, les variances �2X et �

2
Y des populations

mères par les variances S2X et S
2
Y des échantillons, la statistique de test ne

suit pas sensiblement la loi normale réduite centrée. Dans ce cas il n�y a pas
une méthode uni�ée pour traiter le problème. On se limite dans le présent
exposé au cas où les deux variances �21 et �

2
2 sont identiques. Dans cette

situation particulière, les mathématiciens ont montré que
1) La statistique de test est �

X � Y
�

Sc

q
1
m
+ 1

n

; (4.5)

où S2c ; appelée variance commune est donnée par la formule suivante

S2c =
(m� 1)S2X + (n� 1)S2Y

m+ n� 2 : (4.6)

2)- La statistique de test suit la loi de Student de degré de liberté ddl =
m+ n� 2:
Remarque
Si l�égalité des variances des deux populations n�est pas donnée en hypo-

thèse, on peut éventuellement appliquer ce test aprés avoir véri�er l�égalité
des variance par l�application du test de Fisher Snedecor (qui sera présenté
ultérieurement).

4.1.7 Exemple

On veut tester l�e¢ cacité d�un nouveau traitement en mesurant la durée
de survie de souris atteintes par une maladie. On suppose que cette durée de
survie est une variable aléatoire normale. Un premier échantillon de 9 souris
est soigné à l�aide de l�ancien traitement et un autre e¤ectif de 12 à l�aide
d�un nouveau traitement.
Pour le premier échantillon, on a obtenu m1 = 21 jours et S21 = 11:39

jours.
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Pour le second échantillon, on a obtenum2 = 24 jours et S22 = 10:12 jours.
A.
Sachant que la variance est la même pour les deux traitements, peut-on

a¢ rmer en prenant un risque de 5 % qu�il y a une di¤érence signi�cative
entre les deux traitements ?
B. Sachant que la variance est la même pour les deux traitements, peut-

on a¢ rmer en prenant un risque de 5 % que l�ancien traitement est moins
e¢ cace que le nouveau traitement ?
Solution
A.
On applique un test d�hypothèse.
Etape 1 : Hypothèse nulle H0 : �1 = �2 contre Ha : �1 6= �2 ; c�est un test

bilatéral
Etape 2 : la variance commune S2C est

S2C =
8� 11:39 + 11� 10:12

9 + 12� 2 = 10:65:

SC =
p
10:65 = 3:26

Donc, la statistique de test observée est

TO =
(m1 �m2)

Sc

q
1
m
+ 1

n

=
(21� 24)

3:26
q

1
9
+ 1

12

= �2:09:

Etape 3 : Le seuil critique est t0:05; et il se calcule de la table 3. de l�écart
réduit de la loi de Student de ddl = 19:

t0:05 = 2:093:

Etape 4 : Décision : TO = �2:09 � �2:093; donc TO 2 [�2:093; 2:093] :
On rejette l�hypothèse alternative H1 (�1 6= �2) et on accepte l�hypothèse
nulle H0 (�1 = �2) :
On peut donc a¢ rmer, au risque 5% qu�il n�y a pas une di¤érence signi-

�cative entre les deux traitements.
B.
Hypothèse nulle H0 : �1 = �2 contre H1 : �1 < �2 ; c�est un test unilatéral

à gauche.
La statistique de test observée est la même : TO = �2:09:
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Le seuil critique est �t2� = �t0:1 = �1:729:
Décision : puisque TO = �2:09 < �1:729; on rejette l�hypothèse nulle et

on accepte alternative Ha : au risque de 5 %, l�ancien traitement est moins
e¢ cace que le nouveau traitement ?

4.2 Comparaison de P1 et P2

4.2.1 Introduction

On considère un même caractère avec deux modalités (succès - échec)
dans deux populations. Soient P1 la proportion des succès de ce caractère
dans la première population et P2 la proportion des succès dans la deuxième
population. On considère un échantillon de la première population de taille
m et un autre échantillon de la deuxième population de taille n. Si X et Y
sont respectivement le nombre de succès dans le premier et dans le deuxième
échantillon, alors eP1 = X

m
et eP2 = Y

n
sont respectivement les proportions du

succès dans le premier et dans le deuxième échantillon.
Si les tailles m et n des échantillons sont petites devant les tailles des

populations, alors les variables aléatoires X et Y suivent approximativement
la loi binomiale :

X � B (m;P1) et Y � B (n;P2) :

En outre, si m et n sont assez grands (> 30) ; les lois binomiales peuvent
êre approximées par une loi normale. Cela ramène à déduire que la variable
aléatoire � eP1 � eP2�� (P1 � P2)q

P1(1�P1)
m

+ P2(1�P2)
n

(4.7)

suit la loi normale réduite centrée. On peut également estimer dans le dé-
nominateur les proportions vraies P1 et P2 par les proportions ep1 et ep2 des
échantillons et dire que � eP1 � eP2�� (P1 � P2)q ep1(1�ep1)

m
+ ep2(1�ep2)

n

(4.8)

suit aussi la loi normale réduite centrée.
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Le raisonnement étalé ci-dessus est valables dans le cas de grands échan-
tillons. Dans le cas de petits échantillons, la situation se complique un peu.
En ce qui nous concerne, par souci de ne pas trop compliquer les choses, on
se limite au cas de grands échantillons.

Intervalles de con�ance pour P1 � P2

Le calcul d�intervalles de con�ance pour la di¤érence P1�P2 des propor-
tions vraies, à partir de la di¤érence eP1 � eP2 des proportions observées des
échantillons, est basé sur la loi de la statistique (4:8) :
L�intervalle de con�ance au risque 0 < � < 1 de la di¤érence P1 � P2 des

proportions vraies, basé sur la di¤érence ep1�ep2 des proportions calculées des
échantillons est

(P1 � P2) = (ep1 � ep2)� z�rep1 (1� ep1)
m

+
ep2 (1� ep2)

n
: (4.9)

Test d�hypothèse

A partir des proportions calculées ep1 et ep2 des échantillons, on se propose
de tester l�hypothèse nulle P1 = P2 contre une hypothèse alternative bilatérale
ou unilatérale.
On rappelle que la statistique de test est construite sous l�hypothèse nulle

(ici H0 : P1 = P2).
Sous l�hypothèse H0 la statistique de test donnée par (4:8) se simpli�e de

la façon suivante. Sous H0 les deux échantillons sont de la même population
de proportion P ((P1 = P2 = P )) dont L�union forme un échantillon. La
proportion observée des succès dans ce grand échantillon est

eP = X + Y

m+ n
;

qu�on appelle proportion commune. La statistique de test devient donc� eP1 � eP2�reP �1� eP� � 1
m
+ 1

n

� : (4.10)
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4.2.2 Test bilatéral de l�hypothèse P1 = P2
1. L�hypothèse nulle est H0 : P1 = P2 et l�hypothèse alternative est H1 :

P1 6= P2:
2. La valeur observée de la statistique de test est

TO =
(ep1 � ep2)qep (1� ep) � 1

m
+ 1

n

� : (4.11)

3. Le seuil critique est z� à calculer dans la table 2 de l�écart réduit de la
loi normale réduite centrée.
4. Décision :
- si TO appartient à la zone d�acceptation (�z� � TO � z�) ; on accepte

l�hypothèse H0;
- sinon (TO < �z� ou TO > z�) ; on rejette l�hypothèse H0 et on accepte

l�hypothèse alternative Ha:

4.2.3 Test unilatéral de l�hypothèse P1 = P2
1. L�hypothèse nulle est H0 : P1 = P2 et l�hypothèse alternative est H1 :

P1 > P2 pour un test à droite et H1 : P1 < P2 pour un test à gauche:
2. La valeur observée TO de la statistique de test est la même que dans le

cas de test bilatéral.
3. Le seuil critique est z2� pour un test à droite, et �z2� pour un test à

gauche, à calculer sur la table 2 de l�écart réduit de la loi normale réduite
centrée.
4. Décision :
a) test à droite : si TO appartient à la zone d�acceptation deH0 (TO � z2�) ;

on accepte l�hypothèse H0; sinon (TO > z2� ) ; on rejette l�hypothèse H0 et
on accepte l�hypothèse alternative Ha:
b)- test à gauche : si TO appartient à la zone d�acceptation (TO � �z2�) ;

on accepte l�hypothèse H0; sinon (TO < �z2� ) ; on rejette l�hypothèse H0 et
on accepte l�hypothèse alternative Ha:

4.2.4 Exemple.

On a obtenu les résultats suivants après avoir suivi pendant 20 ans un
groupe de 200 sujets fumeurs et un groupe de 200 sujets non fumeurs.
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non fumeurs fumeurs

apparition d�un cancer 20 40

pas de cancer 180 160
A. Peut-on accepter au risque � = 0:1 que les di¤érences observées sont

signi�catives ?.
B. Peut-on accepter au risque � = 0:1 que l�abstention de fumer démunie

le risque d�attraper un cancer ?
Solution
On applique un test de comparaison de deux fréquences.
On note par P1 et par P2 la proportion des cancéreux non fumeurs et

celle des cancéreux fumeurs respectivement.
A.
1. Hypothèse nulle H0 : P1 = P2; hypothèse alternative Ha : P1 6= P2; il

s�agit de test bilatéral
2. La proportion commune eP est

eP = X + Y

m+ n
=

20 + 40

200 + 200
= 0:15;

la valeur observée de la statistique de test est

TO =
(ep1 � ep2)qep (1� ep) � 1

m
+ 1

n

�
=

�
20
200
� 40

200

�q
(0:15) (0:85)

�
1
200
+ 1

200

�
= �2:801:

3. Le seuil critique est

z� = z0:1 = 1:645 (table 2)

4. Décision : Puisque jTOj = j�2:801j = 2:801 > z0:1 = 1:645; on rejette
l�hypothèse nulle H0; et on accepte l�hypothèse alternative H1 : Au risque
� = 0:1; on accepte que les di¤érences observées sont signi�catives.
B.
1. Hypothèse nulle H0 : P1 = P2; hypothèse alternative Ha : P1 < P2; il

s�agit de test unilatéral à gauche.
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2. La statistique de test observée TO est la même : TO = �2:801:
3. Le seuil critique est �z2� = �z0:2 = �1:282:
4. Décision, puisque TO = �2:801 < z2� = �z0:2 = �1:282; on rejette

l�hypothèse nulle H0 et on accepte l�hypothèse alternative Ha : l�abstention
de fumer démunie le risque d�attraper un cancer.

4.3 La p-valeur

Dans un test statistique concernant les moyennes ou les fréquences, la
p-valeur (appelée aussi probabilité critique) est une valeur de probabilité
liée à La statistique de test observée TO:

4.3.1 Cas de test bilatéral

Dans le cas d�un test bilatéral la valeur de la p-valeur est dé�nie par

P-valeur = P (jT j � jTOj) :

Fig. 4.1 �La p-valeur pour un test bilatéral est représentée par la surface
en gris

4.3.2 Cas de test unilatéral à droite

Dans le cas d�un test unilatéral à droite, la p-valeur est dé�nie par

p-valeur = P (T � TO)
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Fig. 4.2 �La p-valeur pour un test unilatéral à droite est représentée par la
surface en gris

4.3.3 Cas de test unilatéral à gauche

Dans le cas d�un test unilatéral à gauche, la p-valeur est dé�nie par

p-valeur = P (T � TO)

Fig. 4.3 �Dans ce shéma, La p-valeur pour un test unilatéral à gauche est
représentée par la surface en gris

4.3.4 La p-valeur et la décision

Dans un test statistique, on peut dans l�étape de la décision, utiliser la
p-valeur au lieu de la statistique de test observée TO :
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a) - Dans un test bilatéral, on peut remplacer l�expression "jT0j � z�" ou
l�expression "jT0j � t�" par

l�expression "la p-valeur � �".
b) - Dans un test unilatéral à droite, on peut remplacer l�expression "T0 �

z2�" par l�expression "la p-valeur � �".
c) - Dans un test unilatéral à gauche, on peut remplacer l�expression

"T0 � �z2�" par l�expression "la p-valeur � �".

Fig. 4.4 �Dans ce shéma, est illusté le cas d�un test bilatéral où le seuil
critique est z�: Ici, la p-valeur est représentée par la surface en gris clair
et � est représentée par la surface en gris foncé, la statistique observée TO
appartient à la zone de rejet de l�hypothèse nulle, ce qui équivaut à ce que la
p-valeur < au risque �: Donc, dans ce test, l�hypothèse nulle H0 est rejetée
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Fig. 4.5 � Tableau récapitulatif : tests d�homogénéité, moyennes et fré-
quences.



Chapitre 5

Tests de Khi deux

On considère ici trois genres de tests : test de conformité, test d�homogé-
néité et test d�indépendance. L�outil utilisé est le test de khi deux introduit
par le staticien Pearson au début du vingtième siècle.

5.1 Test de Khi deux de conformité

5.1.1 Introduction

On considère sur une population 
 une variable aléatoire qualitative ou
quantitative qui a l modalités ou classes de modalités 
1;
2; :::;
l:
Les probabilités de ces modalités sont notées

�1 = Pr (
1) ; �2 = Pr (
2) ; :::�l = Pr (
l) :

On considère maintenant un échantillon aléatoire de taille n d�une population,
pas forcément la première, sur laquelle est dé�nie la même variable aléatoire.
Soient

O1; O2; :::Ol

les e¤ectifs des éléments de cette échantillon véri�ant les modalités


1;
2; :::;
l:

La question à laquelle on se propose de répondre est la suivante.
Peut-on con�rmer, avec une probabilité � de se tromper, que l�échantillon

en question provient de la population 
:

51
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La réponse à cette question revient à réaliser un test de conformité de
la distribution observée de l�échantillon à la distribution de probabilité de la
population 
:
L�étape principale de ce test consiste en la détermination de la statistique

de test. On le fait de la manière suivante.

5.1.2 Les e¤ectifs observés et e¤ectifs théoriques.

Les e¤ectifs observés sont les e¤ectifs O1; O2; :::Ol des modalités dans
l�échantillon

Les e¤ectifs théoriques A1; A2;:::; Al de l�échantillon sont calculés en sup-
posant que la distribution de probabilité de l�échantillon est conforme à celle
de la population. Ils sont donnés par les expressions

A1 = �1n; A2 = �2n2; Al = �lnl: (5.1)

La statistique de test observée est le nombre

TO =
lX
i=1

(Oi � Ai)2

Ai
(5.2)

=
(O1 � A1)2

A1
+ :::+

(Ol � Al)2

Al
:

5.1.3 Les étapes du test.

Etape 1. H0 : La distribution de l�échantillon est conforme à celle de la
population 
 au risque �.

Ha : L�échantillon n�est pas tiré d�une population qui suit la loi
en question.
Etape 2. Le seuil critique est calculé selon la loi de khi deux de degré de

liberté � = l � 1: Ce seuil critique est le quantile d�ordre 1� � de cette loi :

�2�;1��
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qu�on calcule dans la table 4 de la loi de Khi deux.
Etape 3. La statistique de test observée est

TO =

lX
i=1

(Oi � Ai)2

Ai
: (5.3)

Etape 4. Décision.
Si T � �2�;1��; on accepte l�hypothèse H0 : la distribution de l�échantillon

est conforme à celle de la population au risque �:
Si T > �2�;1��; on rejette l�hypothèse H0 et on accepte l�hypothèse alter-

native Ha : la distribution de l�échantillon n�est pas conforme à celle de la
population.

5.1.4 Validité de l�application du test.

Attention ! pour pouvoir appliquer ce test il faut que chacun des e¤ectifs
théoriques Ai soit supérieur à cinq. Dans le cas contraire on fusionne les
cellules qui ne véri�ent pas cette condition.

5.1.5 Exemple

La distribution de la couleur des cheveux dans une certaine population
est donnée dans le tableau suivant.

couleur des cheveux blond brune rousse total

% 40 30 30 100

Dans un ensemble de 37 personnes la répartition de la couleur des cheveux
est représentée dans le tableau suivant.

couleur des cheveux blond brune rousse total

e¤ectif 25 9 3 37

Cet échantillon de personnes est-il représentatif de la population au risque
� = 5%.
Solution.
On réalise un test de khi deux de conformité. On dresse un tableau sur

lequel on fait les calculs.
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couleur des cheveux blond brune rousse total

e¤ectif observé Oi 25 9 3 37

Proportion théorique �i 0.4 0.3 0.3 1

e¤ectif théorique Ai = �in 14.8 11.1 11.1 37
(Oi�Ai)2

Ai

(25�14:8)2
14:8

(9�11:1)2
11:1

(3�11:1)2
11:1

13.3

Puisque chacun des e¤ectifs théoriques Ai est au moins égal à cinq, le test
est valable.
Etapes du test.
1)- Hypothèse nulle H0 : cet échantillon est représentatif de la population

au risque de 5%.
Hypothèse alternative Ha : cet échantillon n�est pas représentatif de

la population.
2)- Le seuil critique est �2�=2;1��=0:95; qu�on calcule dans la table 4 de la

loi de �2 avec degré de liberté � = 3� 1 = 2; la table donne

�2�=2;1��=0:95 = 5:99:

Le quantile �dll;1�� se trouve dans la cellule, intersection de la ligne du dll (ici
dll = 2) et la colonne de � (ici � = 0:05).

3)- La statistique de test observée est

TO =
3X
i=1

(Oi � Ai)2

Ai
= 13:3:
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4)- Décision. Puisque
TO = 13:3 > 5:99

on rejette l�hypothèse nulle H0 et on accepte l�hypothèse alternative H1 : cet
échantillon n�est pas représentatif de la population.

5.1.6 Exemple

Les salaires d�un échantillon de 100 personnes choisies au hasard d�une
grande population sont répartis en classes comme suit

classes [40; 60[ [60; 80[ [80; 100[ [100; 120[ [120; 140[

e¤ectifs 10 25 25 20 20

Au vu de ces résultats peut-on décider que les salaires de cette population
sont répartis uniformément sur ces classes.

Solution.
On doit réaliser un test de khi deux (degré de liberté � = 5 � 1 = 4):

Puisque le risque � n�est pas donné, on le �xe à � = 0:05:
La répartition uniforme des salaires signi�e que les cinq classes contiennent

la même proportion, c�est-à-dire la proportion

1

5
= 0:20:

Etapes du test.
1)- H0 : la répartition des salaires est uniforme, Ha : la répartition des

salaires n�est pas uniforme.
2)- Le seuil critique est calculé dans la table 4 de la loi de �2 de degré de

liberté � = 4 : ce seuil est égal à

�2�=4;1��=0:95 = 9:49

3)- On calcule la statistique observée de test sur un tableau de la façon
suivante
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classes [40; 60[ [60; 80[ [80; 100[ [100; 120[ [120; 140[ Total

e¤ectifs
observés
Oj

10 25 25 20 20 100

Proportions
théoriques
�j

0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 1

e¤ectifs
théoriques
Aj

20 20 20 20 20 100

(Oj�Aj)2
Aj

5 1.25 1.25 0 0 TO = 7:5

4)- Décision. Puisque la statistique observée (égale à 7:5) est inférieure
au seuil (égale à 9.49) on accepte l�hypothèse H0 : La répartition de la po-
pulation est distribuée uniformément sur les cinq classes de salaire au risque
de 5% de se tromper.

5.1.7 Exemple (Cas particulier)

L�exemple suivant concerne la comparaison d�une proportion observée à
une proportion théorique. On utilise ici un cas particulier du test de khi deux
correspond au degré de liberté � = 1:
Une anomalie génétique touche dans un certain pays 1/1000 des individus.

Dans une région donnée de ce pays, on a enregistré 57 personnes ayant cette
anomalie sur 50 000 naissances. Est ce que cette région est représentative
du pays tout entier au risque de 5 %. On a vu précédemment qu�on peut
répondre à cette question en réalisant un test de l�écart réduit. Ici on va
utiliser un test de Khi deux.
Etapes du test
1)-
Hypothèse nulle H0 : cette région est représentative du pays tout entier

au risque de � = 0:05:
Hypothèse alternative H1 : cette région n�est pas représentative du pays

tout entier.
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2) le seuil critique est calculé sur la table 4 de la loi de khi deux de degré
de liberté � = 1: Ce seuil est égal à 3.841.
3)- la statistique observée de test est calculée dans le tableau suivant, sa

valeur est 1.96 .

modalité anomalie pas d�anomalie total

Proportions théoriques �j 0.001 0.999 1

e¤ectifs observés Oj 57 49943 50000

e¤ectifs théoriques Aj 50 49950 50000
(Oj�Aj)2

Aj
0.98 0.98 1.96

4)- Décision. puisque la statistique observée est inférieure au seuil (1:96 < 3:841) ;
on accepte donc l�hypothèse nulle H0 et on rejette l�hypothèse alternative Ha:

Remarque.

1)-On remarque que l�application du test de khi à cet exemple a donné
le même résultat que l�application du test de l�écart réduit. Ce résultat est
général : le test de l�écart réduit et le test de khi deux donnent le même résul-
tat pour le test de conformité d�une proportion observée et une proportion
théorique.
2)- Le test de khi deux ne peut pas s�appliquer pour réaliser des test

unilatéraux.

5.2 Test d�homogénéité

5.2.1 Introduction

Comme dans le test de conformité, on considère un caractère qualitatif
ou quantitatif ayant l modalité (ou classes de modalités), 
1;
2; :::;
l; et on
considère k échantillons E1; E2; :::; Ek issus de k populations. Pour chaque
1 � j � l et chaque 1 � i � k; Le nombre d�éléments de l�échantillon Ei
véri�ant la modalité 
j est noté Oij: On connait les e¤ectifs Oij et on veut
tester l�hypothèse H0 : les échantillons E1; E2; :::; Ek sont tirés de la même
population.
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La di¤érence entre le test de conformité déjà présenté et le test d�homo-
généité est la suivante.
Dans le test de conformité la loi de probabilité à laquelle on doit comparer

la distribution observée est connue, par contre, pour le test d�homogénéité
on construit cette loi de probabilité à partir des distributions observées.
Pour chaque 1 � i � k; On note l�e¤ectif de l�échantillon Ei par Ni :

Ni =
lX

j=1

Oi1 = Oi2 +Oi3 + :::+Oil: (5.4)

et par N la somme des e¤ectif des k échantillons :

N =
kX
i=1

Ni = N1 +N2 + :::+Nk: (5.5)

Pour chaque 1 � j � l; on dé�nit

�j =

Pk
i=1Oij
N

: (5.6)

On note que �j est la proportion de la modalité 
j dans le grand échantillon
(union des k échantillons.
On a évidemment

lX
j=1

�j = 1:

E¤ectifs théoriques
Pour chaque 1 � i � k et 1 � j � l , le nombre

Aij = �jNi: (5.7)

est l�e¤ectif de la modalité 
j attendu dans l�échantillon Ei .
La statistique de test observée est donnée par la formule

T =

lX
j=1

kX
i=1

(Oij � Aij)2

Aij
: (5.8)

Seuil critique
Pour le seuil critique, on utilise la loi de khi deux à (k � 1) (l � 1) degré

de liberté.
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5.2.2 Exemple

les résultats de l�évolution d�une maladie M, à la suite de l�emploi de l�un
ou l�autre des traitements A ou B, �gurent dans le tableau suivant, qui donne
le nombre de malades appartenant à chacune des catégories.

catégorie guérison amélioration état stationnaire totaux

A 280 210 110 600

B 220 90 90 400

totaux 500 300 200 1000

Peut-on- dire que les traitements A et B sont identiques ?
Solution.
On fait un test de khi deux d�homogénéité.
1)- hypothèse nulle H0 : les deux traitements sont identiques ( au risque

de 5 %).
Hypothèse alternative Ha : les deux traitements ne sont pas identiques

( au risque de 5 %).
2)- Le seuil critique est calculé sur la table 4 de la loi de khi deux de degré

de liberté � = 3� 1 = 2: Ce seuil est égal à 5.99.
3)- On calcule la statistique observée de test.
On commence par calculer les distributions théoriques �i de probabilité

sur un tableau à deux lignes :

catégorie guérison amélioration état stationnaire total

probabilité �i 500
1000

= 0:50 300
1000

= 0:3 200
1000

= 0:20 1

On calcule la distribution et les e¤ectifs théoriques, on le fait sur un
tableau.
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catégorie guérison amélioration état stationnaire totaux

e¤. obs. e¤e. théor. e¤. obs. e¤. théor. e¤. obs. e¤. théor.

A 280 300 210 180 110 120 600

B 220 200 90 120 90 80 400

totaux 500 500 300 300 200 200 1000

La statistique observée de test TO est donc

TO =
(280� 300)2

300
+
(210� 180)2

180
+
(110� 120)2

120

+
(220� 200)2

200
+
(90� 120)2

120
+
(90� 80)2

8170
= 17:917:

4)- Décision.
Puisque la statistique observée est supérieure au seuil critique (17:917 � 5:99) ;

on rejette H0; et on accepte Ha : les deux traitements ne sont pas identiques.

5.2.3 Exemple

Même problème que celui dans l�exemple précédent, mais avec trois trai-
tements A, B et C, non uniquement deux.
Les trois traitements avaient donné les résultats décrits sur le tableau

suivant.

catégorie guérison amélioration état stationnaire totaux

A 500 150 50 700

B 400 140 60 600

C 500 130 70 700

totaux 1400 420 180 2000

Peut-on dire que ces trois traitements donnent le même résultat.
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Solution.
On réalise un test d�homogéniété de khi deux.
1)- Hypothèse nulle H0 : les trois traitements donnent le même résultat.

Hypothèse alternative Ha : les trois traitements ne donnent pas le
même résultat.
2)- Le seuil critique est à calculé sur la table 4 de la la loi de khi deux

de degré de liberté � = (3� 1) (3� 1) = 4 et � = 0:05: Ce seuil critique est
9.49
3) - on calcule la statistique observée de test TO.
On calcule la distribution de probabilité �j, liée au trois échantillons, sur

le tableau suivant

catégorie guérison amélioration stationnaire

�j
1400
2000

= 0:70 420
2000

= 0:21 180
2000

= 0:09 1

On calcule ensuite les e¤ectifs théoriques

catégorie guérison amélioration état stationnaire totaux

obs. theo. obs. theo. obs. theo.

A 500 490 150 147 50 63 700

B 400 420 140 126 60 54 600

C 500 490 130 147 70 63 700

totaux 1400 1400 420 420 180 180 2000

A partir de ce tableau, on calcule la valeur de la statistique de test ob-
servée TO, on trouve

TO = 9:07

4)- Décision. Puisque 9:07 < 9:49; on accepte l�hypothèse H0 : ces trois
traitement donnent le même résultat.
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5.3 Test d�indépendance

5.3.1 Introduction

On considère deux variables aléatoires X et Y sur la même population.
la variable aléatoire X à K modalités 
1;
2; :::;
k modalités et la variable
aléatoire Y a l modalités 	1;	2; :::;	l: On dispose d�un échantillon E conte-
nant N éléments de la population. Pour chaque 1 � i � k et 1 � j � l; on
connait le nombre des éléments de l�échantillon E véri�ant la modalité 
i de
X et la modalités 	j de Y; on note ce nombre Oij:
Ces données nous permettent de réaliser un test de khi deux d�indépen-

dance des deux variables aléatoires X et Y:
Les étapes du test.
1)- Hypothèse nulle H0 : les deux variables aléatoires X et Y aléatoires

sont indépendantes.
Hypothèse alternative H1 : les deux variables aléatoires X et Y ne sont

pas indépendantes.
2)- Le seuil critique est à calculer sur la table de loi de khi deux de degré

de liberté (k � 1) (l � 1) ; pour � = 0:05:
3)- La statistique observée de test. Pour la calculer, on commence par

dresser un tableau de contingence :

X�Y 	1 	2 ::: 	l totaux


1 O11 O12 ::: O1l n1�


2 O21 O22 ::: O2l n2�

::: ::: ::: ::: ::: :::


k Ok1 Ok2 ::: Okl nk�

totaux n�1 n�2 ::: n�l n�� = N

La statistique observée de test TO se calcule par la même formule utilisée
pour le test d�homogénéité :

T =

lX
j=1

kX
i=1

(Oij � Aij)2

Aij
; (5.9)
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où, Aij est l�e¤ectif théorique du couple (Ai; Bj) ; donnée par la formule

Aij =
ni�
N

n�j
N
N =

ni�n�j
N

: (5.10)

On note que ni� est la somme des cellules de la ième ligne et n�j est la somme
des cellules de la jème colonne.
4)- Décision. Si la statistique de test observée est inférieure au seuil cri-

tique, on accepte H0; sinon on la rejette.

5.3.2 Exemple

Dans une certaine population, on s�intéresse à la question suivante.
Est-ce-que la couleur des yeux et celle des cheveux sont indépendantes ?.
Pour répondre à cette question, on réalise un test d�indépendance, en

considérant un échantillon aléatoire de cette population de taille N = 124.
Les données concernant la couleur des yeux et celle des cheveux sont rassem-
blées dans le tableau de contingence suivant.

yeux�cheveux blonds bruns roux noirs

bleu 25 9 7 3

gris 13 17 7 10

marrons 7 13 5 8

D�après ce tableau, on a

k = 3 et l = 4:

Pour faciliter les calculs on complète le tableau de contingence par les
e¤ectifs théoriques pour chaque couple de modalités :
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yeuxncheveux blonds bruns roux noirs totaux

obs. theo. obs. theo. obs theo. obs. theo.

bleu 25 15.97 9 13.84 7 6.74 3 7.45 n1�=44

gris 13 17.06 17 14.78 7 7.20 10 7.96 n2�=47

marrons 7 11.98 13 10.38 5 5.06 8 5.59 n3�=33

totaux n�1=45 45 n�2=39 39 n�3=19 19 n�4=21 21 n��=124

Puisque tous les e¤ectifs théoriques Aij sont supérieurs ou égaux à cinq,
le test de khi deux est valable.
On rappelle que pour remplir le tableau ci-dessus, on a calculé les e¤ectifs

théoriques Aij par la formule Aij =
ni�n�j
N
:

Par exemple l�e¤ectif théorique du couple (marrons, bruns) est

A32 =
n3�n�2
n��

=
33� 39
124

= 10:38:

La statistique de test observée TO est dans ce cas

T =
4X
j=1

3X
i=1

(Oij � Aij)2

Aij
= 15:1

Le seuil critique est à calculer sur la table 4 de la loi de khi deux de degré
de liberté � = (k � 1) (l � 1) = 6:
Pour � = 0:05; ce seuil est égal à 12.6
Décision. puisque

T = 15:1 > 12:6;

on rejette l�hypothèse H0, et on accepte l�hypothèse Ha : la couleur des yeux
et celle des cheveux ne sont pas indépendantes.



Chapitre 6

Analyse de la variance
(ANOVA)

On a jusqu�ici présenter des tests pour comparer deux moyennes théo-
riques �1et �2 à partir de deux échantillons; ou pour comparer une moyennes
observée et une moyenne théorique �:
Dans cette section on utilise une classe de test (analyse de variance) pour

réaliser deux tests, le premier concerne la comparaison de moyennes de plu-
sieurs populations (deux populations ou plus) à partir d�échantillons de ces
populations, le deuxième test concerne la comparaison de variances de deux
populations à partir de deux échantillons de ces populations.
Ce genre de tests est indiqué sous le quali�catif " analyse de variance"

parce qu�il se base sur la dispersion des populations considérées.

6.1 Comparaison de plusieurs moyennes.

6.1.1 Conditions de validité du test.

Deux conditions sont nécessaires pour pouvoir appliquer la méthode qu�on
va présenter : les populations doivent être normales et ayant la même va-
riance.
On explique la façon de réaliser ce genre de test à travers l�exemple sui-

vant.

65
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6.1.2 Exemple

Une importante entreprise de conservation alimentaire réalise une étude
économique relative à la transformation des haricots verts. Une enquête de
terrain est réalisée pour étudier l�in�uence éventuelle du facteur variétal sur le
diamètre des haricots ; ce dernier paramètre est en e¤et un critère important
puisqu�il permet de classer les haricots selon diverses catégories (�ns, extra-
�ns, etc).
On se limite à quatre variétés V1, V2, V3 et V4 qui o¤rent une bonne

résistance aux maladies et sont donc fréquemment cultivées dans la région
étudiée. On considère des haricots issus de sols comparables et de techniques
culturales proches.
On prélève des échantillons aléatoires de chacune des quatre variétés et

l�on observe les résultats indiqués sur le tableau suivant où sont mentionnés
les diamètres en cm.

totaux

V1 8,8 7,1 3,7 4,5 8,3 9,2 7,5 4,9 5,5 5,5 7,8 10 5,7 8,1
5,8 7,3 6,0 8,6 6,4 6,8 7,0

V2 6,8 3,5 5,5 6,2 6,0 8,0 6,3 6,3 8,0 7,7 5,9 8,2 7,5 5,7
6,2 3,0 7,0 3,5 7,8 4,0 7,5 4,2 7,3 4,3 5,9 4,4 5,7 4,6 5,8
4,8 5,9 5,0 5,0 6,1 5,1

V3 5,2 6,3 5,3 6,4 5,4 6,5 5,5 6,6 4,8 6,7 5,0 5,8 5,3 5,7 5,5
6,5 5,6 6,7 3,2 3,0 3,1 6,1 6,8 6,6 8,6 6,9 6,9 8,6 7,6 4,8
5,7 6,7 7,7 7,4 4,1 9,9 8,8 5,6 5,9 4,3 7,7 5,4

V4 6,1 6,8 6,6 8,6 6,9 6,9 8,6 7,6 4,8 5,7 6,7 7,7 7,4 4,1 9,9
8,8 5,6 5,9 4,3 7,7 5,4 6,0 9,0 8,0 6,0 5,0 6,0 10 6,2 8,0
8,6 6,4 8,2

Question. Peut-on considérer qu�en moyenne les quatre variétés ont le
même diamètre ?
On sait qu�une étude préalable a permis d�accepter l�hypothèse de la nor-

malité ainsi que l�hypothèse de l�égalité des variances des variables aléatoires
"diamètre des haricots verts" pour les quatre variétés.
Tester cette hypothèse au niveau 95%.
Solution
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Notation générale.

Ei (i = 1; 2; 3; 4) est un échantillon aléatoire de la population Vi de
moyenne �i:
Le nombre d�échantillons E1; E2; E3 et E4 est k = 4:
La taille de l�échantillon Ei (i = 1; 2; 3; 4) est noté Ni :

N1 = 21; N2 = 35; N3 = 42; N4 = 33:

xij est l�observation numéro j de l�échantillon numéro i; par exemple

x11 = 8:8; x14 = 4:5; x1 21 = 7:0; x2 6 = 8:0;

x2 10 = 7:7; x3 2 = 6:3; x35 = 5:4; x4 5 = 5:0:

xi (i = 1; 2; 3; 4) est la moyenne de l�échantillon Ei :

xi =
1

Ni

NiX
j=1

xij:

x est la moyenne observée sur l�ensemble des observations de tous les échan-
tillons :

x =
1

N

4X
i=1

NiX
j=1

xij =
1

N

4X
i=1

Nixi:

La somme des carrés totale ou dispersion totale, notée SCEt; est dé�nie
par

SCEt =
4X
i=1

NiX
j=1

(xij � x)2 :

La somme des carrés résiduelle ou dispersion intra-échantillons, noté SCEr;
est dé�nie par

SCEr =

4X
i=1

NiX
j=1

(xij � xi)2 :

La somme des carrés factorielle ou dispersion inter- échantillons, noté SCEf ;
est dé�nie par

SCEfa =
4X
i=1

Ni (xi � x)2 :
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La variance interclasse ou carré moyen factoriel, notée CMfa; est dé�nie par

CMfa =
SCEfa
k � 1 =

SCEfa
3

:

La variance intra-classe ou carré moyen résiduel, notée CMr; est dé�nie par

CMr =
SCEr
N � k =

SCEr
127

:

Equation de l�analyse de la variance

On peut montrer l�équation suivante, appelée équation de la variance.

SCEt = SCEr + SCEfa

Variabilité totale Variabilité résiduelle variabilité factorielle

(intra-échantillons) (inter-échantillons)

6.1.3 Les étapes du test.

1)- Hypothèse nulle H0 : �1 = �2 = �3 = �4;
l�hypothèse alternative H1 : au moins deux moyennes ne sont pas

égales.
ici �i (i = 1; 2; 3; 4) est le diamètre moyen de la variété i:
2) Le seuil critique est à calculer sur la loi de Fisher F3;127 de ddl (�1; �2)

où �1 = k � 1 = 3 et �2 = N � k = 127: Ce seuil est le quantile F3;127;0:95
d�ordre 1 � � = 0:95: Dans la table 5 de la loi de Fisher fournie dans notre
cours pour � = 0:05, �2 = 127 ne �gure pas, on prend la valeur la plus proche
de 127 qui est la valeur 100:

F3;127;0:95 ' F3;100;0:95 = 2:70
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3)- La statistique de test observée TO est donnée par la formule

TO =
CMfa

CMr

=
17:53

2:17
= 8:08

4)- Décision. Puisque

TO = 8:08 >F3;127;0:99 = 2:70;

on rejette l�hypothèse nulle H0 et on accepte l�hypothèse alternative H1 : au
moins les diamètres moyennes de deux variétés ne sont pas égaux.

6.2 Comparaison de deux variances

Ce test appelé test de Fisher-Snedecor, concerne la comparaison des va-
riances �1 et �2 de deux populations. La condition nécessaire pour réaliser
ce test est la normalité des deux populations.
On explique ce test à travers l�exemple suivant.

6.2.1 Exemple

On considère les trois échantillons suivants.

Ech 1. 12 15 14 16 22 17 25 9 18

Ech 2. 7 18 9 9 18 27 12 10 32 6 37

Ech 3. 10 13 13 15 17 10 10 15 4 24

A partir de ces données, est-ce-que la population d�où est tirée l�échan-
tillon 2 est plus hétérogène que celle d�où est tirée l�échantillon 1 ?

Remarque.
On a vu dans ce cours que pour appliquer un test de student à la compa-

raison de deux moyennes de populations normales, partant de petits échan-
tillons, la condition d�égalité des variances des deux populations est néces-
saire. Ainsi, le test présenté ici de comparaison de deux variances est une
étape préliminaire dans le test de Student de comparaison de deux moyennes
dans le cas de petits échantillons.
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6.2.2 Exemple

Lors d�une expérience pédagogique, on s�intéresse à l�e¤et comparé de
deux pédagogies des mathématiques chez deux groupes de 10 sujets : péda-
gogie traditionnelle (p 1 ) et pédagogie moderne (p 2 ).
On note la performance à une épreuve de combinatoire.
Pédagogie traditionnelle

sujet 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

note 5.0 4.0 1.5 6.0 3.0 3.5 3.0 2.5 1.5 2.5

Pédagogie moderne

sujet 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

note 4.0 5.5 4.5 6.5 4.5 5.5 1.0 2.0 4.5 4.5
Avant d�appliquer un test de comparaison de moyennes, on veut s�assurer

que l�on peut supposer que les variances sont égales dans les populations
parentes. Procéder à un test de comparaison de variances permettant de s�en
assurer ?
Solution.
Test de comparaison de deux variances
1- HO : �21 = �

2
2; Ha : �

2
2 > �

2
1:

2- Le seuil critique est calculé dans la table 5 de la loi de Fisher de
ddl1 = ddl2 = 9; pour � = 0:05:
Ce seuil est 3:18:
3- La statistique de test observée est

TO =
S22
S21
=
2:681

2:069
= 1:30

4- Décision : puisque TO = 1:30 � 3:18; on accepte H0:
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Tests non paramétriques

Nous avons déjà présenté des tests sur la comparaison de deux moyennes,
utilisant la loi de Student ou la loi normale. La validité de l�application de
ces tests exige certaines conditions, en particulier, la normalité des lois mères
pour les petits échantillons. Bien que ces tests sont robustes relativement à la
normalité des lois mères, c�est-à- dire ils sont peu sensible à la perturbation
de la normalité des lois mères, ils sont très sensibles aux valeurs aberrantes,
c�est-à dire les valeurs anormalement petites ou grandes.
Les tests qu�on va présenter dans ce chapitre sont peu sensibles aux va-

leurs aberrantes puisqu�ils n�utilisent pas les valeurs e¤ectives des variables
aléatoires mais plutôt leurs rangs. En outre, ils n�exigent pas en particulier
la normalité. Ils sont quali�és de "non paramétriques" parce qu�ils n�utilisent
pas les paramètres des populations comme la moyenne et la variance. La
spéci�cité de ces tests réside dans le fait qu�ils n�agissent pas sur les valeurs
e¤ectives des populations mais plutôt sur leurs rangs.

7.1 Test de la somme des rangs de Wilcoxon

Ce test est utilisé pour comparer les moyennes de deux populations à
partir des moyennes observées.

7.1.1 Exemple illustratif

On considère deux variables quantitatives continues X et Y dont les fonc-
tions densités ayant la même allure. On note les moyennes de X et celle de

71
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Y par �1 et �2 respectivement.
Soient n observations x1; x2;:::; xn de X et m observations y1; y2;:::; ym de

Y: Pour simpli�er l�exposé, on suppose par exemple que n = m = 4:
On forme un grand échantillon Z union des deux échantillons : Z =

x1; x2;:::; xn; y1; y2;:::; ym: L�échantillon Z est composé de n+m = 8 observa-
tions. On ordonne ces huit observations de la plus petite à la plus grande.
Cas extrême. On suppose que, dans cet ordre les quatre observations

x1; x2; x3; x4 de X ont les plus petits rangs c�est-à-dire les rangs 1, 2, 3 et 4
et les quatre observations y1; y2;y3; y4 de Y ont les plus grands rangs 5, 6, 7
et 8.
La somme des rangs de l�échantillon de X est RX = 1 + 2 + 3 + 4 = 10:
La somme des rangs de l�échantillon de Y est RY = 5 + 6 + 7 + 8 = 26
La somme des rangs du grand échantillon Z est égale R = 1 + 2 + 3 +

4 + 5 + 6 + 7 + 8 = 36:
Puisque la somme des rangs des xi est très petite comparativement à la

somme des rangs des yi; on peut sans connaitre les valeurs des xi et celles
des yi; a¢ rmer que la moyenne

x =
x1 + x2 + x3 + x4

4

est plus petite que la moyenne

y =
y1 + y2 + y3 + y4

4

et déduire par suite que probablement, la moyenne �1de X est plus petite
que la moyenne �2 de Y:
Cas médiane. Si par contre, on trouve que la somme des rangs des

xi n�est pas très di¤érente de celle des rangs des yi; il n�y a pas de raison
d�a¢ rmer que la moyenne des xi est di¤érente de celle des yi:
Cet exemple illustre le principe sur lequel repose le test de la somme des

rangs de Wilcoxon.
Le test de la somme des rangs peut être réalisé pour des très petits échan-

tillons, dans ce cas la région d�acceptation de l�hypothèse nulle est exprimée à
l�aide d�un tableau de probabilité de lois discrète. On se limite dans ce cours
à présenter le test dans le cas d�échantillons de taille modérée, pratiquement
supérieure à huit, cas nous permettant d�utiliser l�approximation par la loi
normale. On note que généralement ce test est utile surtout pour les échan-
tillons de taille ne dépassant pas trente, car dans le cas contraire, on peut,
comme on l�a déjà vu, utiliser des tests basés sur la loi normale.
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7.1.2 Test de la somme des rangs de Wilcoxon

On considère deux variables aléatoires quantitatives continuesX de moyenne
�X et Y de moyenne �Y : Et, un échantillon aléatoire; x1; x2;:::; xn1 de X de
taille n1 et un échantillon y1; y2;:::; yn2 de Y de taille n2:
A partir de ces deux échantillons on espère tester l�hypothèse nulle �X =

�Y :
On rassemble ces deux échantillons pour former un grand échantillon

x1; x2;:::; xn1 ; y1; y2;:::; yn2 , on ordonne les éléments de ce grand échantillon
de taille n1 + n2; du plus petit au plus grand.
On note par R la somme des rangs des xi :

R = R (x1) +R (x2) + :::+R (xn1) :

On pose

T =
R� �R
�R

;

où

�R =
n1 (n1 + n2 + 1)

2

et

�R =

r
n1n2 (n1 + n2 + 1)

12
:

Sous l�hypothèse nulle �X = �Y ; pour n1 assez grand (n1 � 8 et n2 � 8) ;
la variable aléatoire R dé�nie ici suit (approximativement) la loi normale
de moyenne �R et d�écart type �R; et par conséquent T suit la loi normale
réduite centrée.
Etapes du test
1. Hypothèse nulle H0 : �X = �Y contre l�hypothèse alternative H1 :

�X 6= �Y pour un test bilatéral, ou �X > �Y pour un test unilatéral à droite,
ou �X < �Y pour un test unilatéral à gauche.
2. La statistique de test observée TO est donnée par la formule

TO =
r � �R
�R

;

r étant la valeur de la variable aléatoire R pour les deux échantillons
x1; :::xn1 et y1; :::; yn2.
3. Seuil critique. Le seuil critique est
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a) z� = z1��
2
pour un test bilatéral, à calculer dans la table 2 de l�écart

réduit de la loi NRC ou dans la table 1 de la loi normale,
b) z2� = z1�� pour un test unilatéral à droite,
c) �z2� = �z1�� pour un test unilatéral à gauche.
4. Décision
a) test bilatéral. Si �z� � TO � z�; on accepte H0 : �X = �Y , sinon on

la rejette et on accepte l�hypothèse alternative H1 : �X 6= �Y :
b) test unilatéral à droite. si TO � z2�; on accepte H0 : �X = �Y , sinon

on la rejette et on accepte l�hypothèse alternative H1 : �X > �Y :
c) b) test unilatéral à gauche. si TO � �z2�; on accepte H0 : �X = �Y ,

sinon on la rejette et on accepte l�hypothèse alternative H1 : �X < �Y :

7.1.3 (Calculs des rangs dans le cas des ex aequo)

S�il y a peu d�ex aequo dans l�échantillon Z formé des deux échantillons
X et Y (c�est-à dire peu de valeurs identiques on utilise le rang moyen.
Par exemple si les échantillons X et Y sont.
x1 = �3; x2 = �2; x3 = �2; x4 = 1; x5 = 5; x6 = 5; x7 = 7; x8 = 9;

x9 = 11
y1 = �4; y2 = �3; y3 = 2; y4 = 4; y5 = 5; y6 = 8; y7 = 10; y8 = 11;

y9 = 12:5; y10 = 14
alors on calcule les rangs du grand échantillon Z dans le tableau suivant

a) On ordonne les éléments de Z du plus petit au plus grand, on obtient

y1 y2 x1 x2 x3 x4 y3 y4 y5 x5 x6 x7 y6 x8 y7 y8 x9 y9 y10:

b) On assigne ensuite les rangs, on aura

R (y1) = 1; R (y2) = R (x1) = (2 + 3)�2 = 2:5;

R (x2) = R (x3) = (4 + 5)�2 = 4:5; R (x4) = 6; R (y3) = 7; R (y4) = 8;
R (y5) = R (x5) = R (x6) = (9 + 10 + 11)�3 = 10; R (x7) = 12; R (y6) = 13;
R (x8) = 14; R (y7) = 15;

R (x9) = R (y8) = (16 + 17)�2 = 16:5; R (y9) = 18; R (y9) = 19:
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On a en�n
R = R (x1) +R (x2) +R (x3) +R (x4) +R (x5) +R (x6)+

R (x7) +R (x8) +R (x9) = 2:5 + 4:5 + 4:5 + 6 + 10+

10 + 12 + 14 + 16:5 = 80

7.1.4 Exemples

L�article �Histamine Content in Sputum from Allergic and Non-Allergic
Individuals (J. of Appl. Physiology, 1969 : 535�539)� rapporte les données
suivantes sur le niveau d�histamine dans les expectorations (mg / g de poids
sec d�expectorations) pour un échantillon de 9 individus classés comme aller-
giques et un autre échantillon de 13 individus classés comme non allergiques :

Allergiqus 67.6 39.6 1651.0 100.0 65.9 1112.0 31.0 102.4 64.7

Non allergiques 34.3 27.3 35.4 48.1 5.2 29.1 4.7 41.7 48.0 6.6 18.9 32.4 45.5

Les données indiquent-elles qu�il existe une di¤érence signi�cative entre
le niveau moyen d�histamine des expectorations entre les allergiques et les
non allergiques ? Utiliser un test de la somme des rang de Wilcoxon.

Solution
Puisque les tailles des deux échantillons sont supérieures à 8, l�approxi-

mation par la loi normale est appropriée.
On réalise un test bilatéral :
1. L�hypothèse nulle H0 : �1 = �2 contre l�hypothèse alternative H1 :

�1 6= �2; où �1 et �2 sont respectivement les niveaux moyens d�histamine des
expectorations pour les allergiques et les non allergiques.
2. Le seuil critique pour � = 0:05 est z0:05= 1;960 (selon la table 2 de

l�écart réduit de la loi NRC)
3. Statistique de test observée TO:
Les tailles des deux échantillons sont n1 = 9 et n2 = 13:
Les rangs des neuf valeurs observées d�histamine des expectorations des

allergiques sont r1 = 18; r2 = 11; r3 = 22; r4 = 19; r5 = 17; r6 = 21; r7 = 7;
r8 = 20 et r9 = 16: Et, la somme des rangs est r =

P
ri = 151
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La statistique de test observée TO est donc

TO =
r � n1 (n1 + n2 + 1)�2p
n1n2 (n1 + n2 + 1)�12

=
151� 9 (9 + 13 + 1)�2p
9� 13 (9 + 13 + 1)�12

=
151� 103:5p

224:25
= 3:17

4. Décision. Puisque TO = 3:17 > 1:96 n�appartient pas à la zone d�accep-
tation de H0 on rejette H0 et on accepte H1 : il y a une di¤érence signi�cative
au seuil de 5%, entre les niveaux moyens d�histamine dans les expectorations
entre les allergiques et les non allergiques.

7.2 Test des rangs signés de Wilcoxon

Ce test est utilisé pour comparer la moyenne d�une population à une
valeur donnée à partir d�un échantillon de la population ou également pour
comparer les moyennes de deux populations à partir d�échantillons appariés.
C�est l�équivalent du test de la somme des rangs de Wilcoxon présenté dans
la section précédente.

7.2.1 Exemple illustratif (comparaison d�une moyenne
à une valeur donnée)

Un fabricant de fers à repasser électriques, souhaitant tester la précision
de la commande du thermostat au réglage de 500 � F, charge un ingénieur de
test d�obtenir les températures réelles à ce réglage pour n = 15 fers à l�aide
d�un thermocouple. Les mesures résultantes sont les suivantes :
494.6 510.8 487.5 493.2 502.6 485.0 495.9 498.2 501.6 497.3 492.0 504.3

499.2 493.5 505.8
On explique à travers cet exemple le principe de réaliser un test des rangs

signés de Wilcoxon pour tester l�hypothèse nulle H0 : � = 500�F contre
l�hypothèse alternative � 6= 500�F; où � est la température moyenne au
réglage du thermostat à 500�F :
1. La soustraction de 500 de chacun des valeurs donne les valeurs sui-

vantes :
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-5.6 10.8 -12.5 -6.8 2.6 -15.0 -4.1 -1.8 1.6 -2.7 -8.0 4.3 -0.8 -6.5 5.8
2. On ordonne ces valeurs du plus petit en valeur absolue au plus grand

(sans prendre en compte le signe + ou -), le rang du plus petit est 1, le rang
du deuxième est 2, ... , le rang du dixième est 10. On assigne le signe - au
rangs des nombres négatifs et le signe + au rangs des nombres positifs, on
obtient alors le tableau suivant

valeur absolue 0.8 1.6 1.8 2.6 2.7 4.1 4.3 5.6

rang 1 2 3 4 5 6 7 8

signe - + - + - - + -

valeur absolue 5.8 6.5 6.8 8.0 10.8 12.5 15.0

rang 9 10 11 12 13 14 15

signe + - - - + - -

3. On somme les rangs de signes positifs

s+ = 2 + 4 + 7 + 9 + 13 = 35:

La somme des rangs négatifs est

s� = 1 + 3 + 5 + 6 + 8 + 10 + 11 + 12 + 14 + 15 = 120:

Le Test des rangs signés deWilcoxon utilise le principe suivant : si les deux
sommes s+ et s� ont des valeurs proches alors probablement, la médiane est
zéro (donc la moyenne est également zéro pour une distribution symétrique).
On note que l�égalité des valeurs de s+ et s� équivaut à ce que

s+ = s� = n (n+ 1)�4 =
15� 16
4

= 60;

car la somme totale des rangs de signe positif et de signe négatif est égale à

n (n+ 1)�2 =
15� 16
2

= 120:

Dans cet exemple les deux sommes ne sont pas proches l�une de l�autre,
donc probablement la valeur moyenne des températures n�est pas proche de
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500�F . Le test des rangs signés de Wilcoxon peut se réaliser dans le cas de
petits échantillons. Dans ce cas La détermination de la région d�acceptation
de l�hypothèse nulle est construite, comme pour le test de la somme des rangs,
à l�aide d�un tableau de probabilité �nie. Ici, on présente ce test dans le cas
de l�approximation par la loi normale, c�est-à-dire pour des échantillons de
taille supérieure à vingt.
On utilise maintenant les notations de cet exemple pour présenter le test

des rangs signés de Wilcoxon

7.2.2 Test des rangs signés de Wilcoxon

Soit X une variable aléatoire continue symétrique (c�est-à-dire sa fonction
densité à une axe de symétrie), et soit x1; x2; :::; xn
un échantillon aléatoire de taille n de X; et soit � la moyenne supposée

�nie de X:
Le test de l�hypothèse H0 se fait à travers les étapes suivantes.
1. Hypothèse nulle H0 : � = 0 contre H1 : � 6= 0 pour un test bilatéral

(ou � > 0 pour un test unilatéral à droite et � < 0 pour un test unilatéral à
gauche)
2. Statistique de test observée TO, pour n > 20; la statistique de test

observée est donnée par la formule

TO =
s+ � n (n+ 1)�4p
n (n+ 1) (2n+ 1)�24

:

3. Le seuil critique est z� à calculer de la table 2 de l�écart réduit de la loi
NRC pour le test bilatéral ( ou z2� pour un test unilatéral à droite et �z2�
pour un test unilatéral à gauche).
4. Décision.
a) Pour un test bilatéral, on accepte H0 Si TO 2 [�z�; z�] :
b) Pour un test unilatéral à droite, on accepte H0 Si TO � z2�:
c) Pour un test unilatéral à gauche, on accepte H0 Si TO � �z2�:

7.2.3 Exemple (Echantillons appariés)

Des échographies ont été réalisées au moment de la transplantation hé-
patique et de nouveau 5 à 10 ans plus tard pour déterminer la pression
systolique de l�artère hépatique.
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Les résultats de 21 gre¤es pour 21 enfants sont présentés dans le tableau
suivant.

Enfant 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

au moment de la gre¤e 35 40 58 71 33 79 20 19 56 26 44

5 ans plus tard 46 40 50 50 41 70 35 40 56 30 30

Enfant 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

au moment de la transplantation 90 43 42 55 60 62 26 60 27 31

5 ans plus tard 60 43 45 40 50 66 45 40 35 25

A) Dans un tableau, calculer

a)- les valeurs absolues des di¤érences des systoliques, 5 ans après et au
moment de la transplantation.

b)- les rangs de ces di¤érences.

c)- les rangs signés.

B) Peut-on a¢ rmer au seuil de 5%, qu�il y a une di¤érence signi�cative
en moyennes entre les systoliques au moment de la transplantation et 5 ans
après.

Solution

A)

Enfant 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

au moment de la gre¤e 35 40 58 71 33 79 20 19 56 26 44

5 ans plus tard 46 40 50 50 41 70 35 40 56 30 30

Di¤érences -11 0 8 19 -8 9 -15 �21 0 -4 14

Rangs 13 2 9 17.5 9 11 15.5 20 2 5.5 14

Rangs signés -13 0 9 17.5 -9 11 -15.5 -20 0 -5.5 14
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Enfant 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

au moment de la gre¤e 90 43 42 55 60 62 26 60 27 31

5 ans plus tard 60 43 45 40 50 66 45 40 35 25

di¤érences 30 0 -3 15 10 -4 -19 20 8 6

Rangs 21 2 4 15.5 12 5.5 17.5 19 9 7

Rangs signés 21 0 -4 15.5 12 -5.5 -17.5 19 9 7

B) on réalise un test des rangs signés de Wilcoxon.
On note �1 et �2 respectivement les moyennes des systoliques au moment

de la gre¤e et cinq ans plus tart.
On calcule s+ :

s+ = 13 + 9 + 15:5 + 20 + 5:5 + 4 + 5:5 + 17:5 = 90:

Hypothèse nulle H0 : �1 = �2 contre l�hypothèse alternative H1 : �1 6= �2:
La statistique de test observée est

TO =
s+ � n (n+ 1)�4p
n (n+ 1) (2n+ 1)�24

=
90� (21� 22)�4p
(21� 22� 43)�4

=
90� 115:5
28:77

= �0:89

Le seuil critique est z� = z0:05 = 1:96
Décision. Puisque jTOj = 0:89 � 1:96; il n�y a pas une di¤érence signi�-

cative au seuil de 5% entre �1 et �2:

Remarque : traitement des ex aequo
Comme pour le cas du test de la somme des rangs, dans le cas des ex aequo

des di¤érences, on adopte le rang moyen. En plus, si la di¤érence est zéro
le signe est zéro. Dans l�exemple précédent, la di¤érence pour les enfants
numéros 2, 9 et 13 est zéro, ainsi ils ont le même rang égal à la moyenne
(1 + 2 + 3)�3 = 2; et ont également le même rang signé zéro.



Chapitre 8

Corrélations linéaires

8.1 Introduction

Soient (X; Y ) un couple de variables aléatoires et soient (x1; y1) ; (x2; y2) ; ::: (xN ; yN)
une série numérique double formée de N observations de ce couple de va-
riables aléatoires. Le coe¢ cient de corrélation linéaire, noté �; de ce couple
de variables aléatoires est dé�nie par la formule

� =
Cov (X; Y )

�X�Y
;

où

Cov (X;Y ) =
X
j

X
i

(xi � E (X)) (yj � E (X)) p (xi; yj) dans le cas discret

et

Cov (X;Y ) =

Z
y

Z
x

(x� E (X)) (y � E (X)) f (x; y) dxdy dans le cas continu:

Ce coe¢ cient de corrélation � est un paramètre du couple aléatoire (X; Y )
comme les autres paramètres, dont on a déjà pris connaissance, comme les
moyennes �X et �Y ou les variances �

2
X et �2Y : Ainsi, on peut également

réaliser des tests statistiques sur ce paramètre �:
La variable aléatoire

R =

PN
i=1

�
Xi �X

� �
Yi � Y

�qP�
X2
i �X

�2P�
Y 2i � Y

�2
81
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est un estimateur sans biais de �; et ainsi, le coe¢ cient de corrélation linéaire
r de la série statistique associée, dé�ni par

r =

P
(xi � x) (yi � y)qPN

i=1 (xi � x)
2PN

i=1 (yi � y)
2

est une estimation ponctuelle du coe¢ cient de corrélation linéaire � du couple
aléatoire (X; Y ) :

8.2 Notations

Les notations suivantes seront utilisées dans cette section.
1)-la somme des carrés des résidus ei; notée SSE est dé�nie par

SSE =
NX
i=1

e2i ;

où les résidus ei sont les di¤érences entre les valeurs observées yi et les valeurs

byi = bxi + a
obtenues par l�ajustement linéaire de la série statistique double (xi; yi) ; i =
1; :::; N :

ei = (yi � byi)
= (yi � (byi + a)) :

2)-

Sxx =

NX
i=1

(xi � x)2 ;

où

x =
1

N

NX
i=1

xi

est la valeur moyenne des nombres xi:
3)-

b� = PN
i=1 e

2
i

N � 2 =
SSE

N � 2 :
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8.3 Régression linéaire

8.3.1 Rappel

La série statistique double (xi; yi) ; i = 1; :::; N; est formée à partir de N
observations du couple aléatoire (X; Y ) :
On a vu au début de ce cours qu�il existe deux nombres uniques a et b

qui minimisent la sommes
PN

i=1 e
2
i des carrés des résidus ei; et on a appelé

la droite Dy; d�équation y = ax+ b; droite de régression de la variable statis-
tique Y en la variable statistique X: On a également dé�ni le coe¢ cient de
corrélation linéaire r qui mesure la qualité de la régression linéaire entre les
variables statistiques X et Y:
Cette procédure se généralise, d�une façon naturelle à un couple (X; Y )

de variables aléatoires.

8.3.2 Ajustement linéaire.

Pour une valeur donnée X = x de la variable aléatoire X; la valeur de Y
est une variable aléatoire qu�on note ici Y jx : L�ajustement linéaire du couple
(X;Y ) signi�e la modélisation de la valeur moyenne E (Y jx) (c�est-à-dire
l�espérance) de Y jx par une expression a¢ ne de la valeur x de la variable X:
Les staticiens ont montré qu�il existent deux nombres � et � tels que, pour

chaque valeur x de X; l�expression �x+ � donne la meilleure approximation
de E (Y jx) :
La droite d�équation

E (Y jx) = �x+ �
S�appelle droite de régression linéaire de (la variable aléatoire) Y en (la va-
riable aléatoire) X:
Les coe¢ cients � et � sont donnés par les formules suivantes.

� =
Cov (X; Y )

�2X
;

� = Y � �X:

On montre également que les coe¢ cients obtenus expérimentalement

b =
Cov (x; y)

�2x
et

a = y � bx
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sont des estimations ponctuelles sans biais des coe¢ cients � et �:

8.3.3 Intervalle de con�ance pour E
�
Y jx0

�
Onmontre que bx0+a est une estimation ponctuelle sans biais deE

�
Y jx0

�
;

où b et a sont les paramètres de la régression linéaire de l�échantillon (x1; y1) ; :::; (xN ; yN) :
A partir de ce résultat, pour x0 donné, on construit l�intervalle de con�ance
de E

�
Y jx0

�
, au niveau de risque �; suivant.

E
�
Y jx0

�
= by0 � t�;N�2

vuutb�2 " 1
N
+
(x0 � x)2

Sxx

#
;

où t�;N�2 est calculée dans la table 3 de l�écart réduit de la loi de Student.

8.4 Test sur le coe¢ cient de corrélation �

8.4.1 Test d�indépendance : � = 0

L�indépendance entre les deux variables X et Y; qui signi�e l�absence de
corrélation entre X et Y , est équivalente à la condition

� = 0

Etapes du test.
1)- Hypothèse nulle H0 : � = 0
Hypothèse alternative H1: L�une des trois suivantes :
a)- H1 : � = 0 (test bilatéral);
b)- H1 : � > 0 (test unilatéral à droite),
c)- H1 : � < 0 (test unilatéral à gauche).
2)- La statistique du test est

T =
R
p
N � 2p
1�R2

;

et elle suit la loi de Student de dll = N � 2: Sa valeur observée est

TO =
r
p
N � 2p
1� r2

:
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3)- Le seuil critique est à calculer sur la loi de Student de dll = N � 2, table
3:
4)- Décision.
a) - (test bilatéral). Le seuil critique est t�;N�2; on accepte H0 si

jTOj � t�;N�2:

b)- (test unilatéral à droite). le seuil critique est tN�2;1��; on accepte H0
si

TO � t2�;N�2:

c)- (test unilatéral à gauche). le seuil critique est �t2�;N�2; on accepte H0
si

TO � �t2�;N�2:

On rappelle que t2�;N�2 est calculé dans la table 3 de l�écart réduit de la
loi Student de ddl = N � 2.

8.4.2 Exemple

On étudie la corrélation entre les activités de deux enzymes sériques. On
a obtenu :
- dans l�espèce humaine, on a obtenu, r = �0:296 pour un échantillon de

30 individus,
- dans l�espèce bovine, on a obtenu, r = �0:452 pour un échantillon de

taille 21.
Pour chacune des deux espèces, au vu de ces résultats, leurs corrélations

�1 et �2 sont-elles signi�cativement di¤érent de � = 0 ?
Solution.
Il s�agit de test bilatéral.
1)- L�hypothèse nulle est H0 : �1 = 0 contre l�hypothèse alternative H1 :

�1 6= 0 pour l�espèce humaine.
L�hypothèse nulle est H0 : �2 = 0 contre l�hypothèse alternative H1 : �2 6=

0 pour l�espèce bovine.
Le risque � n�est pas précisé, on pose � = 0:05:
2)- La statistique de test observée est

TO =
r
p
N � 2p
1� r2

=
�0:296

p
30� 2q

1� (�0:296)2
' �1:64
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pour l�espèce humain, et

TO =
r
p
N � 2p
1� r2

=
�0:452

p
21� 2q

1� (�0:452)2
' 2:21

Pour l�espèce bovine.
3)- Le seuil critique pour l�espèce humaine (� = 0:05; N = 30) est

t28;0:05 = 2:048

Le seuil critique pour l�espèce bovine (� = 0:05; N = 21) est

t19;0:05 = 2:093

Décision.
- Pour l�espèce humaine : puisque

jTOj = 1:64 � t28;0:975 = 2:048;

On accepte H0 : �1 = 0; les activités des deux enzymes sériques étudiés sont
indépendantes.
- Pour l�espèce bovine : puisque

jTOj = 2:21 > t19;0:975 = 2:093;

On rejette H0 et on accepte H1 : �1 6= 0; les activités des deux enzymes
sériques étudiés ne sont pas indépendantes.

8.4.3 Exemple

On considère la série double suivante, échantillon d�une variable aléatoire
double (X; Y ) .

x 46 48 55 57 60 72 81 85 94

y 2.18 2.10 2.13 2.28 2.34 2.53 2.28 2.62 2.63

x 109 121 132 137 148 149 184 185 187

y 2.50 2.66 2.79 2.80 3.01 2.98 3.34 3.49 3.26
a)- Calculer le coe¢ cient de corrélation r de cette série double.
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b)- Tester, au risque � = 0:05; l�hypothèse " il y a une corrélation négative
entre X et Y.
Solution.
1)-L�hypothèse nulle H0 : � = 0; l�hypothèse alternative H1 : � < 0; test

unilatéral à gauche:
On a

N = 18;
X

xi = 1950;
X

yi = 49:92;X
x2i = 251:970;

X
y2i = 130:6074;

X
xiyi = 5530:92

r =

P18
i=1 xiyi � x

P18
i=1 yiqP18

i=1

�
x2i � x

P18
i=1 xi

�P18
i=1

�
y2i � y

P18
i=1 yi

�
r =

5530:92� 1950
18
49:92q�

251:970� 1950
18
1950

� �
130:6074� 49:92

18
49:92

�
:

= 0:0956

b)-
La statistique de test observée TO est

TO =
0:0956� 4p
1� 0:09562

= 0:4021

Le seuil critique est
tN�2;2� = t16;0:1 = 2:120

Décision.
Puisque

TO = 0:4021 > �tN�2;2� = �2:120;
on ne peut pas rejeter l�hypothèse nulle H0 : � = 0; il n�y a pas de corrélation
négative entre les variables aléatoires X et Y:

8.4.4 Comparaison de � à une valeur donnée �0

On conserve les données de la section précédente. Le test de l�hypothèse

� = �0
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où �0 est di¤érent de zéro est basé sur la transformation suivante appelée
transformation de Fisher.

V =
1

2
ln

�
1 +R

1�R

�
:

La variable aléatoire V suit approximativement une loi normale de moyenne
et de variance

�V =
1

2
ln

�
1 + �

1� �

�
; �2V =

1

N � 3 :

La statistique de test pour l�hypothèse H0 : � = �0 (qui suit la loi normale
réduite centrée) est

Z =
V � 1

2
ln
�
1+�0
1��0

�
1p
N�3

;

et par suite la valeur observée de la statistique de test est

ZO =

1
2
ln
�
1+r
1�r
�
� 1

2
ln
�
1+�0
1��0

�
1p
N�3

;

L�intervalle de rejet de l�hypothèse nulle H0 dépend de l�hypothèse alter-
native H1: Les trois cas possibles sont résumés dans le tableau suivant.

Hypothèse alternative H1 intervalle de rejet de H0

� 6= �0 jZOj � z�
� < �0 ZO < �z2�
� > �0 ZO > z2�

8.5 Tests sur la droite d�ajustement

1)- Soit un couple (X; Y ) de variables aléatoires et soit

y = �x+ �

l�équation de la droite de régression de la variable aléatoire Y en la variable
aléatoire X:
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2)- Soit
(x1; y1) ; (x2; y2) ; :::; (xN ; yN) ;

N observations de (X; Y ) ; et soit

y = bx+ a

l�équation de la droite de régression liée à cette série statistique double.
3)- Soit �0 et �0 deux nombres réels.
On explique dans ce qui suit comment, à partir de la série statistique

double (xi; yi) ; utiliser des tests statistiques pour comparer la pente � de la
droite de régression de la variable aléatoire Y en la variable aléatoire X et le
nombre �0; et aussi, la même chose pour la constante � de cette droite et le
nombre �0:

8.5.1 Test de l�hypothèse � = �0:

Etapes du test.
1)- L�hypothèse nulle H0 : � = �0 (la pente � de la droite de régression de

la variable aléatoire Y en la variable aléatoire X est égale à la valeur donnée
�0);
l�hypothèse alternative H1 est l�une des trois hypothèses
a)- � 6= �0 (test bilatéral),
b)- � > �0 (test unilatéral à droite),
c)- � < �0 (test unilatéral à gauche).
2)- La statistique de test observée est

TO =
b� �0q b�

Sxx

:

3)- Le seuil critique est
a)-

tN�2; �;

à calculer dans la table 3 de l�écart réduit de la loi de Student.
b)-

tN�2;2�

c)-
�tN�2;2�:
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4)- Décision.
a)- pour le test bilatéral (H1 : � 6= �0) ; On accepte H0 si

jTOj � tN�2;�:

b)- pour le test unilatéral à droite (H1 : � > �0) ; On accepte H0 si

TO � tN�2;2�:

c)- pour le test unilatéral à gauche (H1 : � < �0) ; On accepte H0 si

TO � �tN�2;2�:

Cas particulier.
On peut tester l�hypothèse H0 : � = 0: Si H0 est rejetée, on dit parfois

que la régression est signi�cative.

8.5.2 Test de l�hypothèse � = �0:

La statistique observée pour ce test est

TO =
a� �0rb�2 h 1
N
+ x2

Sxx

i
Décision.
a) pour le test alternative H1 : � 6= �0; on rejette l�hypothèse nulle

H0 : � = �0 si
jTOj � tN�2;�;

b)- pour le test unilatéral à droite (H1 : � > �0) ; on rejette l�hypothèse
nulle H0 : � = �0 si

TO > tN�2;2�;

c)- pour le test unilatéral à gauche (H1 : � < �0) ; on rejette l�hypothèse
nulle H0 : � = �0 si

TO < �tN�2;2�:
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8.5.3 Exemples

Exemple 1.
Vingt observations d�un couple (X; Y ) de variables aléatoires sont repré-

sentées dans le tableau suivant

numéro de l�observation x y

1 0.99 90.01

2 1.02 89.05

3 1.15 91.43

4 1.29 93.74

5 1.46 96.73

6 1.36 94.45

7 0.87 87.59

8 1.23 91.77

9 1.55 99.42

10 1.40 93.65

11 1.19 93.54

12 1.15 92.52

13 0.98 90.56

14 1.01 89.54

15 1.11 89.85

16 1.20 90.39

17 1.26 93.25

18 1.32 93.41

19 1.43 94.98

20 .095 87.33
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Les calculs donnent pour la série statistique double (xi; yi), les valeurs
suivantes.

x =
1

20

 
20X
i=1

xi

!
=
23:92

20
= 1:196;

y =
1

20

 
20X
i=1

yi

!
=
1843:21

20
= 92:1605

Sxx =
20X
i=1

x2i �
1

20

 
20X
i=1

xi

!2

= 29:2892� (23:92)
2

20
= 0:68088:

Sxy =
20X
i=1

xiyi �
1

20

 
20X
i=1

xi

! 
20X
i=1

yi

!

= 2; 214:6566� (23:92) (1843:21)
20

= 10:17744:

Ainsi les coe¢ cients a et b de la droite de régression de la série statistique
double sont

b =
Sxy
Sxx

=
10:17744

0:68088
= 14:94748;

a = y � bx
= 92:1605� (14:94748) (1:196)
= 74:28331:

L�équation de la droite de régression de la série statistique (yi) en la série
statistique (xi) est

y = 14:94748x+ 74:28331

Les calculs donnent également
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SSE =

NX
i=1

e2i

=

NX
i=1

(yi � byi)2
=

NX
i=1

(yi � (bxi + a))2

=
NX
i=1

(yi � (14:94748xi + 74:28331))2

= 21:25:

Il en résulte b�2 = SSE

N � 2 =
21:25

18
= 1:180:

On applique maintenant des tests statistiques sur les paramètres de la
régression linéaire du couple aléatoire (X; Y ) au seuil de signi�cation � =
0:05:
Test sur la pente �.
D�après l�échantillon (xi; yi) précédent; peut-on décider que la pente � est

supérieure 12 ?
Solution.
On doit faire un test statistique unilatéral à droite.
L�hypothèse nulle est H0 : � = 12: L�hypothèse alternative est H1 :

� > 13:
La statistique de test observée est

TO =
b� �0q b�2

Sxx

=
14:94748� 12q

1:180
0:68088

= 2:239:

Le seuil critique est calculé sur la table de l�écart réduit de la loi de
Student :

t18;0:05 = 1:33:
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Décision.
Puisque

TO = 2:239 > t18;0:05 = 1:33;

on rejette l�hypothèse nulle H0 et on accepte l�hypothèse alternative H1 : Au
risque de � = 0:05, on peut con�rmer que la pente � de la régression linéaire
est supérieure à 12.
Test sur la constante �:
D�après l�échantillon (xi; yi) ; peut-on décider que la constante � est infé-

rieure à 75.
Solution.
On réalise le test unilatéral à gauche.
Hypothèse nulle H0 : � = 76
Hypothèse alternative H1 : � < 75:
La statistique de test observée est

TO =
a� �0rb�2 h 1
N
+ x2

Sxx

i
=

74:28331� 75q
1:18

�
1
20
+ 1:43

0:680

�
= �0:4496:

Le seuil critique est
�t18;0:05 = �1:33:

Décision.
Puisque

TO = �0:4496 < �t18;0:05 = �1:33;
on rejette H0 est on accepte H1 : la constante � est inférieure à 75.
Exemple 2.

On a mesuré l�absorption de la lumière par des solutions de 4-nitrophénol,
de concentrations croissantes. On a obtenu les résultats suivants (pour une
longueur d�onde 400 nm) :

concentration C (en mol�l) 1�10�5 2�10�5 3�10�5 4�10�5 5�10�5

absorbance 0.1865 0.3616 0.5370 0.7359 0.9238
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1)- peut-on admettre que la relation entre l�absorbance et la concentration
est linéaire, c�est-à-dire que, la droite de régression passe par l�origine (au
risque de 5%).
2)- comparer la valeur de la pente b obtenue à la valeur � = 18100 l�mol

fournie par les ouvrages de référence sur le sujet (� = 0:05):

Solution.
1)- On répond à cette question par le test statistique � = 0:
La statistique de test observée est

TO =
a� �0rb�2 h 1
N
+ x2

Sxx

i
=

�0:00571� 0rb�2 h 1
N
+ x2

Sxx

i
= �0:62

et le seuil critique est
tN�2;� = t3;0:05 = 3:182:

Puisque
jTOj = 0:62 � t3;0:05 = 3:182;

On accepte l�hypothèse nulle � = 0 : au risque de 5%, on admet que la
relation entre l�absorbance A et la concentration C est linéaire.
2)- On réalise le test statistique � = 18100 l�mol .
La statistique de test observée est

TO =
b� �0q b�

Sxx

=
18489� 18100q b�

Sxx

= 1:40:

Puisque
TO = 1:40 < t3;0:05 = 3:182;

on accepte l�hypothèse nulle � = 18100 l�mol .
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