1.3. — EQUATIONS DE BILANS
1.3.1. — Relations générales entre flux et sources

Les équations générales de la convection peuvieat d&duites, soit sous forme
intégrale, soit sous forme locale, d’'une seule ggna@énérale de bilan.

Donnons-nous un domaine matér®l de dimensions finies, et de fronti&dixe (fig.

1.7). Supposons-le parcouru par une « entité pbgsigadditive, c’est-a-dire telle que dans
un systéme constitué de plusieurs parties, sawvaitale soit la somme des valeurs de chaque
partie. Une telle entité porte le nom gendeur extensiveet peut donc faire I'objet d'un

bilan sur le domain® ; sadensité volumique localest noté&€ = C(x,y,z,t)

Fic. 1.7. —=Domaine® soumis a un bilan. Sa frontiéfeest fixe.

La grandeur considérée peut étre en particuliendase de matiére contenue dans

sa quantité de mouvement, son énergieC.peut donc étre une fonction scalaire ou
vectorielle.
Toute étude concernant une grandeur extensiveseeno I'établissement de son bilan

dans le domain® pendant une durét.

1.3.1.1. — @S OUC EST UNE GRANDEUR SCALAIRE

Soit K la quantité totale de « I'entité physique » cootedans® a linstantt (en
désignant temporairement ghr I'élément différentiel de volume) :

K:ICdr:K(t) (1.20a)
D

La variation de&K pendant la durédt peut résulter de trois causes :

- Tout d’abord, il existe un flux de la grandeutamsive a travers, lié au mouvement

du support matériel, et représenté par un chamwed‘eeur¢'S:C\7. Le flux total surS a
pour valeur :

g :j P A dS:I CV Ads (1.20b)
S S

Bien entendugg = 0 siS est une paroi matérielle étanche, ou plus gémémlesiD est un
systéme fermé



Dans (1.20b), la normal@ a dS est orientée comme d’habitude vers I'extériku
domaine?d. On compte donc :

@s< 0 al'entrée,@s> 0 a la sortie 1.21a)
D’autre part, il peut exister desourcesde l'entité physique considéréspit a

lintérieur de O, soit surS (des exemples concrets en seront donnés dansiagraphes
suivants, et récapitulés a la fin du chapitre 2ppélonsq, =q, ( x,y,zt) leur débit
volumique localdansD, et dg = Gs( Xx,y,z,t) le vecteur densité de flux surfacique losalr
la surface frontiére.

Le termeq, est compté& 0 pour une sourcstricto senstet< 0 pour un puits.

En ce qui concerndg, on introduit unedensité de fluxies sources s en posant :

gs = Gg .f. On a donc comme pous (1.21a) gs> 0 a la sortie ex 0 a I'entrée.
NotonsQs le flux total des sources s8retQ, le débit total des sources de volume :

Qs = qu nds ; Q = qu. dr (1.21b)

Compte tenu des conventions de signes précedesitef, ouV est dirigé vers
l'intérieur deD, Qs ou @s est compté négatif, mais contribue a augmedtee qui implique
dK > 0 (et inversement). Dans le bilan algébrique deréadeurK sur® pendant un temps

élémentairalt, Qs et @s doivent donc étre affectés du signe moins :
dK = (Z—Kdt =Q, dt - Qg dt - @5 dt (1.21c)

Il est intéressant de grouper d’'un coté la vamatileK et le terme de transport, de
l'autre les sources. Compte tenu de (1.20b) etlfd),da formulation générale du bilan He

sur?d s’établit donc ainsi :

ij Cdr+j C\7.ﬁdS:I a dr—qu.ﬁds (1.22)
ot Jp S D S

Notons des a présent gue, puisque la frontieodwaine? a été choisie fixe, on a :

J. Cdr—J. —tdr

et cette formulatlon sera retenue dans la suite.
Le théoreme connu sous le nom de «flux — divergenpermet de transformer les
intégrales sus en intégrales sup, et (1.22) devient :
j a—dr+jdlv(CV)dr—jq| dr—Idlqudr (1.23)
D
Cette équation étant valaie®, si C est continue, alors :

‘Z—f +div(CV) = q, - divdg (1.24)




Rappelons que :

C = densité volumique de la grandeur considérée
g = débit volumique des sources ddns

Gs = vecteur densité de flux des sourcessur

L’équation (1.22) représente bilan intégralsur un domain@® de dimensions finies

et de frontiéreS fixe, qui répond en général aux besoins de limgémn Quant a la relation
(1.24), elle exprime uhilan local, ou différentiel.

1.3.1.2. — @S OUC EST UNE FONCTION VECTORIELLE

Lorsque l'entité physique faisant I'objet d'un dil est de nature vectorielle, la
transposition du cas précédent est aisée :

- le débit volumique des sources devient une gramaectorielleq, ;

- le vecteur densité de flux des sources de suddcaversS devient une grandeur tensorielle

as, tandis que la densité de flux scalaire devientesteurds ;

—

- la densité de flux transportée a traugnsar le mouvement du support matériel 6§V .n.

Les conventions de signes (1.21a) n'ayant de geagour une somme algébrique de
scalaires, elles n'ont plus a étre prises en comepteu I'on effectue une somme vectorielle,
et le bilan intégral s’écrit :

I a—cdr+I6D\7.ﬁ ds=j q dr+j ds dS (1.25)
D Ot S D S

On peut ensuite passer au bilan local comme @aparbgraphe précédent, en écrivant
Gs sous la forme d'un produit tensoriel contractédetméme pou€ OV .ii (§ 1.3.3, bilan

de quantité de mouvement).
En projetant sur les axes de coordonnées, ongeénrdemment remplacer (1.25) par
trois équations scalaires.

1.3.1.3. — RMARQUES

» La technique du bilan sur un domaine fixe présentee autres avantages celui de ne
pas faire intervenir la notion de « dérivée patéice », et donc d’alléger le raisonnement.

Compte tenu toutefois de l'usage encore largentépandu de la dérivation
particulaire, et de son importance historique ercanigue des fluides, cette notion est
brievement présentée et discutée dans I'Annexell.Avec les bilans sur les domaines
mobiles.



¢ D’autre part, on notera que les équations de bdeal ayant la forme (1.24) sont des
éguations aux dérivées patrtielles. Celles — cienntongtemps la faveur des utilisateurs, qui
recherchaient des solutions analytiques. Le dépelment des moyens de calcul numérique
permet non seulement d’aller plus loin dans lalté®m de telles équations, mais de redonner
aussi tout leur intérét aux équations intégralesjvent mieux adaptées aux problemes
industriels. C’est le cas des calculs par volunm@s sur des domaines macroscopiques (par
exemple pour la simulation des grandes structurésifentes, cf. § 3.6).

1.3.2. — Bilan de masse
1.3.2.1. — B.AN DE MASSE TOTALE

Nous choisirons comme premier exemple d’entitésjue la masse de matiére
présente dans le domaid® Celle-ci étant une grandeur scalaire, la cornredpoce avec les
termes qui interviennent dans (1.22) et (1.24pkst la suivante :

« C = p, masse volumique du milieu matériel (en k¥)/m
e q = 0etdg =0, car il ne peut y avoir de sources de masse, en e principe de

conservation de la masse totale.
Les équations de bilan intégral et local s’écrivaonc ici :

I a—’odr+j oV i dS=0 (1.26)
D Ot S

%—f + div pV =0 (1.27)

L’équation (1.27) de bilan local est traditioneetient baptisééquation de continuité
Pour un fluide isochorego(= cte), on retrouve I'équation (1.12b) :

divV =0

Y

L’expression «ébit-masse de fluide a travers une surfé&e (ou encoredébit
massiqugdeésigne habituellement le terme de transporst-@edire le flux de masse, najg:

O = I oV .iidS  (en kgls) (1.28)
S

d’ou l'interprétation de (1.26) : la variation deagse deD pendant le tempdt = 1 est égale
au débit — masse a trave$s

1.3.2.2. — B AN DE MASSE SUR UN CONSTITUANT

Si le milieu matériel contenu daisest un mélange de plusieurs constituants (souvent

appelésspéecesians le vocabulaire du génie des procédés), ongussi établir un bilan de
masse sur un seul d’entre eux, ndtén a dans ce cas :



« C = p,, masse volumique du constitu@ntians le mélange (en kgimn
* 0 = Qa, taux de production localeA (en kg/ni.s).

Ici, on pourra avoilga Z 0 si le mélange est le siege d’'une transformatiams d&a
composition (réaction chimique, changement de phda exemple, dans la combustion
d’'un hydrocarbure (Hr, il apparait un puits de masse si le bilan porteGstl, ou sur Q (g
< 0), et une source de masse s'il concerne @OHO (g > 0). De méme, dans un mélange
liquide — vapeur en évolution, le bilan de masse’ane des deux phases fera intervenir un
terme de sourcg Z0.

* {g = Gga, Vecteur densité de flux de masse relatif au carsstit A pour les sources de

surface, le débit-masse local de ces sources égnt Gsa.i (en kg/ni.s). Ce terme
interviendra sA diffuse dans le mélange (8 1.3.6.2).

Conformément a (1.22) et (1.24), le bilan intégrale bilan local de masse pour le
constituantA sont donc exprimés par les relations :

j 9P dr+J pAV.ﬁdS:I qlAdr—quA.ﬁdS (1.29a)
D Ot S D S
a’a'% +div paV = qpa - div Gen (1.29b)

1.3.3. — Bilan de quantité de mouvement
1.3.3.1. — @S GENERAL

Attachons-nous maintenant a exprimer le bilan dantté de mouvement sur le
domaine?. Il concerne une grandeur vectorielle, et constiionc une application de la
relation (1.25).

La loi fondamentale de la mécanique stipule quevdaiation de quantité de
mouvement d’'un systéme matériel est égale a la sodes forces appliquées. En d’autres
termes,les « sources » de quantité de mouvement sonbressfappliquées au systénagii
se divisent en deux catégories :

- les forces de volumereprésentées par un champ contih(x,y,z,t) sur D : forces de

pesanteur (incluant les forces de flottabilité emvection libre ou mixte), éventuellement
forces électromagnétiques dans le cas de fluidagéh électriquement ;

- lesforces de surfaceur S : champ des contraintes de surfdcé1.13), forces de tension

superficielle siS est la surface frontiere entre deux phases dansélenge polyphasique, ou
entre deux constituants non miscibles dans un rgélaatérogéne.



On a donc, dans (1.25) :

« C = pV, quantité de mouvement volumique (en N¥/m
« G, =pF pour les sources volumiques (s@ij en ne considérant que les forces de
pesanteur) (en Nffrpourq, en N/kg pouf)

* (g = T =T A sile fluide est homogene (en Pa)

La quantité de mouvement transportée par le flaittaversS s’écrit :

I oV OV i dS = j P.ids (1.30a)
S S

ol P = oV OV est letenseur des quantités de mouvemeatcomposantes :
P” = le VJ (en Pa)

Soit encore :
~ (u? uv uw
P=p/VU V? VW (1.30b)
WU WV W?2

L’expression du bilan intégral (1.25) est alors :

I a(pv)dr+j P dS:J',olf dr+jf ds (1.31)
D Ot S D S

ou les termes du second membre représentent la sa®sforces extérieureh: résultante
des forces de volume et résultante des actionsmtaat sursS.

Lorsque les seules forces de volume en jeu seribiees de pesanteufF(= g ), leur
résultante est le poids du fluide contenu dans

jp@dr=m@
D

Passant maintenant au bilan local de quantité alevement, et sachant qiie= T A,
on obtient & partir de (1.31), si le champ de si#5 est continu :

a(gtV) + divP = pF + divT (1.32)

avec, d'apres I'Annexe 1.A.2 :

divP = grad V.oV +V div(oV) (1.33a)

expression ou I'on retrouve le tenseur gradientcHamp des vitessegrad V (1.7). Les

termesdiv P et grad V. p\7 sont des vecteurs, le second ayant pour compasante



grad\7.,0\7 = ,0\7.gradv (1.33b)
pV.gradW

(dans le deuxiéme membre, I'usage est de metten premier, ce qui est permis par la
commutativité du produit scalaire).

Si la viscosité dynamique varie peu(p = cte), I'expression deliv T s'écrit guant a
elle (Annexe 1.A.2) :

divT = - grad p + u(AV +% grad divV ) (1.33c)
AU
olu AV est lelaplacien vectoriedu champ de vitessedV =| AV (1.33d)
AW

Reportant (1.33 a et ¢) dans (1.32), on abouéigaation vectorielle :

a(g)tV) +m\7p\7 +\7 dlvp\7=pE - gradp + /,[(A\_/ +% graddiv\7) (1.34)

A condition que le bilan de quantité de mouvenmorte sur la totalité de la matiere
contenue dan®, le recours a I'équation de continuitdiv pV = - dp/ ot permet enfin une
simplification de I'équation de bilan, et il vient

—

p%—\t/ + grad\7.,0\7 = pE —gradp + ,u(A\7 +é grad div\7) (1.35)

On retrouve bien entendu le cas particulier bedfostatiqug(fluide immobile dans le
champ de pesanteur) en faisent 0 et F = g. ll reste :

grad p = pa (1.36a)

soit,avec un axez dirigé vers le haut

dp=- pgdz (1.36Db)

Un autre cas particulier d'importance historiglee,nouvement d’un fluide parfait
isochore sans champ de force extérieur, est dqemiiéquation d’Euler(1755) :

—

a _
— + gradV
a9

—_—

grad p (1.36¢)

<l

Dl



1.3.3.2. — @S PARTICULIER : FLUIDE ISOCHORE DANS LE CHAMP DEESANTEUR

Le plus souvent, on est amené a travailler surédeslements dans lesquels le fluide

peut étre supposeé isochore € cte, divV = 0), et oUpE = ,06.
C’est alors qu'il est habile de grouper les termepression et de pesanteur en posant :

grad p* = grad p - ,06 (1.37a)

La grandeup* ainsi définie est la gression motrice, et le bilan (1.35) devient :

—

———JN

'Oaa_\t/ + gradV .,oa = - grad p* + ,uA\7 (1.37b)

ou encore, en projection sur les axes d'un repéf®iorméx, y, zquelconque, et aprés
division parp (cf. 1.33b):

a_U+\_/..gradU:—1 P +vA4U

ot L 0X

a_V+V.gradV:—£ap +v AN (1.37¢c)
t p oy

a—W+\7.gradW:—lap +v AW

t L 0z

L’introduction de la pression motrige® offre I'appréciable avantage de rendre les
éguations scalaires (1.37c) indépendantes derntatien des axes par rapport a I'horizontale
et a la verticale, et donc de décrire de maniegatique tous les écoulements, quelle que soit

leur direction vis —a- vis de la pesanteur.
Cependant, pour des raisons bien compréhensialptypart du temps on choisitet
y comme directions horizontalesf z pour la direction verticale ascendanteans ces

conditions, on remarquera que :
g =-gradgz

Alors, d’aprés (1.37a) :

grad p* = grad( p + pgz) (1.38a)
ce qui donne I'expression de la pression moficéa une constante pres) :
p* = p + pgz (1.38b)

Quant aux équations (1.37c), qui sont alors apgetéquations de Navier — Stokes
elles prennent la forme :



a_U+Ua_U+Va_U+Wa—U:—1@+VAU
ot ox oy 0z P 0X
ov oV oV oV 1dp
— +tJy—+V—+W—=-—"T"+yp4av 1.38
ot 16)4 oy 0z p oy ( ©
6W+U6W+V6W+W6W:—g—i@+vﬁw
ot 0x oy 0z p 0z

En coordonnées cylindriques, les équations deddaviStokes sont données a la fin
du présent chapitre, dans les annexes.

Enfin, si nous revenons au cas d’un fluide imrm)bﬁ =0, cf. 1.36b) on arrive a la
«loi de I'hydrostatique» :

grad p* =0 soit |p* = p+ pgz=cte (1.38d)

1.3.4. — Bilan d’énergie mécanique
1.3.4.1. — BRME GENERALE

Le bilan d’énergie mécanique n’est en fait qu’'onssproduit du bilan de quantité de
mouvement. Il est cependant tres utilisé, 'un de @vantages étant le caractere scalaire de
'équation qui I'exprime. Il constitue en outre ugtape indispensable pour établir le bilan
d’énergie interne (8 1.3.5).

On part de I'équation (1.32) de bilan local :

—

a(g ) 4 divP = pF +divT

Multiplions scalairement les deux membres Yar

—

va a(g ) 4V .divP = pF V +V .divT (1.39a)

Le calcul des produits scalaires, que I'on troavdans I'annexe 1.A.3, conduit a
I'équation suivante :

—2 —2
9 pV_ + div pv7v = pFV +('—')_Uijgl (1.39b)
X.
j

0X:

at| " 2 J

avec sommation sur les indices répétés pour les dieuniers termes.

Si 'on compare cette relation a I'équation gétede bilan local (1.24), on constate

—2
qu’elle exprime urbilan local d'énergie cinétiquéC = pV~ /2, en J/m). Les termes du



second membre représentent sesirces d’'énergie cinétiqueui sont lespuissances des
forces appliquée8N/m’), & savoir.

- puissance des forces de vqumeE: Y,

- puissance des forces de surface, c'est-a-direat@saintes, exprimée par une divergence
oV, gy )

an

- puissance locale des forces intérieures, ou aucesde déformation, due a la déformation de
chaque elément de volume sous l'effet des conesint;; 9V, /9x;. Dans un champ de

vitesse uniforme (mouvement en bloc), ce terma@lst

(relation 1.23) divV T =

Intégrons maintenant (1.39b) sur le domaine

) —

j 9 ,ov— dr+I div ,ov—.\7 dr = pE.\7dr+j
2 D 2 D

o(V;j ) J‘ aV;
— ———dr - o
D Ot D

D OXJ I OXJ

L’application du théoreme flux-divergence permetbdutir au bilan intégral
d’énergie cinétique, encore appelé en mécarigg@eme de I'énergie cinétique

—2 —2
o| V vV -
oL dr+j Y _ Vands
jD ot P 2 S p 2
(1.40)
- 6V,
= pFVdT"‘j ViUijnj dS_I O-ij_dz—
D s D 0X;
(avecl_f = 5 si les seules forces de volume sont les forcgsedanteur).
1.3.4.2 — RPLICATION AUX FLUIDES NEWTONIENS
Si le fluide est newtonierg;; est de la forme oy = - pJg; + r; (1.16b). Nous le

reportons dans les deux derniers termes de (A0gppelant qu@ = 'I=' n et que? = ? n.
» Puissance des forces de surface. D’apres (1.16a) :

TV=-pnV+rV

Sur I'ensemble de la surfade cette puissance a pour valeur :

LV‘ o n; dS= —L oV ndS + LV‘ 7 n; ds (L.41a)



Cas particulier

En présence dearois imperméables fixel puissance des forces de surface est nulle.
On a en effet sur de telles parois :

i) V On,douV.n=0 en tout point (1.41b)
V; =0 sile fluide estvisqueu
i) (adhérencea la paroi) dou V,r; =0 1

rj =0 sile fluide est parfait

¢ Puissance des forces intérieures :
Y, Y, oV, =
g — == pd; — +1; —- = — pdivV + @
) Phiax, TTiax, P

j j

La fonction@ qui vient d’apparaitre :

o =

=7 o (1.42)

=u +
0Xx j aXi 1) j

est appelée tonction de dissipation. Elle représente lauissance locale des forces de
viscositédans le fluide, en W/ir{(cf. § 1.3.5.1).

Rappelons au passage la convention de sommatidassindices répétés : (1.42) doit
se lire :

v, 0V oV
® = Ly L1 1.42a

En particulierdans un écoulement unidimension(@&oulement de Couette, 81.3.3.2
et chap. 6) on aU = U(y), V=W=0, d’ou :

2

o= /J[a_uj (1.42b)
oy

relation également valable dans les écoulementsulehe limite (chap. 3 et 4).

Le second principe de la thermodynamique postuke @ est positive, ce que I'on
constate toutes les fois qu’elle est calculable.

Le terme d’ou émerge cette fonction de dissipaéitamt précédé du signe moins dans
la relation de bilan (1.40), cela signifie qu'elleprésente une énergie mécanique perdue
(« dissipée ») du fait de la viscosité. Elle réapfiea dans le bilan d’énergie interne (81.3.5.1)
sous les apparences d’une source volumique deurh&eur se référer a un exemple connu,
c'est avec® que Mr Joule a chauffé son célebre calorimétrepiapriétée® >0 exprime

l'irréversibilité de cette transformation d’énergigcanique en chaleur.



Intégrons su® ; il vient :

J. aijaidr=—'|. pdiv\7dr+J~ @ dr (12.43)
D = 0Xj D D

\4 Puissance des forces de volume :
Dans le champ de pesanteur, on sait sjue estla direction verticale ascendante
(81.3.3.1) :

6 = - gradgz (1.44a)

Ecrivons :
,o_g] V=- p grad gz.\7 =- div(,ogz\7) + 9z div,o\7

soit, d’apres la relation de continuité (1.27) :

,o_é V=- div(,ong) - gz%—f
ce qui peut encore s’écrire, puisquest indépendant dadans un repére fixe :
,02].\7 =- div(,ogz\7) - %
et:
,05.\7dr = J. ,ogz V .ndS - a(pgz) dr 1.44b)
D ot
L] En reportant les expressions (1.41), (1.43) et4fd).4lans le théoréme de I'énergie

cinétique (1.40), on obtient aprés regroupementteleses laformule de Cotton-Fortierou
éguation de Bernoulli généralisée

—2 —2
J. 9 {pgz+,o Jdr+J' [,ogz+,ov—}\7.ﬁds
D Ot s 2

:I Vit n; dS—I p\7.ﬁd8+j pdiv\7dr—j¢>dr
s S D D

(1 .45a)

(on écrit aussBernouilli: I'orthographe des noms propres n’était pas enstabilisée au
18éme siecle !)

Lorsqu'il existe des surfaces solides mobilesiradtieur deD (c’est le cas pour les
pompes, turbines, hélices...), elles fournissentlaidd (ou recoivent de lui) une puissance
totaleW (W > 0ou< 0). Il s’agit d’'une source d’énergie supplémentagt@n ajoutera W au
second membre de (1.45a).



On observera que I'équation de Bernoulli génétali€l.45a) se présente comme un
bilan de I'’énergie mécaniquegz + pV /2 (énergie potentielle + énergie cinétique), dont
les sources sont les termes du second membre.

Enfin, sous forme locale, cette équation (1.4%a)1040) devient :

2 2
— 0V 1; — —
i,agz+,oV— + div pgz+pv— V:M—divpv+pdivv—¢> (1.45b)

1.34.3. - @UATION DE BERNOULLI

Nous examinons ici un cas particulier considérénroe référence : celui d’'un

écoulement permanent de fluide parfait isochi@re cte, d/dt = 0, = 0).
On montre en cinématique des fluides que dans aoulément permanent, les
trajectoires sont confondues avec les lignes deacbuEn tout poiniV, le vecteur vitesse

\7( M ) est donc tangent a la trajectoire qui passévpar

Az

Fic. 1.8. —Tube de courant élémentaire

Choisissons comme domair®® un tube de courant élémentaire, c'est-a-dire un
ensemble de lignes de courant s’appuyant sur utogoriermé, de sectiodS trés petite

(fig.1.8). Alors, en tout point de la surface laléf on a V n=0.



Limitons ce tube par deux sections plad&s et dS (sur la figure 1.8 elles ont été
représentées perpendiculaires a la vitesse, maisoléentation est priori quelconque).
Compte tenu des conditions imposeées, (1.45a) dievien

—2 —2

Vl - V2 —_—
z + p— |V, .n, dS, + z +p—=“|V,.n, d
P94 ,02 1 dS 292 ,02 2 Ny dS) (1.46a)

== pVy.ng dS - pp Vo 0, dS;
Appliqgué au méme tube de courant, le bilan de enfls26) s’écrit :

PV Ny dS; + pV, 0, dS, =0
ce qui exprime tout simplement la conservation éoitddans le tube.

En reportant dans (1.46a), on obtitéquation de Bernoulli:

—.2 —.2
V. V
P97 + p% - | poz, + pZT =p, - P 4@b)

Le long d’'un tube de courant élémentaire, la vaolatde I'énergie mécanique du
fluide est égale et opposée a la variation de kspion.

1.3.4.4. — Wl AUTRE REGARD SUR LA PRESSION

La forme (1.46b) retenue ici pour I'équation deri@eilli n’est pas la plus répandue
dans la littérature. On préfere souvent la préserimme une équation de conservation, en
I'écrivant :

v, v,
pL+ P92+ P = Pt 0T 027 (1.46¢)

Il Cette autre maniere de voir illustre une choseomante : c’'est I'ambivalence de la
« pression statiqgue » gintroduite, rappelons-le, au § 1.2.4 pour caré&xérun fluide
newtonien) qui se manifeste sous deux aspectjttanotnme contrainte (s’exprimant en

N/nf), tant6t comme énergie volumique, &t [puisque N2 = N2>< m :%] Ceci

m m xXxm m

justifie la terminologie usuelle qui désigne le ywement conservatif de (1.46c¢c) par
I'expression ¢ression totale »p
—2

P =P+ p0Z+ p\% (1.47a)

Dans le méme esprit, 'énergie cinétique par ud@évolume est appeléepression

dynamique» pq:
—2

V
Py = ,07 (1.47Db)



fﬂ Plus généralemengn régime permaneiid / ot = 0) il est Iégitime de faire apparaitre
la formule de Cotton-Fortier comme un bilan de gi@s totale, en faisant passer le terme en
pV dans le premier membre de (1.45 a ou b). |l véé@msi pour la forme intégrale :
—2
j p + pgz+ ,ov— vV .nds = Vi 7 N, dS+I pdiv\7dr - I @dr (1.48)
S 2 S D D

Nous retrouverons cette expression au chapitreud ke calcul des pertes de charge
dans les canalisations.

1.3.5. — Bilans d’énergie et d’enthalpie
1.3.5.1. — B AN D’ENERGIE INTERNE

La grandeur considérée est maintenant I'énergee ppssede en propre le fluide du
domained (énergie interne + énergie cinétigyedont le bilan est exprimé par le premier

principe de la thermodynamique. D’apres ce princilgs sources correspondantes sont
constituées par :

- la puissance des forces extérieurg3 a
- le flux de chaleur fourni ® par le milieu extérieur a travefs
- la puissance calorifique créée a I'intérieurZde

Ceci permet d’établir la signification des terntreprésentés dans les équations de
bilans (1.22) et (1.24) :

» La densitéC concernée est ici I'énergie volumique :
—2

C=pe+ p\% a/nd) (1.49a)

e désignant I'énergie interne par unité de masse.

¢ Les sources volumiques représentées par la gragdsont :

- la puissance des forces de volum€& V , réduite ap gV lorsque les forces de pesanteur
sont seules en jeu ;

- la puissance calorifique Par unité de volume, dégagée ou absorbée a lentéde?D du

fait d’'une réaction chimique, d’'un courant éleatigg de micro-ondes, de I'émission d’un
rayonnement par un gaz chaud, d’'un changementateph

P=P(x,y,z1) P<0,0u>0,0u=0)
dou:

q =pgV+P  (W/ni) (1.49b)



\4 Les sources surfaciques d’énergie regroupéesldaesneqs sont principalement :

- la puissance des forces de surfacEV, ouT est la force exercée par le milieu extérieur
surS. Si le travail estoteur(T V > 0) il est fourni aD, doncds ¢,,..s €St du sens contraire

de n (normale extérieure). Si le travail exésistant('?.v <0) il est fourni parD, donc

ds forces EL N SONt de méme sens. Ainsi, dans les deux cas on a :

—_—

ds forces N =TV (1.49c¢)

D’apres (1.13), en conservant la convention dersation sur les indices répétés :

?.\7=F.ﬁ).\7=vi ojn;  W/nt) (1.49d)

- la densité de flux de chalegrqui traverseS, donnée par la loi de Fourier :

—_—

Os chaleur = ¢ =-AgradT

soit :

qS chaleur n= ¢ n= ¢ == /1 gradT .n (1496)
ou A désigne laconductivité thermiqudu milieu W/ m . K) etT la température, le signe —

provenant toujours d’une normatedirigée vers I'extérieur d®.

- le rayonnemeng, absorbé au niveau d®, si le milieu est semi-transparent :

— . A=00 .
U ray = 01 =j L, @ d d (1.49f)
A=0 Jamr

L, étant laluminance spectralelu milieu, et2 un vecteur unité balayant I'espace sur 4
stéradiants.

Au total :
s-N=-Vioyn; —AgradT.n+ ¢, .n (1.499)

Le bilan intégral d’énergieest obtenu en reportant les termes précédentHa23 :

—2 —2

0 \Y V |- -
—| pe+ —dr+I e+ p— |V.ndS
IDGt'D '02 sp p2

=J‘p§.\7dr+J‘ Pdr+I Vi oy n; dS+Ix1 gradT.ﬁdS—I ¢—r.ﬁdS
D D S S S

Si I'on tient compte maintenant de I'équation Q).4ui exprime le bilan d’énergie
cinétique, et en utilisant (1.43), on aboutitodlan intégral d’énergie interne



J.Mdr+ ,oe\7.F1dS
D Ot S

B R o (1.50)
:J'Pdr+J'¢dr—J.pdider+J./]gradT.ndS—J. ¢, ndS
D D D s s

Cette relation constitue en quelque sorte pneriier principe bis», et caractérise les
sources d’énergie qui sont spécifiquement des ssut@nergie interne, a savoir :
. Pour les sources de volumda puissance thermiquB, I'énergie mécanique?
dissipée par les frottements visqueux (qui réafipaca comme source de chaleur) et la
puissance liée a la dilatation volumigpedivV ,

. Pour les sources de surfack flux de chaleur et le flux de rayonnement.

La forme locale du bilan d’énergie internest obtenue de la maniere usuelle, en
appliquant le théoreme flux - divergence a (1.50) :

dlpe , =\ _ T .
(at ) + dlv(pev)— P+@®-pdvwV + dlv(/} gradT)— divg, (1.51)

1.3.5.2. — B AN D’ENTHALPIE

Pour intéressantes qu’elles soient, les relatidnS0) et (1.51) ne sont pas tres
opérationnelles car elles contiennent une grandeur directement mesurable, a savoir :
I'énergie internee. Si I'on met a part le rayonnement, les parameétirestement accessibles a
'expérience sont la pression, la vitesse et laptnature. Pour substituer cette derniére a
'énergie interne, on devra passer par l'interméeiade I'enthalpie et des fonctions
thermodynamiques.

Considérons donienthalpie massique h
H=e+p/p, soit pe=ph-p

Reportons dans (1.50) ou (1.51) ; il vient, si s\gassons directement a I'écriture
locale :

% - %+ div(phV)- div pV = P + @ - p divV + div( gradT) - div,
soit encore :

a(g—h) + div[phV) = % +P+@+V gradp + dvll gradT)-divg,|  (1.52)

La relation ci-dessus (ou sa forme intégrale, mo@s n'avons pas écrite) s'interprete
comme urbilan d’enthalpie et indique par la méme quelles sont les souresstalpie :



. pour les sources volumiquegp/ dt, P, @ ,et\7 .grad p
. pour les sources surfaciques : les flux de clhaenductif et radiatif

Sachant que :

div ,0\7 =- %—’f (équation de continuité),

(1.52) devient :
oh = —— 0P . N .=
'OE + pV .gradh Ty +V.gradp+ P+ @ +divid gradT |- divg, (1.53)

L’enthalpie dépend du temp®t des coordonnées d’espaceoar I'intermédiaire d&
et dep. On écrira donc :

oh _ohor  ohdp
ot dT ot dp ot

. o . (1.54)
gradh = % gradT + Z_E grad p

On sait, d’autre part qu€, étantla chaleur massique a pression consta@tékg . K
et B le coefficient de dilatation volumique a pression ¢ante(1 / K), on a :

(1.55)
oh 1
Z==(1-pT
P p( BT)

L’insertion de (1.54) et (1.55) dans (1.53) pernaet relier la distribution de
température au mouvement du fluide ; il vient agraglification :

pCp (a—T +V .grade
ot
(1.56)

=0T (% +\7.grad p) +P+@+ div(/] gradT)— diva

Cas particuliers(en 'absence de rayonnement):

1. Ecoulements de gaz

On admet gu'il s’agit de gaz parfaits, do3=1/T

Pratiguement, les terme@p/ ot, V .grad p, @ sont presque toujours négligeables, et
il reste :

PC, (%—I +V .grade =P+ div(/1 gradT) —divg, (1.57a)



2. Ecoulements de fluides isochores
On peut vérifier qug AT est petit par rapport @.
L’équation (1.56) se réduit a :

pPCy [%—I +\7.grade =P+@+ div(/] gradT) (Un7

3. Milieux immobiles
Le transfert d’énergie est purement conductiésti décrit par I'équation :

pCp%—I =P+ div(/] gradT) (1.58)

Lorsque la conductivité thermiquedu milieu est constante, on retrouve I'équation
linéaire classique :

oT
C,— =P+ 14T 1.59
PCH— (1.59)
Enfin, s’il 'y a pas de sources volumiques del@ma(P = 0), et en introduisant le
parametre :
az_1_ (1.60)
PC,

dénommé diffusivité thermique> du milieu, la loi d’évolution de la températwest donnée
par I'équation :

a AT = 9T/ ot (1.61)

La diffusivit¢ thermique posséde la méme dimensiof/s) que la viscosité
cinématiquev, et s'interpréte physiguement d’une maniére ansd@ 1.1.3.3) : elle traduit
'aptitude du matériau a effacer les hétérogénéieeeempérature. Par exempleasst grand :
A est grand (la chaleur passe facilement d'un poim autre) et / op C, est petit (il y a peu
de chaleur a transférer).

Plus généralement, ces deux parametres caraotalise mécanisme de diffusion dont
nous allons parler maintenant plus en détail.

1.3.6. Prise en compte des phénoménes de diffusttans les équations de bilans

1.3.6.1. — IOI GENERALE DE LA DIFFUSION

Pour établir la forme générale d’'une équation itenldans un domain® limité par
une frontiereS, nous avons raisonné au paragraphe 1.3.1 sur ameeyr — ou entité
physique K, de densité volumiqu€ variable en fonction des coordonnées d’espacel et d
temps, et nous avons distingué au niveau de lacsfdes flux et des sources.



Cette distinction permet de prendre en compteale dque le transfert d& peut
s’effectuer suivant deux mécanismes tres différeqtar mouvement du support matériel
(transportconvectif encore appeladvection ou par diffusion.

Dans le premier cas, le transport est lié a lesgi¢ du fluide, et le vecteur densité de
flux deK s’écrit :

¢s=CV
d’ou I'expression du flux correspondant a trau8rgelation 1.20) :

®s = | CV.nds
S

Le transfert par diffusion est caractérise, quatti, par une loi phénoménologique
particuliére : le vecteur densité de flux est prtipanel au gradient de densité volumigDe
(ou au gradient de concentration dans des systambssieurs constituants) et dirigé dans le
sens des densités décroissantes :

gs = - k gradC 1.62)

Il s’agit d’'un mécanisme irréversible qui manitesine tendance a I'uniformisation de
la composition, du champ des vitesses ou du chamiempérature, et qui n'est pas lié de
facon directe au mouvement du fluide. Il se reneomfailleurs tout aussi bien dans les
milieux immobiles.

Dans une analyse de bilan en termes de flux etodeces, le transfert par diffusion
correspond a une source surfacique.

Examinons brievement les principaux cas de diffusi

1.3.6.2. — IFFUSION DE MATIERE (OU DIFFUSION MASSIQUE)

&  Diffusion pure

Considérons tout d’abord le cas ou le fluide eshposé de plusieurs constituants, et
ou ceux-ci présentent un gradient de concentration.

De nombreux exemples d’'une telle situation peuedrg cités. Le plus illustratif est
peut-étre celui qui figure dans beaucoup de traigghermodynamique pour présenter la
notion d’irréversibilité. On imagine deux enceinttBsmées, séparées par une paroi, et
contenant deux gaz différents (disddset Np) a la méme pression. A un moment donnég, on
ouvre une trappe dans la paroi. Que se passeil-?tl-es molécules d’oxygéne qui auraient
frappé la paroi a cet endroit du fait du mouventgatvnien vont entrer progressivement dans
I'azote, et vice-versa pour les molécules d’azB. la trappe ouverte, les flux respectifs de
O, et deN, sont proportionnels aux gradients correspondaatprdssion partielle (c’est-a-
dire de concentration) et ne s’accompagnent d’aumsaanvement d’ensemble des deux gaz.
Au bout d'un certain temps, 'homogénéisation géaisée dans les deux enceintes, et nulle
réversibilité du phénomeéne ne peut étre envisageere-séparation des deux gaz est possible,

mais au prix d'une dépense d’énergie, § 1.3.6.4



Dans un registre tout a fait différent, quand igaitle s’évapore dans une atmosphére
immobile, la vapeur produite a la surface librens&oigne par diffusion dans le gaz, selon
une concentration décroissante (PTC, Probléme 7.1).

Enfin, beaucoup de phénomenes liés a la dispedasrpolluants et des contaminants
divers dans l'air, I'eau ou les sols, sont gouvsrpéar des lois de type diffusion. Ceci est
particulierement important au regard de [lintér&tuallement porté a la maitrise de
I'environnement.

Donc, au sein d’'un mélange inhomogene, un comastith est I'objet d’'un transfert de
masse par diffusion, dont le vecteur densité dedht exprimé par lei de Fick:

Gsa=— oD, grad(os/ p) (1.63a)

pour le cas général, et lorsque le mélange estdsecpar la loi simplifiée :

@ =—-Dp grad pp, (1.63b)

Dans (1.63),0. désigne la masse volumique dedans le mélangep la masse
volumique du mélange, &, la diffusivité moléculaire de A dans le mélan@e coefficient
DA s'exprime en fis, et il posséde la méme signification que laudiffité thermiquea et la
viscosité cinématique (8§ 1.3.6.3 et 1.3.6.5).

Le bilan intégral de masse du constituastécrit donc (relation 1.29a) :

j g)tA dr+I pAV .ndS= j qlAdr+j ,oDAgrad’(IJOA nds (1.64)
D

et le bilan local (relation (1.29b) :
aa’% ¥ div(pA\7) = qa + div(p D, gradp—ij (1.65a)
Si le coefficient de diffusio®a est une constante, et si le mélange est isochlors, :

div(,o Da grad&j =Dy 4pp (1.65b)
P

¢ Diffusion dans un champ de forces

La diffusion de matiére en présence d'un chamgodees (champ de pression ou
champ de forces extérieur) prend le nonxdm®mnvection massique(PTC, chap. 7). Le plus
souvent, l'origine du champ de forces extérieurl@giesanteur. Mais ce peut étre aussi un
champ d’accélération d( par exemple a la mise &tioa du fluide : alors les espéces ayant
la plus grande masse volumique tendent a migrex kaepériphérie, tandis que les autres se
concentrent vers l'axe de rotation. Cette propriésé mise en ceuvre dans les appareils
industriels appelésyclones ou encore dans leentrifugeusesCes dernieres sont parfois



sous les feux de l'actualité puisqu’elles peuveivis en particulier a I'enrichissement de
'uranium, par séparation des isotopes 235 et 8889 la forme gazeuse d’hexafluorlies),

le second ayant une masse volumique |égerementisueeau premier. A une toute autre
échelle, la formation d’'un systeme planétaire dipdiun nuage de gaz en rotation aboutit a
la séparation des éléments |égeéts He) qui s'accumulent au centre pour donner naissance
une étoile, et des éléments plus lourds qui forreEnplanetes.

1.3.6.3. — DFFUSION THERMIQUE

Le transport de chaleur par diffusion se carastépar une densité de flux (souvent
notée @) proportionnelle au gradient de température ;olaekprimant cette propriété est
connue sous le nom ¢t@ de Fourier:

$=-AgradT (1.66)

A désignant la conductivité thermique du mil{gd/ m. K)
Ce terme a déja été pris en compte dans le bidareyie (8§ 1.3.5).

1 En toute rigueur, la loi de Fourier ne s’identifigictement & une loi de diffusion de
I'énergie interne, ou de I'enthalpie, que lorsgu@, = cte. Alors :

p=-a grad(,onT)
a = A /p G, étant ladiffusivité thermiquelu milieu, déja introduite (relation 1.60).

1.3.6.4. — EOULEMENTS EN MILIEUX POREUX

&  Ecoulements de liquides

Un milieu poreux n’est pas le siege d’'un écoulenaensens classique du terme, car il
n'y a pas a proprement parler de mouvement d’enkeih fluide : les particules fluides
suivent dans les nombreux pores des trajets aléatqui rendent le mécanisme de transport
de la matiére analogue a un mécanisme de diffutmmsque le milieu estaturé c’est-a-dire
lorsque les pores sont entierement remplis d'ures@liquide de masse volumigpgle flux
de masse moyen local est donné pdwilde Darcy:

q_S' =- ,0E grad p* (1.67)
Y7,
ou p* désigne lapression motricedans I'écoulement (8§ 1.3.3.2), le paramérettant la

perméabilitédu milieu.

Faisons ici une parenthése. Par analogie avecoumeainentstricto sensuon écrit
souvent cette loi sous la formelg = pV , en définissany comme uneitesse apparente de

filtration. Ce termeV ne doit pas étre confondu avec une vitesse labalftuide, qui n'est
pas définie dans un tel écoulement.

Appliquons maintenant I'équation de bilan intédaR?2) a la masse totale du fluide ;
le terme de transport par mouvement d’ensemblduidefest remplacé ici par un terme de
source qui a pour expression :



Iqs dS:—J. Mgradp*.FrdS
S S U

Bien entendu, il n'y a pas de sources volumiqgepuisque le bilan porte sur la
masse totale du fluide (§ 1.3.2.1).

Quant a la densité volumique locale de matierasda cas d’'un milieu saturé elle a
pour valeur :.C = pg, ou € est lax porosité »du milieu (volume des pores / volume total),
d’ou le bilan intégral de masse :

j a(,og) r—j 'Ogradp nds (1.68)
D Ot
ainsi que le bilan local :
ape) = div(K— grad p*} (1.69)
ot Y7
¢ Ecoulements de gaz

Si le milieu poreux est traversé par un gaz, ialoDarcy s’applique encore, a ceci
prés gu'’il faudra souvent tenir compte de la varatle la masse volumique avec la pression.

1.3.6.5. — IFFUSION DE QUANTITE DE MOUVEMENT

Pour terminer cette bréve revue des principaungménes de diffusion, nous allons
montrer que dans un grand nombre de situationssalesfert de quantité de mouvement
provoqué par les forces de viscosité s’apparente @écanisme de diffusion. Ceci apparait
clairement en partant de I'équation (1.32) :

a(:;v) + dlvP ,oF + d|vT

dans Iaquelle
divT = - grad p+ divr = - grad p+ d|v(2,u D)

Placons-nous dans I'hypothése ptr cte etp = cte (soitdiv\7 =0). Alors, d’aprés
'Annexe 1.A.2¥ ,on a:

2u divD = 7 div(grad\_/) =y div{grad (,0\7)}
et d’apres (1.33a) :

divP = grad\7.,0\7

Alors, (1.32) devient :

6(6’0 ) + gradV pV ,oF grad p+v dlv{grad (p\7)} (1.70a)

Il est manifeste que le dernier terme traduit iseence d'un flux de quantité de
mouvement qui est un flux de diffusion proportioinawe gradient deo\7, avec un coefficient
de diffusion égal a la viscosité cinématigue



En projetant sur les axes de coordonnées, (1s7@ajt enfin (Annexe 1.A. %) :

% + div‘/i p\7) = pF - 37? +v div(@wi) (1.70b)

1.3.7. — Bilans d’entropie et d’exergie
1.3.7.1. — [E ROLE DES BILANS ENTROPIQUES

A c6té des bilans de masse, de quantité de mountezhd’énergie, qui fournissent les
éguations de base pour résoudre les probléemesedmdbonvection, il existe une autre
famille de bilans, qui jouent par rapport aux prersiun réle un peu particulier. Ce sont les
bilans entropiques : bilan d’entropie proprementetibilan d’exergie.

D’'une part, le traitement de certains problemesldmges réactifs, écoulements
polyphasiques, structures dissipatives, transfersbulents...) exige [Iintervention
d’équations supplémentaires. Celles-ci peuventsatie obtenues par I'écriture des sources
d’entropie, que la thermodynamique des processéseirsibles permet d’exprimer sous
forme de relations phénoménologiques, ou en appligde principe du minimum de
production locale d’entropie.

Mais d’autre part, le bilan d’entropie ou d'exergpermet aussi d’optimiser un
processus thermoconvectif, en déterminant parnsigus évolutions possibles celles qui est
la plus avantageuse pour l'utilisateur. La démarshi&ie concerne alors une recherche
d’extrémum : par exemple, le minimum de la produttd’entropie, pour caractériser le
processus le plus proche de la réversibilité. Qemeensuite les conditions aux limites qui
donnent le « meilleur » processus.

1.3.7.2. — B AN D’ENTROPIE

L’entité physique considérée dans la relation ggeé(1.24) est ici I'entropie du
milieu matériel, eC représente I'entropie volumique :

C=ps (@/K.m)
s étant I'entropie par unité de masse.

Par le second principe et la relation de Gibbghé&amodynamique nous désigne les
sources locales d’entropie, qui se divisent ers tgooupes :

& |Les sources visqueuses d’entropie, dues a I'éner§@nique? dissipée sous forme de
chaleur par la viscositée@/ T

¢ Les sources thermiques d’entropie, en relation é&®@utres sources d'énergie interne
représentées au second membre de (1.51), excefgiiien des sources élastiques (donc
réversibles) liées a la pression :

- Source liée a la puissance thermiduenise en jeu P / T (P inclut I'énergie de
réaction s'’il s’agit d’'un mélange réactif).

- Source liée au flux de chaleui%: div(/} gradT) —?1 div¢—r



¥ Les sources massiques (ou structurelles) d’entrdigies a 'ensemble des sources de
masse (8§ 1.3.2.2), soit d’aprés (1.65) pour un nggaéactif & constituants :

N
%Z {qm + le(,ODA grad [;AJ}
A=1

Dans cette derniéere expression, les coefficigm{ssont lespotentiels chimiques
massiques des différents constituants, exprimés/ ¢y Le signe — provient de la convention
de signe avec laquelle ils sont définis.

Le bilan local d’entropie s’écrit donc :

6(:;5) + divlpsV) =

N N
1 ivl1 arad Vg ' grad
= { P+ + dlv(/] gradT)— divg, _Z,UA Qia ‘Z/JA dIV(,ODA grad%}}

(1.71)
A=1 A=1

En apparence, cette équation n’est pas exactesnafirme au modele général (1.24)
puisqu’elle ne dissocie pas clairement les souvodsmiques des sources surfaciques, les
termes emliv étant affectés des coefficierdts Tou i/ T. Mais elle s’y adapte aisément si on
prend le temps de voir que :

?1 div(/] gradT) = div(%grade - A gradT .grad?:L

a) (1.72a)
= div(i grade + A (gradT)2
T T?

b L divg, =div[ < ¢ 147 (1.72b)

T r r T r .
et que, de méme :

i Ha dlv(,oDA grad pA]

p (1.73)

[ PHADA ——= Oa Pa 1
div| —/—2—2 grad—2 | - D, grad~= .grad =
( T g 0 j PHADA O 0 g T

Remplacons (1.72) et (1.73) dans (1.71), en rg@noiules termes en divergence du
second membre :



Yo, 1 (A
+ Z,o,uA Da grade.grad? + dlv[? grade (1.74)
A
(1 [ PUADA —— Oa
—div| = - div| —=—= grad——~
(T ¢rj ZA: ( T 0 pJ

Voila une nouvelle écriture qui fait maintenantpamitre nettement les sources
volumiques d’entropie (exprimées par les six presiermes du second membre), et les
sources surfaciques (représentées par les termeéivergence, et liees au flux de chaleur et
au flux de masse). On observera, d’'une part qeixiame source — volumique — est le fruit
d’'un couplage entre la diffusion de chaleur etitfaugsion massique, d’autre part que le flux de
chaleur par conduction thermique s’accompagne flitnd’entropie de méme sens avec une
« conduction entropique » égald & (source N°7).

En thermodynamique des processus irréversiblesapmelle «aux de production
d’entropie o(s) »I'ensemble des productions volumiques d’entropie :

P @ A [P 1 -
o(s)=—+ — +—\gradT|] - —

(1.75)

1 O 1
-—= + D, grad™=2 .grad=
T;ﬂAqIA ZA:pﬂA agrad 2 grad

D’apreés le second principe de la thermodynamiqatte production interne d’entropie
n’est jamais négative :
o(s)=0 (1.76)

Autrement dit, toute évolution pour laquelle orraauo (s) < 0 est une évolution
impossible. Lorsquer (s) = O, I'évolution est réversible. Quand ongas) > O, le processus
est irréversible et (s) caractérise son degré d'irréversibilité.

D’un point de vue pratique, I'amélioration d’'unopessus vis-a-vis des irréversibilités
consistera donc a minimiser le taux de productientdopie o (s).

Quant au bilan intégral d’entropie (par lequel :i@urions pu commencer, mais qui
est un peu volumineux a écrire), il s’établit imnaéement a partir de (1.74) et (1.75) :

3(ps) .
jDT dr + Lpsv ndsS= IDU(S) dr
(1.77)

A——_ = 11—~ PUADA —— Pp =~
+ | — radT.ndS—j— .ndS- j— rad—=.n dS
IsTg sT 4 ZA: S T g Yo

L’articulation entre les bilans présentés ici et formulation traditionnelle en
thermodynamique classique fait I'objet d’'un parpip@en Annexe (1.A.4).



1.3.7.3. — B AN D’EXERGIE

L’exergie n'est pas une des entités physiquesdomhtales donnant lieu a bilan, car
elle est définie a partir de I'enthalpie et de trepie. On a en effet :

ex=h-Tgs (1.78a)

ou T, est la température ambiante extérieure au systemétant ici I'exergie massique
exprimée erl/kg

Néanmoins, l'intérét pour les bilans d’exergiedéeeloppe dans I'étude des processus
industriels puisque I'exergie représente enlfaitthalpie utilisable

Revenant aux équations de bilan local d’entha{fi®2) et d’entropie (1.74), nous

pouvons établir le bilan local d’exergie, en ndostant pour simplifier au cas ou le fluide est
transparentd(, = 0), de composition uniforme et constantg {0 = cte [/ A) :

T, Te [—-) (A=
_ ?( P+@)-A T—Z(gradT) -Te dlv[? grade

soit, en regroupant :

—

a(peX) +d|VCOex\7):%+(P+¢)(1_?ej+vgradp

ot
T , T (1.78b)
-A—S \gradT| +diviA|1-—-5|gradT
T? (g ) { ( Tj ) }

Ce bilan fait apparaitre des sources volumiquegaiyie (sources mécaniques liées a
la pression et sources thermiques), et une souwrdacgjue (terme en divergence) qui
s’interpréte comme un terme de diffusion.

1.4. - VORTICITE ET FONCTION DE COURANT

La résolution des équations de quantité de mountsst souvent compliquée par la
présence des termes de pression. Dans certaimesistances, il est cependant possible de
s’en débarrasser, en s’appuyant sur d’autres pamseu mouvement.

1.4.1. — Ecoulements plans

Considéronsin écoulement bidimensionnel de fluide isochDrams le plarx, yil est
décrit par les deux premieres équations (1.37c) :

a—U+\7.gradU =10 sl ZAN,
ot L 0X
a_V+\7.gradV:—iap +vaAv
ot p oy




A I'évidence, un moyen simple d’éliminer la pressiest de dériver la premiere
éguation par rapportj de dériver la seconde par rappok, &t de soustraire celle-ci de la
premiere, ce qui donne :

i 0_V_6_U +ie7_gradv)—ie7_gradU):V iAV —iAU (1793)
ot{ ox oy ox ay ox ay

Les opérateur® et 4 peuvent étre permutés dans le second membre. e, @n
développant les termes, on montre que :

%@.@v) - %@.ﬁiu)= div{(%—\; - %—3]\7}

et I'équation (1.79a) devient :

9(ov _ou + div d_V_a_U\7 :“Ia_v_a_u (1.79b)

oti ox oy ox oy ox oy

On reconnait dans la grandeur entre parenthésesm@osante selom du vecteur
tourbillon 2.2 (8 1.2.1# ). En effet, dans un écoulement bidimensionnel :

0
20 =rotV = 0
ov _ou
ox ay
Cette composante est appelmticité de I'écoulement, et désignée pér (sans
indice) :

o=V _ 6™ (1.80)
ox oy

L’équation (1.79b) se présente donc commeilam local de vorticit§dérivé du bilan
de quantité de mouvement) avec un terme sourcg’igentifie & un mécanisme de diffusion
visqueuse, et elle porte le natigéquation de vorticité

aa—f + div(Q\7) =y AQ (1.81)

Bien entendu, la pression n'a pas été évacuéeadlgme par un tour de passe — passe.
Grace a la petite manipulation précédente, leseforde pression n’apparaissent plus
directement en tant que telles, mais elles ontirétfgrées dans les autres parametres du
mouvement.

JjJ‘ Par contre, cette astuce ne marche pas avecdakgents tridimensionnels : on peut
toujours éliminer la pression dans les équation87¢) prises deux par deux, mais on se



retrouve avec des termes qui contiennent les ¢ongposantes de la vitesse et qui n'apportent
guere de simplification.

1 Un autre point mérite d’étre souligné: avoir éeale vecteur? a partir du

paragraphe 1.24. (en considérant des écoulements irrotationnelsy p® voir resurgir
maintenant n’est pas le signe d’'une contradictiOiest seulement dans I'évaluation des
contraintes que l'influence de la composante rotaielle du mouvement a été négligée (8

1.2.4&). Mais dans les équations de bilans, tous les tspkc mouvement sont bien
présents et entierement décrits.

1.4.2. — Fonction de courant

L'opération effectuée au paragraphe précédentraipale s'affranchir de la pression,
et simultanément de réduire de deux a une les iégsatynamiques. Le systeme a résoudre
est donc maintenant composé de I'équation (1.8d¢ €€quation de continuité.

Pour des raisons pratiques que nous ne détadiguan ici, il peut étre avantageux
d’introduire, en plus d&? , une seconde fonction dketV, lafonction de courant’, définie
par les relations :

LN 1

_o7 == (1.82)

Cette fonction de courant satisfait I'équatiorcdatinuité puisque :

.= _dU oV _ oW %y
divw =—+— = -
ox dy Oxdy O0yox

0

D’autre part, la vorticité2 s’exprime aisément en fonction ¢¢

2 2
ooV U _ oy 0w _

== = - Ay
ox oy x> ay?

Il est donc parfaitement licite de remplacer I'égon de continuité par I'’équation ci-
dessus, réécrite en ne gardant que les deux textrésnes :

Q+4A¥ =0 (1.83)
Le systeme a résoudre est alors composé des@uméli8l) et (1.83):

92, div(g\7): vAQ

ot
Q+ A¥ =0

La résolution donne successiveméntpuisW, et enfinU etV.



1.4.3. — Ecoulements axisymétriques

Les écoulements a symétrie cylindrique constitugr@ autre famille d’écoulements
bidimensionnels, pour lesquels la méthode précédstapplique avec quelques nuances.
Dans n’'importe quel plan diamétral r (x: direction axialer : direction radiale, vecteur

vitesseV = (U ,V)), I’équation de continuité et les équations deibla$tokes s’écrivent :

ouU +16(rV):0 @8
ox r or
* 2 2
MV gy Lot oY 07U 10U (1.85a)
ot ox or Yo ) ax%  o9r2 ror
* 2 2
a_V+Ua_V+Va_V:—iap +y a_v+a_v+:_La_V_i (185b)
ot ox or o or oax% are r oar 2
Le vecteur tourbillona maintenant pour composantes :
0 0
20 =rotV = 0 =l0 (1.86)
ov  ouU
— - Q
ox or

ou Q= %—V - %—U est encore laorticité de I'écoulement.
X r

La dérivation de (1.85a) par rapport,guis de (1.85b) par rapportxasuivie d’une
soustraction, donne cette fois :

2 2
2’0 @ _(2+16!2_£J (1.872)

00 () A(N)
+ + =y =
ox? a2 roar 2

ot 0x or
ce qui s’écrit aussi, pour faire mieux apparaitredect « bilan de vorticité » :

aa—f +div(2V)=v 42 (1.87b)
Cette équation est I'équivalent de (1.81), obtgmu& un écoulement plan.

D’autre part, ldonction de courant/, solution de I'équation de continuité, est définie
ici par :
_1o¥ o _1o¥ (1.88)

ror r ox

En remplagant dans I'expression @gil vient :



2
o=_10"% _ i(ia_‘/’j (1.89)
r gx2 or\r or

qui est I'équivalent de (1.83). La résolution séeffue d’une fagon analogue.

1.5. - FORMULATION GENERALE D'UN PROBLEME D’EC OULEMENT
ANISOTHERME

Avec un fluide monophasique de composition uni®rmt constante, résoudre
complétement un probléme de thermoconvection censisdéterminer en fonction des
coordonnées d’espace et du temps :

- la vitesseV (c’est-a-direJ, V, W ;
- la masse volumique ;

- la pressiom;

- la températuré.

Assez fréquemment, on pourra se limiter a unelutsn en certains points
particuliers. Quoi qu’il en soit, le probléme comimt six inconnues doit étre résolu au
moyen de six équations, a savoir :

- le bilan de masse ;

- le bilan de quantité de mouvement (3 équations)
- le bilan d’énergie ;

- 'équation d’état du fluide.

Dans celles-ci, on devra faire intervenir desditions aux limiteportant suV , p et
T, qui peuvent étre groupées en deux catégories.

& . | es conditions physiques générales :
« condition d’adhérence a une paroi solide imperrieéab

—

V =vitesse locale de la par07 (= 0 sur une paroi fixe) ;

* continuité du champ de température
» conservation du flux de chaleur.

4 - Les conditions circonstancielles, qui dépendenpibléme traité, par exemple :
°p ouV imposeée ;
» Timposée, ou flux de chaleur imposeé.

La connaissance des champs de vitesses et dertdurpgainsi que de et p, permet
ensuite le calcul de toutes les grandeurs dynamiguiethermiques intéressantes : débit,
frottement pariétal, flux de chaleur pariétal, paisce thermique échangée, etc.

Eventuellement, 'examen du bilan d’entropie (oexdrgie), permettra I'optimisation
du processus étudié.



ANNEXES AU CHAPITRE 1

1.A.1. — LES BILANS SUR UN DOMAINE MOBILE ET LE CON CEPT DE DERIVEE
PARTICULAIRE

Il est de tradition de présenter les équationsildas en mécanique des fluides a l'aide
d’'un concept que nous n'avons pas utiliséddavée particulaire

Pour le définir, reprenons le raisonnement sutviparagraphe 1.3.1 lorsque nous
avons établi la forme générale d’'une équation danbpien y introduisant toutefois une
différence importante : le domaiti@ sera maintenant supposé mobile. Deux éventualiés

alors a considérer.

& Domaine animé du méme mouvement que le fluide

Plagons-nous dans I'hypothése ou il n'y a pasiffiesibn massique dans le fluide.

Nous choisissons a l'instant initial un domaingide A, et nous suivons dans leur
mouvement les molécules qu'’il contient.

La frontiereZ deA va donc ici se déplacer et se déformer en fonaiomouvement
des molécules qu’elle entoure, cependantXjua renfermer toujours les mémes molécules.

Cette procédure est connue sous le nomedeription lagrangiennepar opposition a
la description eulérienngui utilise un domain® fixe.

A chaque instant, la quantité totélede la grandeur physique contenue darmspour
valeur :

K:J'Cdr
A

comme dans 1.3.1, mais cette fdisest mobile. Aussi, pour la distinguer de la deivé
. 0K _ " . DK f i o
cIas&queE, la variation deK par unité de temps est-elle notee—rgt— et appeléealérivée

particulaire.
En description eulérienne du mouvemefit fixe), le bilan fait intervenir quatre
grandeurs (8 1.3.1) :

- la variation de&K :

x_foc
ot D Ot
- le flux @s a travers la surfac® di au mouvement du support matériel ;
- les sources surfaciquéks;
- les sources volumiquéy;,
et 'équation s’écrit :
oK
E:Ql_QS_CDS )@
En description lagrangienne du mouvement, il n'glas de flux a traver& dd au

mouvement du support matériel puisguee déforme en suivant ce mouvement. Il reste donc
dans le bilan :



- la variation deK : % = R cdr;
D Dt Ja

- les sources de surfa@e;
- les sources volumiquéy;,

d’ou I'équation :

% =Q - Qs (2)

La dérivée particulaire est donc égale a la puissades sources damket sur2.

Soit alorsD le domaindixe qui coincide aved a I'instantt. Le bilan instantané sap

est conforme a la relation (1). Mais d’autre part,comparant (1) et (2), on voit g / Dt
s’écrit également :

oK ok
Dt at >

soit : 2K I 9C 47 +IC\7.F1dS 3)
Dt D Ot S

d’ou I'on déduit I'expression de la dérivée partare locale :

DC _oC , Givev 4)
Dt ot
SiDC / Dt = O, cela signifie queC est constante sur une trajectoire. En particulier,

dans un écoulement permanent, les condit{@ns cte sur une trajectoi:{eet{divC\7 =0f

sont équivalentes.
On appelleécoulement isochoran écoulement tel que = cte sur une trajectoire.

Dans ce cas, on a en tout poiﬁi :0 grad p. D’autre part, d'aprés (4),

divp\7 =0=p divV +\7.grad,0
Par conséquentdiv\7 =0. Il n'est donc pas nécessaire que le fluide smithore pour que
cette propriété soit vérifiée.

¢ Domaine animé d’'un mouvement propre

Replacons-nous maintenant dans le cas générdlpeut y avoir diffusion massique,
et supposons que I'on veuille écrire un bilan poordomained animé d’'un mouvement

donné. Chaque point de la surfaZea une vitessaV =W( X,¥,z,t). Au méme point, a

linstantt, la vitesse de 'écoulement 8ét

SoitV, la vitesse relativeV, =V - W

La puissance instantanée des sourceg saetr dans4 est toujours Q, - Qs. Quant au
flux @sa travers?, il a pour valeur :



cpZ:IC\Tr.ﬁdz
2

Soit XK la variation dé&K pendant un petit intervalle de termyits Le bilan s’écrit :
XK — -
E:Q' -Qs -~ @5 =Q, -Qs~ —L_CVr ndx

Appelons D le domaine fixe qui coincide avef a l'instantt. On peut encore
conserver la définition précédente de la dérivétiqudaire en posantDK / Dt = Q — Qs
soit d’apres (3) :

DK:I a—Co|r+jc\7.ﬁo|s.
S

ﬁ D Ot
On a dans ce cas :
%=%—J.C\7;.Fld8
a Dt S

La notion de dérivation particulaire présente teng intérét historique et heuristique
en mécanique des fluides car elle a permis la fatiom des équations de bilan local. En
effet, pour établir directement ces relations, @puti chronologiquement précéedé les équations
de bilan intégral, le recours a la dérivation mattire ne peut étre évité. Mais dans la
pratique, elle n’est vraiment indispensable quesdias cas particuliers.

1.A.2. — CALCULS RELATIFS AU BILAN DE QUANTITE DE M OUVEMENT

Pour écrire le bilan de quantité de mouvement.883}, il a fallu faire intervenir les
termesdivP et divT , que nous calculons ici.

L J Le tenseur des quantités de mouvemena pour composante®; = pViV,.

La divergence d'un tenseur d'ordre 2 est un vect®a composante suivant la
coordonnéei est par définition (on utilise la convention densnation sur les indices
répétés) :

= oR.  0d(pVV, —
(divP) :a' = 9PV, ’):div(\/i PV)
X

j 0X;

dou:
(divP) =gradV; .oV +V; divpV
et enfin, conformément a (1.33a) :

divP = grad\7.,o\7 +\7div,o\7

¢ D’aprés (1.18b), on a d’autre part :
divT = - div pl + div{(— % U div\7j|= } +2divuD.



Le premier terme se décompose en deux :
divpl = pdivl + | .grad p
mais | étant le tenseur unitéivl =0 et il reste :
div pl_ =gradp
De méme pour le second terme :
div{(— % U div\7j i } = —% grad( ¢ divV)
etsiu=cte:

div{(— % U div\7j|= } =— % u grad(divV)

\4 Dans le troisieme terme, on admettra d’alrdcte, d’ou : div,uB =u divD.

Compte tenu du fait que; =-| — + —— | (relation 1.9), on obtient :

2 OXJ 6Xi
(D) =28 o[V, Vi | _1fo™ o &Y
! 6X] 2 ax]z aXi GXJ 2 aXJZ 6Xi 6X]

ou encore :
=) 1 0 . =
(dIV D)i =— | div gradV; + —divV |.
2 aXi

Par con_séquent :
24 divD = ,u(div gradV + grad div\7)

soit en définitive (relation 1.33c) :

div'? =—gradp + ,u(AV + é grad div\7)

L] Siu #cte:

. = 0 0 ov. 0V,
(dIV 2 D)- =— (ug; )= Ly
H ! GXJ (Iu I ) GXJ [Iu(axj aXi le

9 ( avi] Y _
= U + 5 U , que nous noterons :

an 6XJ Xj 6Xi

= 0O + (1)

Les choses sont claires pour le premier terme :
(1) =div ugradV,



Elles le sont moins pour le second, que nous auraérét a détailler

oV, oV,
(ny=u-2| S0 20 ok
an 6Xi aXi 6x]

ce que la commutativité de I'opérateur dérivatiennpet d’'écrire :

() =u— + =u (grad dlvV)i +| gradV.gradyu
0Xi OXJ 0Xi 6XJ i

ou ! désigne la matrice transpos@germutation des indicéstj).

D’ou finalement :

_— —

= _ R — t
2 divuD =div gradV)+ U graddivV + gradV .grad u

Alors :

—_— _— —

= _ — —_— - — t
divT =-gradp - — grad (¢ divV) + div(,ugradv)+ U graddivV + gradV .grad u

wIN

et puisque :

grad (u div\7) = u grad divV + divw grad
on obtient en regroupant :

= —_— _ _— — —_ — t —_ —
divT = - grad p + div gradV)+ % U graddivV - % divv grady + gradV .gradu

1.A.3. — CALCULS RELATIFS AU BILAN D’ENERGIE CINETI QUE

On veut expliciter les termes de I'équation (1)39a

v ﬂﬂ)
ot

Le premier terme s’écrit :

— — —2
\7,&’_)0 v :v_[pf’v +\70_pj:p0[V_J+\726_p

+\7.divl?> = pE v +\7.div?

ot ot ot ol 2 ot

et en appliquant I'équation de continuitéiv(p\7) =-0dpl/at :

\7.@— a{ﬁ]+\72 9p \72 div \7)

a Palz2 2 2
soit :

— —2 —2

ot ot 2 2

Connaissant I'expression aiv P, donnée par (1.33a), le second terme devient, en
utilisant la convention de sommation sur les inslicégpétés :



\7.divF’=Vi {pv.ﬁivi +V, div(p\7)}:,ov grad—+V le(,OV)
~2

¢ V .divP = div —V +—V divioV
p 20 divlov)

Enfin, le dernier terme s’écrit :

-~ = 00;;
V.divT =V, —
X
Oou encore :
- = 0. o; V.
' V .divT = (I U)—Uijal
an aX]

En reportant® , ¢ | ¥ dans (1.39a), on obtient (1.39b) :

al Vv |V = - = a(ViUij) oV
| p—|+div| p—V |=pF V + -0 —L
at| 2 P72 p 0X; Vox,

—2 —2

1.A.4. BILAN D’PENTROPIE : FORMULATION CLASSIQUE

Il peut étre utile de bien préciser comment larbill’entropie écrit en 1.3.7.2 se
raccorde avec les formulations traditionnelles eltoad principe.

Partons de I'expression (1.77). Puisque I'onca= 0, elle s’écrit encore :

j 9(ps) dr = - ps\7.ﬁds+jla.ﬁdS+IigradT.ﬁdS
D Ot S sT sT

(1)

L’expression a droite de I'inégalité représentéiug entropique di aux échanges avec
le milieu extérieur. En écriture symbolique, onaad :

dS=d.S
ou encore, en notamk S la production d’entropie due aux changementsrie®du systeme
diS=J. o(s)dr =0
D

dS=d;S + d,S

SiD estun systémiermé(\7 =0 a la frontiere)dont la température de surface T est

uniforme on retrouve a partir de (1) la relation connue :
dS=>dQ/T

oudQ est la chaleur échangée avec 'extérieur.

Enfin, s'il s’agit d’'un systemé&rmé et isol¢sans échanges d’énergie avec I'extérieur)
dQ=0 etlona:

dS:diSZO.



1.A.5. - EXPRESSION DES EQUATIONS LOCALES DE BILANSEN
COORDONNEES CYLINDRIQUES

Coordonnées : x (composante U), r (composante V)
0 (composante W).

Equation de continuité
ou 190 1 oW
ERET MY Tk
Equations de Navier-Stokes

ou ou W oU
oU LUy

a m T w T e
Y NN L
ppox ox*  or* ror r* 09’
G WO W
ot 0x or  r 00 r
=&_16_p;«v{62_v+1_@_v_+19i_v_v_+az_v_z_z@_vz}
p por o* ror r? 00>  oxr r* r* o0
W W W WO VW
o 0x or r 09 r

_Fy 1dp v r>w 16W+ 1 o*w 62W+_____
- orr ror 12 002 ox* 1o r?
Equation d’énergie (avec P = 0)

oT UaT V6T+W8T 62T+62 +16T+162T Lo
e ox or r 90 x>  or* ror r? 007

Fonction de dissipation, cas axisymétrique

o=l (ZV 4 2 (U] 4+ (2 L 8UY
=H or r? 0x ox  Or




