Modéles stochastiques
Master 2 M-A

Exercice 1: On tire simultanément deux jetons d’une urne contenant quatre
jetons numérotés de 1 & 4. Soit X le plus petit et Y le plus grand des numéros
obtenus.

1)- Déterminer la loi conjointe et les lois marginales de X et Y.

2)- X et Y sont-elles indépendantes?

3)- Déterminer la loi conditionnelle de Y lorsque le plus petit numéro toré
vaut 3.

4)- Déterminer la loi conditionnelle de X lorsque le plus grand numéro tiré
est pair.

5)- Déterminer I’espérance et 1’écart-type de Y lorsque le plus petit numéro
tiré vaut 3.

6)- Calculer cov (X,Y).

Solution:
1)- Loi conjointe de X et Y :

X\Y 2 3 4 Total
1 1 1 1 3
O B
S
3 0 0 g 5
Total % % 5 1
Loi marginale de X :
3 2 1
Pii 5 & ©
Loi marginale de Y :
WoZ s
Pi & & 6

2)- X et Y ne sont pas indépendantes, car il y a plusieurs cas ol p;; # pi.D.;

(P21 # p2.p.1)-
3)- Loi conditionnelle de Y lorsque le plus petit numéro tiré vaut 3 :

Yj

2 3 4
Pj/x=3 0 0 1

4)- Loi conditionnelle de X lorsque le plus grand numéro tiré est pair

T
Pi/(y=2 ou 4)
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1
1
2

E(Y/X=3)=4;\/Var(Y/X=3)=0
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Exercice 2: Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires dont la loi est
déterminée par la densité:

flz,y) = { kxy si (z,y) €[0,2] x [0,5]

0 sinon

1)- Déterminer la valeur de k.

2)- Déterminer les lois marginales de X et Y.
Ces variables sont-elles indépendantes?

3)- Déterminer la loi conditionnelle de X /Y = y.

Solution:
1)- On a

//Rf(ac,y)dacdy:1=>k</02mda:> (/Osydy) :1:>k:%.

2)- Loi marginale de X :

5 275 z
0.2 fx @ = [ faman=k xydy=215[:cy2} e
x¢[0,2): fx(z)=0

Loi marginale de Y :

2 2 2
6[0,5]:fY(y):/Rf(x,y)dx:k/0 xydy—;kr)[zyh—;y

y¢10,5]: fy (y) =0

On a:
vz € [0,2], Yy €[0,5] : fx (2) fy (v) = f (z,9)

donc X et Y sont indépendantes.



3)- Loi conditionnelle X /Y =y :

Fxpv(afy) = J;f(’yy)) — fx (@)=

Exercice 3: Soit Q = {1,
X,Y : Q — R définies par X (1
Y (w) = w? pour tout w € Q.

1)- Donner la tribu o (X) engendrée par X.

(rappel: c’est la plus petite tribu G de Q telle que X : (©2,G) — (R, B(R))
est mesurable).

2)- On munit © de la loi uniforme. Donner E (Y /o (X)).

(Soit X une variable aléatoire on note £ (Y /X ) = E (Y /o (X)) ou o (X)
est la tribu engendrée par X et Y € L1).

2,3,4,5} muni de la tribu F = P (2). Soit
)=X(12)=0,XB3)=1,X4)=X(B)=2et

Solution:
1)-

o(X) = o({1,2},{3},{4,5})
= {0,9,{1,2},{3},{4,5},{1,2,3} ,{1,2,4,5} {3,4,5}}
2)- Soit Z = E(Y /o (X)). Z est o (X )-mesurable donc constante sur cha-
cun des ensembles {1,2},{3} et {4,5}. Par ailleurs, si A est un de ces trois

ensembles, on a :
E(Z14)=E(Y1y).

Donc:

Y ZW)Pw) =) Y(w)Pw).

w€eA weA
Si A ={1,2}, on obtient:
Z(LWPM+Z2)P2)=YQ1)P(L)+Y (2)P(2)
comme Z (1) = Z (2), alors:

Zpy (P +P(2) =Y (1) P(1)+Y(2)P(2)

)
— Z{172} = §

et on trouve: A1
Zzy =9, Zugy = 5



Exercice 4: Soit (Q,F, (F,), ,P) un espace probablisé filtré et

n?

X, = Z 1p,
k=1

avec B,, € F, pour tout n.
Montrer que (X,,) est une sous martingale.

Solution:
Le processus (X,,) est adapté (X,, € F,,) et intégrable (E (| X,]) < 00). De
plus:

E(Xn+1/Fn)=E (g, + Xn /Fn) =E (1., /Fn) + X» > X,

car
1., > 0= E(1p,,, /Fa) > 0.

Donc (X,,) est une sous martingale.

Exercice 5: Pour (z,y) € R?, on définit:
f(x,y) = 6:L.y 1{0<y<ﬁ<1}

)- Vérifier que f est bien une densité de probabilité.
)- Calculer les densités marginales fx et fy .

)- Calculer fx,y(z/y) et fy/x(y/z).

)_

1
2
3
4)- Calculer E(X/Y) et E(Y/X).

Solution:
1)- On a:

1 NG
// f(z,y)dedy = / dx/ 6rydy
R2 0 0

1
— /dq; [3961/2](\)/E
0

1
/ 32%dx = [azﬂé =1
0

donc f est une densité de probabilité.
2)- Loi marginale de X:

fx (@)= /Rf(iv,y)dy siz€]0,1]
0 sinon
on a:

ve VE
/ f (ZIJ, y) dy = / 6rydy = [31‘y2]0 = 322
R

0



donc:
fx (@) = 38" L{gcncry-

Loi marginale de Y:

/f(w)dx siy 0.1
R

Iy (y) = {
0 sinon
/ f(z,y)de = / 6rydr = [3x2y] , =3y (1 — y4)
R y?
donc
Jy () =3y (1 —y") Ljocy<y
3)-
x, 2x
Pipetafn) = LD — 2y )
fyix(y/z) = ?)((:r(,xy)) 2yl{o<g<\f<1}
4)-
231" 1—yf
E(X/Y:y) /l'fx/yl’/y Lzl y4 |: y4§ y2:3§1_34§
VE 92 2431V" 2
B/ =)= [upexman = [© = 2] 2




