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Exercice 1: Soit l’application ψ : R2 → R2 définie par:

ψ(x, y) = (xey , y)

1)- Montrer que ψ est de classe C1 sur R2.
2)- Montrer que la différentielle dψ(x,y) de ψ est inversible en tout point (x, y) ∈ R2.
3)- Montrer que ψ est injective.
4)- Montrer que ψ est un C1-difféomorphisme global.

Exercice 2: On considère la fonction

f(x, y) = 1− yex + xey

1)- Calculer f(0, 1).
2)- Démontrer qu’il existe un voisinage U de 0 dans R, un voisinage V de 1 dans R et une
application ϕ : U → V de classe C1 tels que

∀x ∈ U , ∀y ∈ V f(x, y) = 0 ⇐⇒ y = ϕ(x).

3)- Calculer ϕ′(0).

Exercice 3: Soit Ω = ]−∞, 1[× R et définissons f : Ω→ R par f (x, y) = x3 + y3 − 1.
1)- À l’aide du théorème des fonctions implicites, montrer que pour tout (a, b) ∈ Ω vérifiant
f (a, b) = 0, il existe un voisinage U de a et unique fonction ϕ : U → R de classe C∞ telles
que ϕ (a) = b et f (x, ϕ (x)) = 0 pour tout x ∈ U .
2)- Calculer ϕ′ (a).
3)- Vérifier qu’on fait ϕ est de classe C3 et qu’elle vérifie l’équation différentielle

ϕ2 (x)ϕ′′′ (x) + 6ϕ (x)ϕ′ (x)ϕ′′ (x) + 2 (ϕ′ (x))
3

+ 2 = 0.

Exercice 4: On cosidère l’application ϕ : R2 → R2 définie par :
(x, y)→ ϕ(x, y) = (sin(y/2)− x, sin(x/2)− y) .

1)- Montrer que ϕ est de classe C∞ sur R2.
2)- Calculer la Jacobienne de ϕ et montrer que sa différentielle dϕ(x,y) est inversible pour
tout (x, y) ∈ R2.
3)- En déduire que ϕ est un difféomorphisme local de classe C∞ de R2sur son image.
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4)- Utilisez le théorème des accroissements finis pour démontrer que, pour tous u1 et u2 avec
u1 < u2, il existe u ∈ ]u1, u2[ tel que :

sin(u2/2)− sin(u1/2) = 1
2
(u2 − u1) cos(u/2).

En déduire que ϕ est injective.
5)- Déduire que ϕ est un difféomorphisme global.
6)- Soit (u, v) = ϕ(x, y). Calculer dϕ−1(u,v) en fonction de dϕ(x,y).

Exercice 5: Le paraboloïde de révolution est la surface obtenue faisant tourner une parabole
autour de son axe, son équation cartésienne:

S =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = z
}

1)- On définit la fonction f par f(x, y, z) = x2+y2−z. Montrer que 0 est une valeur régulière
de f .
2)- Montrer que S est une surface régulière.
3)- On considère l’application X : ]0,+∞[× R→ R3 définie par:

X(u, v) =
(√

u cos v ,
√
u sin v , u

)
Montrer que X est une paramétrisation du paraboloïde S.
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Exercice 1: Soit l’application ψ : R2 → R2 :

ψ(x, y) = (xey , y)

1)- Comme les composantes de ψ sont de classe C1 alors ψ est de classe C1 sur R2
2)- On a :

Jac(ψ) =

(
ey xey

0 1

)
et detJac(ψ) = ey 6= 0 donc dψ(x,y) est inversible.
3)- Pour tout (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2:

ψ(x1, y1) = ψ(x2, y2) =⇒ (x1e
y1 , y1) = (x2e

y2 , y2)

=⇒
{
x1e

y1 = x2e
y2

y1 = y2
=⇒ (x1, y1) = (x2, y2)

donc ψ est injective.
4)- Comme ψ est une application de classe C1 sur R2 et injective et dψ(x,y) est inversible
alors, d’aprés le théorème d’inversion globale, ψ est un C1-difféomorphisme global.

Exercice 2: Soit :
f(x, y) = 1− yex + xey

1)- f(0, 1) = 1− 1 + 0 = 0.
2)- Comme f est de classe C1, f(0, 1) = 0 et

∂f

∂y
(0, 1) = −1 6= 0 ,

(
∂f

∂y
(x, y) = −ex + xey

)
,

alors, d’aprés le théorème des fonctions implicites, il existe un voisinage U de 0 dans R, un
voisinage V de 1 dans R et une application ϕ : U → V de classe C1 tels que

∀x ∈ U , ∀y ∈ V f(x, y) = 0 ⇐⇒ y = ϕ(x).

3)- On a :

ϕ′(0) = −
∂f

∂x
(0, 1)

∂f

∂y
(0, 1)

∂f

∂x
(x, y) = −yex + ey =⇒ ∂f

∂x
(0, 1) = e− 1

donc :
ϕ′(0) = e− 1.
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Exercice 3:
1)- Soit (a, b) ∈ Ω telle que f (a, b) = 0.
on a f ∈ C∞ (Ω) car f est une fonction élémentaire.

Pour montrer que
∂f

∂y
(a, b) 6= 0 on suppose le contraire c-à-d

∂f

∂y
(a, b) = 0.

On a
∂f

∂y
(x, y)

∂f

∂y
(x, y) = 3y2 =⇒ ∂f

∂y
(a, b) = 3b2 = 0 =⇒ b = 0

d’où
f (a, b) = a3 + b3 − 1 = 0 =⇒ a3 = 1 =⇒ a = 1

ce qui contredit l’hypothèse que a ∈ ]−∞, 1[. Il vient que
∂f

∂y
(a, b) 6= 0.

On peut donc appliquer le théorème des fonctions implicites qui assure l’existence d’un
voisinage U = ]a− ε, a+ ε[ , (ε > 0) de a et un voisinage V de b ∈ R (donc V = R) et une
unique fonction ϕ : U → R de classe C∞ tels que ϕ (a) = b et f (x, ϕ (x)) = 0, ∀x ∈ U.
2)- D’aprés le théorème des fonctions implicites

ϕ′ (a) = −
∂f

∂x
(a, b)

∂f

∂y
(a, b)

= −3a2

3b2
= −a

2

b2
.

3)- D’aprés 1, ϕ est aussi de classe C3. De plus ϕ vérifie

f (x, ϕ (x)) = 0,∀x ∈ U c-à-d x3 + (ϕ (x))3 − 1 = 0 x ∈ U

si on dérive cette équation par rapport à x trois fois successivement on trouve l’équation
différentielle

3x2 + 3ϕ2ϕ′ = 0.

Puis une deuxième dérivation

6x+ 6ϕ (ϕ′)
2

+ 3ϕ2ϕ′′ = 0.

Puis une dernière dérivation

6 + 6 (ϕ′)
3

+ 12ϕϕ′ϕ′′ + 6ϕϕ′ϕ′′ + 3ϕ2ϕ′′′ = 0

c-à-d
2 + 2 (ϕ′)

3
+ 6ϕϕ′ϕ′′ + ϕ2ϕ′′′ = 0.
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Exercice 4:
ϕ : R2 → R2

ϕ(x, y) = (sin(y/2)− x, sin(x/2)− y)

1)- ϕ a des coordonnées de classe C∞ elle l’est donc donc aussi.

2)- On a:

Jac ϕ(x,y) =

(
−1 1

2
cos y

2
1
2

cos x
2

−1

)
et

det
(
Jac ϕ(x,y)

)
= 1− 1

4
cos

x

2
cos

y

2
≥ 3

4
> 0.

Par conséquent la jacobienne est inversible et dϕ(x,y) ∈ Isom (R2,R2) (c-à-d dϕ(x,y) est
inversible).

3)- Comme ϕ est de classe C1 sur R2 et dϕ(x,y) est un isomorphisme de R2 alors ϕ est un
C1-difféomorphisme local de R2 sur son image.

4)- La fonction x → sin x
2
est continue sur [u1, u2] et dérivable sur ]u1, u2[ alors, d’aprés le

théorème des accroissements finis, il existe u ∈ ]u1, u2[ tq

sin
u2
2
− sin

u1
2

=
1

2
(u2 − u1) cos

u

2
.

Soit (x1, y1) , (x2, y2) ∈ R2 tq: ϕ (x1, y1) = ϕ (x2, y2) donc: sin
y1
2
− x1 = sin

y2
2
− x2

sin
x1
2
− y1 = sin

x2
2
− y2

=⇒

 sin
y2
2
− sin

y1
2

= x2 − x1
sin

x2
2
− sin

x1
2

= y2 − y1

=⇒


1
2

(y2 − y1) cos
y3
2

= x2 − x1
1
2

(x2 − x1) cos
x3
2

= y2 − y1
=⇒

(
1− 1

4
cos

y3
2

cos
x3
2

)
(y2 − y1) = 0

avec y3 ∈ ]y1, y2[ et x3 ∈ ]x1, x2[

=⇒ y2 = y1 et x2 = x1

alors ϕ est injective.

5)- Comme ϕ est de classe C1 sur R2 et injective et dϕ(x,y) est isomorphisme de R2 (det
Jacϕ(x,y) 6= 0) alors ϕ est un C1-difféomorphisme global.

6)- On a:

dϕ−1(u,v) =
(
dϕϕ−1

(u,v)

)−1
.

5



Exercice 5: Soit :

S =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = z
}
et f(x, y, z) = x2 + y2 − z

on a :
S =

{
(x, y, z) ∈ R3 : f(x, y, z) = 0

}
= f−1 ({0})

1)- Comme
∂f

∂z
(x, y, z) = −1 6= 0

alors f n’admet aucun point critique donc 0 est une valeur régulière de f .
2)- On a S = f−1 ({0}) et 0 est une valeur régulière de f alors S est une surface régulière.
3)- On considère l’application X : ]0,+∞[× R→ R3 définie par:

X(u, v) =
(√

u cos v ,
√
u sin v , u

)
Tout d’abord on montre que Im(X) ⊂ S. Si on pose x =

√
u cos v , y =

√
u sin v et z = u

alors x2 + y2 = u cos2 v + u sin2 v = u = z d’où Im(X) ⊂ S.
On a :
a)- X est de classe C1donc X est différentiable.
b)- X est homéomorphisme :
X est bijective car

X(u, v) = (x, y, z) =⇒


x =
√
u cos v

y =
√
u sin v

z = u
=⇒

{
u = z

y
x

= tan v
=⇒

{
u = z

v = arctan y
x

=⇒ X−1(x, y, z) = (u, v) = (z, arctan
y

x
)

et X et X−1 sont continues.
c)- Condition de régularité :
On a :

Jac X =

 ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∂z
∂u

∂z
∂v

 =

 1
2
√
u

cos v −
√
u sin v

1
2
√
u

sin v
√
u cos v

1 0


le mineur

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣ 1
2
√
u

cos v −
√
u sin v

1
2
√
u

sin v
√
u cos v

∣∣∣∣∣ = 1 6= 0

ou :

dXu ∧ dXv =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

1
2
√
u

cos v 1
2
√
u

sin v 1

−
√
u sin v

√
u cos v 0

∣∣∣∣∣∣ = −
√
u cos v ~i−

√
u sin v ~j + 1~k 6= ~0

d’où la régularité.
De a), b) et c) X est une paramétrisation pour S.
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