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Chapitre 1

Rappels et compléments sur les
différences finies

1.1 Notions fondamentales de la méthode des dif-
férences finies

Définition 1.1.1 : Une EDP est une relation entre les wvariables indépendantes
X1, Ta, ..., Tn, la fonction u, et ses dérivées partielles.

Dans le cas de 2 variables :
— Une EDP d’ordre un s’écrit par la relation :

ou ou

f(SU,y,’UJ(ﬂ?,y), a_x<x7y)7 8_y(x7y)> = 0.

— Une EDP d’ordre deux s’écrit par la relation :

ou ou 9*u 0*u 0*u
f(ﬂf,y,u(ai,y), %('T,y), a_y(‘ray)7 @(%,y% a_y2($7y)7 ax—ay($7y>> = 0.

Définition 1.1.2 : On appelle ordre d’une EDP [’ordre le plus élevé des dérivées
partielles intervenant dans 'EDP.

Définition 1.1.3 : Une EDP est linéaire si I’équation est linéaire par rapport aux
dérivées partielles de la fonction u.

Exemples 1 :



1.2. CONSISTANCE, STABILITE ET CONVERGENCE

0? 0?
1) L’équation de Laplace : 8_126(3:’3/) + G—Z(w,y) = 0, est une équation linéaire
z Y
d’ordre deux.
9% 0 o 0
@(8_;)(1:’ y) + xg—;;(x, y) — ua—Z(x,y) = 0, est une équation non

linéaire d’ordre 3.

2) L’équation :

Définition 1.1.4 ( Probléme aux limites) : On appelle probléme aux limites une
équation aux dérivées partielles munie de conditions aux limites sur la totalité de la
frontiére du domaine sur lequel elle est posée.

Exemples 2 :
0%u 9%u )
1) _@(may)_a_yg(xagﬁ :f(x>y>7 (xay) cQCR 7 c’est un probléme aux
u=0, (x,y) € 00 .
limites.
dx(t)
2) { dr f(t,z), pour 0 <t <TeR , n’est pas un probléme aux limites.
x(t =0) = zo (conditions initiales )

Définition 1.1.5 (Probléme bien posé) : On dit que le probléme Au = f est bien
posé si pour toute donnée f il admet une solution unique u, et si cette solution u
dépend contintiment de la donnée f.

1.2 Consistance, Stabilité et Convergence

Considérons une EDP avec ses conditions aux limites et initiales :
Y(u)=0 (*)

de solution u : 2 — R.
Pour chaque point ih I’équation (x) est discrétisée par différences finies sous la
forme : W;(u) = 0.

1.2.1 Consistance

La consistance d’une méthode assure que la solution discréte tend vers la solution
exacte lorsque le pas de la subdivision A tend vers 0.

Définition 1.2.1 : Une approximation est consistante d’ordre p s’il existe une constante
¢ > 0 indépendante de h tel que l’erreur est majorée par c.h? pour p > 0 fixé.

Boudiaf Naima Univ Batna 2 Département de Mathématiques



1.2. CONSISTANCE, STABILITE ET CONVERGENCE

1.2.2 Stabilité
La stabilité d’un schéma est une notion visant a mesurer la propagation des

erreurs engendrées par les calculs précédents dans un schéma numérique.

Définition 1.2.2 : 57 les fonctions V; sont linéaires, alors la méthode peut s’écrire

comme un systéme linéaire Apu, = by,. On dit que ce schéma numérique est stable si

1
la matrice de discrétisation Ay satisfait : ||A,:1HoO < 3

Lemme 1.2.1 : Si les fonctions V; sont linéaires, alors on a l’estimation suivante

sur les solutions du systéme : |up| . < < [|bnll -

1.2.3 Convergence

Définition 1.2.3 : La méthode converge, si l’erreur globale r = max |r;| tend vers 0

lorsque le pas de la subdivision h tend vers 0.
Théoréme 1.2.1 : une méthode stable et consistante est convergente.

Définition 1.2.4 (Maillage) : Soit Q un domaine borné de R™. Un maillage de 2
est un découpage de ) en polyédres ( triangles ou rectangles pour n = 2, et tétraédre
ou hexaédre pour n = 3). Les sommets des polyédres sont les noeuds du maillage.

Exemples 3 :

1 e .
1) Q=]0,1[, h= T (pas de discrétisation), n € N.

Q= {x; =1ih, 0 <i <n+ 1} un maillage de Q.

-& > - - - -
X'_'Izﬂ X1 ¥ig ¥ Xis1 x.ﬂ-T:'.f

2) 0=10,1[x]0,1], h=

1 n € N (maillage régulier).
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1.3. CLASSIFICATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 2

Qn = {(ih,jh), 0 <i,j <n+ 1}, c’est 'ensemble des carrés délimités par les
droites d’équations x = th, y = jh, 1 <1i,j7 <n.

Wa= 31
Wa= =2
Yo=

¥=0 x=h x:=2h x:=3h x=1

maillage régulier pour n=3

1.3 Classification des équations aux dérivées par-
tielles linéaires d’ordre 2

L’équation aux dérivées partielles linéaires d’ordre 2 & deux variables s’écrit sous
la forme : o 82 82 5 5
u u u u u
a +d—+e—+ fu= 1
922 " Panay T Tl Tegy T/ (1)

Définition 1.3.1 : On dit que [’équation (1) est

— Elliptique si : b* — 4ac < 0.
— Parabolique si : b* — 4ac = 0.
— Hyperbolique si : b — 4ac > 0.

1.4 Les principales formules des différences finies
Théoréme 1.4.1 (Développement de Taylor) : Soit f une fonction de classe C™*

au voisinage d’un point x € R, alors pour tout h réel on a :

flath) =5 "0 @) + o).
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1.4. LES PRINCIPALES FORMULES DES DIFFERENCES FINIES

Proposition 1.4.1 : Les formules suivantes donnent des approximations des déri-
vées de [ au point x.

1) Formule des différences finies progressive d’ordre 1 en h :

oy e J@ ) = fx)  fle+h) - f(2)
fl(x) = hlino . = - + o(h).

2) Formule des différences finies rétrograde d’ordre 1 en h :

=1
h—0

3) Formule des différences finies centrée d’ordre 1 en h :

P = i LN =S =l) _fo e RS =h)

4) Formule des différences finies centrée d’ordre 2 en h :

f”(l‘) _ f(l' + h‘) — QJ;L(zx> + f(.%' - h) + 0(h2).

Preuve :

3) Ecrivons la formule de Taylor d’ordre 2 aux points (x + h) et (x — h) on obtient :

flx+h) = f(x) +hf'(x) + %Zf"(fv) +o(h?) (1)

h2
fl@=h) = f(z) = hf' (@) + 5 "(@) + o(h) (2)
en soustrayant la seconde équation de la premiére on obtient :

fle+h) = flz—h)

2
o0 + o(h?).

fia) =

4) Ecrivons la formule de Taylor d’ordre 3 aux points (z + h) et (z — h)
on obtient :

Floth) = f@) + hf (@) + @) + @) o) (3)

h3

=@ olh) (@)

Fla+ ) = @) = b (@) + (o) -
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1.4. LES PRINCIPALES FORMULES DES DIFFERENCES FINIES

(3)+(4) donne :

f”(x) _ f(x+h) — 2fh(2x) + f(iL’ B h) —|—0(h2)

ce qui acheve la démonstration.
[ |

Théoréme 1.4.2 : Pour toute fonction f € C*, pour tout point v € R, il existe une
constante ¢ > 0 tel que pour tout h € ]0,1[ on a :

|7“$|: f//(x)_f(x+h)_2fh(f)+f($_h) SC.h2.

(rp Uerreur en point x ).

Remarque 1.4.1 : ¢ dépend de f et x, mais pas de h, on remarque que [’erreur est
divisée par 4 chaque fois que h est divisé par 2.

Preuve (Théoréme 1.4.2) : Le développement de Taylor d’ordre 3 aux points (xz + h)
et (z — h) est donné par :

h? h? h?
f($ + h) = f(.f) + hf/(ﬂf) + ?f”(ﬂﬁ) + Ef"’(x) + ﬂf(4)(91) (5)
oux <6, <z+h,
h? h? h*
flz—=h) = f@) = hf'(2) + 5 f(@) = o ["(2) + ﬂf(“)(é’z) (6)

oulx —h <60y <u.
(5)+(6) donne :

Fla+ B = fa— ) = 2£(2) = B2 (2) + S (FO(0) + 19(02),

utilisons le théoréme des valeurs intermidiaires on obtient :

h2

%(f(w —h) = 2f(2) + [(x + 1)) = ["(x) + 5 (S(B) (7)
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1.5. LA METHODE DES DIFFERENCES FINIES EN DIMENSION 1
APPLIQUEE A UN PROBLEME ELLIPTIQUE

B € 10,01]

o o - & >
X-1 x-h x  x+h x+1

ona:r—1l<zrz—h<b<zr,z<b<zrx+h<z+l/ilsensuit :x—1<6b <<

61 < x + 1, par conséquent | ()| < max | fW(¢)], alors (7) implique :

f”($) B f(l’—i-h) - 2};(237) +f<I_ h) < %xlngtag(x+l |f(4)(t)},

i — (4)
il suffit alors de prendre ¢ 9. max |fW@)] m

1.5 La méthode des différences finies en dimension
1 appliquée a un probléme elliptique

1.5.1 Discrétisation du probléme de Dirichlet

Exemple 1 : (Probléme de Dirichlet homogéne) : Considérons le probléme auz li-
mites swivant :
{ —u"(z) = f(z), pourz € Q=]0,1]
=u(1) =0
avec f € C([0,1]).

Notre objectif est de proposer un schéma qui permettra de calculer des valeurs u;
qui sont des approximations de u(x;).

maille p
i,
- & - & i
Xo :D Xt x ) {3 X.H-Tzf

Le domaine (I'intervalle) [0, 1] est subdivisé en (n+1) points, notons h = 1 le pas

n
d’espace (déstiné a étre petit, n déstiné a étre grand). on a x; = ih, i =0,...,n + 1.
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1.5. LA METHODE DES DIFFERENCES FINIES EN DIMENSION 1
APPLIQUEE A UN PROBLEME ELLIPTIQUE

Pour approcher la dérivée seconde on utilise une formule de différences finies
centrée :

—u(@i1) + 2u(x;) — u(ig)

~ — (@) + olh?)

—u'"(z;) + o(h?) =

remplagons u(z;_1), u(z;) et u(x;y1) par w;_1, u;, et u; 1 respectivement on obtient
le schéma numérique suivant :

—Uj—1 + 2U; — Uip1
2
Ug = O, Un+1 = 0

(

1
ﬁ@m —ug) = f1;

1 .
— ﬁ<_ui—1+2ui—ui+1) =fi, 1=2,....,n—1;

1
\ ﬁ(_un—l + 2“71) = fn-

ce schéma correspond la résolution d’un systéme linéaire qui s’écrit de la manieére
suivante :

29 —-1 0 0 ;
1 2 -1 0 0 t L
0 U2 f2

e e . = = Apu=f (8)
0 o 0
0o . . 0 -1 2 -1
o . . . 0 -1 2 Un fa

Ay, est une matrice tridiagonale, symétrique et définie positive, donc on peut utiliser
la décomposition de Cholesky, A, = LL" pour résoudre le systéme linéaire Ayu = f.

Théoréme 1.5.1 : Supposons que u € C*([0,1]), alors il existe une constante ¢ > 0
tel que pour tout h €10, 1], l'erreur au point x; est donnée par :

_ 3| < 2
max lu; — u(z;)| < e.h”.
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1.5. LA METHODE DES DIFFERENCES FINIES EN DIMENSION 1

APPLIQUEE A UN PROBLEME ELLIPTIQUE

Preuve : Le schéma numérique :

—Uji—1 + 2U; — Uiqq

h2

= f(xz), 1= 1, ., n

est équivalent au systéme :

Au=f

d’un autre coté la solution exacte u(z) satisfait 1'équation suivante :

—u(x;_1) + 2u(x;) —
12

u(xi+1) _ f($)+0(h2)

= Aw=f+r

ou
u(xy) T
u(zs) Ty
w = ’ ,etr=
u(xy,) T
(10)-(9) donne :
Alw—u) =r,

d’aprés le lemme 1.2.1 on a :

1
lw = ulle < 2 7]l

oo —

c-a-d

1
A g ,
1o ) =l < g il

d’aprés le théoréme 1.4.2 on a :

1
o< — (4) 2
il < 5 max [u ()| B2 i =1, m

d’ou :

11
max |u(z;) — u;| < =.— max u(4)(m)‘ h?
1<i<n 8 120<z<1

il suffit de prendre ¢ = %orgaé |u®(z)|. =

(10)
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1.5. LA METHODE DES DIFFERENCES FINIES EN DIMENSION 1
APPLIQUEE A UN PROBLEME ELLIPTIQUE

1.5.2 Principe du maximum discret

Proposition 1.5.1 : Soit f € R" tel que f; > 0 pour touti € {1,2,...,n}. Siu € R"
vérifie Ayu = f, ot Ay, est donnée par (8), alors u; > 0 pour tout i € {1,2,...,n}.

Preuve : Soit
k = min {z / ui = mln(uj)} .
j

On suppose que u, < 0. Trois cas sont possibles : k=1, 1 < k <n, et k =n.
— Pour k=1, (Ayu); = fi1 > 0 entraine :

1
ﬁ(2UI_U2) :f1 >0 = us <2y

or
uy = minu; < Uy
3
donc
2u1 < ug + Uy < ug
(u; < 0), finalement
Ug < Usg

impossible donc u; > 0.
— Pour k =n, (Apu), = f, > 0 entraine :

1
ﬁ<_un71 +2up) = fo > 0= uy1 < 2u,
or
Uy = Minu; < Up_1
3
donc
2Uy < Up—1 + Up < Up_1
(un, < 0), finalement
Up—1 < Up-1

impossible donc u,, > 0.
— Pour 1 < k <n, (Ayu), = fr > 0 entraine :

1
ﬁ(_ukfl + 2up — Upy1) = fr >0

d’ou
(wr — wp—1) + (ugp — ug41) > 0,
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1.6. SCHEMA A CINQ POINTS

mais

up —up—1 < 0, et

up —ugr1 <0

donc
(uk — uk_l) + (Uk — Uk+1) <0

contradiction, il s’ensuit que k ¢ {2, ...,n — 1}, finalement u; > 0,Vi € {1,...,n}.

1.6 Schéma a cinq points
Proposition 1.6.1 : Supposons que u € C*(Q U ON), Q C R? alors on a :

w(z+h,y) +ulx —hy) —du(z,y) + ulx,y —h) +ulx,y+ h)

Au(r,y) = 2

+ o(h?).

Preuve : On a :
9%u 0%u

Au(z,y) = @(Ly) + a—yz@,y)

En utilisant la formule de Taylor d’ordre 3 au voisinage de x +h et x — h

du h? 5% 3 O3u A
u(z + h,y) = u(z,y) + h%(%y) + 3-@(1’79) + g-@(%y) +o(h%)  (11)
ou h? 9%u h3 &u 4
u(z — h,y) = u(r,y) — h%(m,’y) + 5-@(%@ - g'%(%y) +o(h")  (12)
en sommant (11) et (12) on obtient :
0%u u(z + h,y) — 2u(z,y) +ulz — h,y
P, ) drth) =) tule =) o)
D’une maniére similaire on obtient :
0*u w(x,y +h) = 2u(z,y) +ulz,y —h
a—yg(%y) = ( ) (hg ) ( ) + o(h?).

Ce qui achéve la démonstration. m
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1.6. SCHEMA A CINQ POINTS

Exemple 2 : Considérons le probléeme elliptique suivant :
—AU(I7y):f(ZL'7y), (xvy) GQCR2
u(z,y) =0, (z,y) € 0N

_ 1
ou Q = (]0,1))* et f € C(Q). Posons n = 3, alors h = 1
n

proposition précédente on obtient le schéma numérique suivant :

1
= —. D’aprés |
1 aprés la

{ 7 J 111 9 1] 1] v )+ :fij; 1§Z,j§n

h2
Uig=Ugj =Upt1; =Uns1 =0, 0<¢,5<n+1

[FLTI -
Lz1
& - - >
Lioa L Laa Lz Ll

Maillage a cing points

Pouri=1:
—ugy — Uy + 4uyy — Uy — upe = h:f1y, j=1
—Ugg — Ugg + dury — uyp —uz3 = hif1e, =2
—ugg — Uz + dugz — up — urg = M2 f13, j=3
d’ot .
—ugy + dugy — ugp = h2fi1, J=
—Ugg + 4dujy —uyp — w3 = h2fa, j=
—ugg + dusz — uyz = h%fis, J=
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1.6. SCHEMA A CINQ POINTS

Pouri=2
—u1y — ugy 44Uy — Usg — Use = WP for, j =1
—U1p — Usy + AUy — Us1 — Usz = WP fon, j =2
—U13 — Usg + AUz — Usp — Ung = hPfo3, j =3

par conséquent

—uyy — Uz + 4dugy — uge = h? for, Jj=1
—Ujp — Uz + dUge — Uy — Ugz = P fan, =2
—U13 — uss + duog — ugy = h? fas, Jj=3
Pouri:=3
—Ugy — Ugy + AUz — uzo — uss = h2fs1, j=1
—Ugg — Ugo + duge — U3y — uzg = h’f3a, J =2
—Ug3 — Ugz + duzs — Uge — Uza = h®fa3, j =3
il s’ensuit
—ugy + 4ugy — uze = h? fa1, J=
—Ugg + duzy — ugy — uzz = h®fss, j =2
—Ugz + dugs — uze = h® fs3, Jj=3

2 P . .. 2 2
Ce schéma s’écrit sous forme matricielle Au = f, A € R™*™ avec :

u = (u11,u12,u13,U21,U22,U23,U31;U32,U33)T7 = h2(f117f12,f13,f217f22,f23,f31,f327f33)T

et
4 -1 0 -1 0 O O O ©O
-1 4 -1 0 -1 0 0 0 O
o -1 4 0 0 -1 0 0 O
-1 0 0 4 -1 0 -1 0 0 B -1 M
A= o -1 0 -1 4 -1 0 -1 0 = -1 B I
o 0 -1 0 -1 4 0 0 -1 M -1 B
o o O -1 0 O 4 -1 0
o o O o0 -1 0 -1 4 -1
o o o o o0 -1 0 -1 4
4 -1 0 1 00 0 00
ou B = -1 4 -1 ]|,I=1010 etM=10 00
0 -1 4 0 01 0 00

Erreur de consistance :
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1.6. SCHEMA A CINQ POINTS

supposons que u € C*(Q), alors

ou h? 9%u h3 93u h* 0%
u(z +h,y) = u(z,y) + ha—x(%y) + Eﬁ(ﬁy) + E%(Qlay) + ﬂ@(ehy),

r<b0<x+h,

ou h? 0%u h? 03u h* 0*u
u(r —h,y) = u(z,y) — h%(%y) + 3@(%@ - E%(Qz,y) t iy 4(92 Y),

r—h <y <z, dou

0%u uw(r — h,y) — 2u(x,y) +u(z + hyy)  h? 0% o*u
ﬁ(l”y): ( ) (hg ) ¥l )+ﬂ(@(9 y) + 84(02’ Y)),

comme r—1 < 0y < 01 < x+1, par le théoréme des valeurs intermidiaires 30 € |6, 04|
tel que :

*u 1,0% *u
@(9&) = §<6_(01’y) o 4(92, Y))

et dans ce cas

0*u u(@ —h,y) —2u(z,y) tu(z+hy) h*0u
922 & ¥) = B2 1202 500

D’une maniére similaire on obtient :

0%u ~u(w,y —h) —2u(z,y) +u(x,y+h)  h*O'u
8_y2(xay)_ B2 +128 4(

0,
par conséquent

h? 0*u h? 0*u

ol = | 0.9)+ 55,0
< h? [||0*u N o*u
- 12 \J|oxt||, oyt ||
= c.h?,
1 /[]|o* ot
ol c= 5 (' 8_xZ . + ‘ 8_7;: ), on en déduit que le schéma est d’ordre 2.
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Chapitre 2

Introduction succincte a la
méthode des éléments finis en
dimension un

2.1 Définitions et propriétés générales : ( outils de

base)

) est un ouvert de R".

Définition 2.1.1 : ( support d’une fonction ) : Le support d’une fonction f est le
plus petit ensemble fermé de valeurs de x ou f(x) # 0.

Définition 2.1.2 : Un sous ensemble {2 C R"™ est dit compact s’il est fermé et borné.

Définition 2.1.3 : On appelle D(2), (§2 est un ouvert de R™ ) l’espace des fonctions
finiment différentiable sur € dont le support compact et inclus dans €.

Exemple 3 1) :
o={ 1 <l

Ailleurs
a comme support [—1,1] C R, qui est compact, et f € C*(R), donc f € D(R).
2) f:R—R, avec

() = { T, i [, <1

0, si |z, >1

15



2.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES GENERALES : ( OUTILS DE
BASE)

on vérifie facilement que f C D(R), en effet son support est la boule fermée
B(0,1) € R, qui est un compact, et f € C*(R).

Définition 2.1.4 : On appelle fonctionnelle T toute application qui associée a une
fonction ¢ un scalaire (T, ), ¢ € E ensemble de fonctions appelé le domaine de
définition de la fonctionnelle. (T : E — R

o — T () =(T,¢)).

Définition 2.1.5 : Une fonctionnelle T' est dite linéaire sur l’ensemble de fonction
E si elle verifie les conditions suivantes :

— (T, 01 +09) = (T, 1) + (T, 09), Yo,,05 € E;
— (T ,ap) = a(T,p), Ya e R, Vyp € E.

Définition 2.1.6 : Une fonction f est dite localement intégrable sur 2 si elle est
intégrable sur tout compact inclus dans ), autrement dit si :

[1f(z)]dz < oo, YVACQ, A compact.
A

L’ensemble des fonctions localement intégrables sur Q noté L} ().

Définition 2.1.7 : Un espace fonctionnel linéaire E est un ensemble de fonctions
définies sur Q (ouvert) et vérifiant :

— Pourtout we FetaceR,ona: awe FE;
— Pour tout wy,wy € E,ona: w, +wy € K

Définition 2.1.8 : L?(Q) est un espace fonctionnel linéaire ou :

LQ(Q)—{w/w:Q—AR{, et,g{|w(:c)]2dx<oo}

qut est un Hilbert menu de produit scalaire :

(w, U>L2(Q) = (j;(w(gs)u(x))dx

Définition 2.1.9 : ( Espace de Sobolev)
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2.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES GENERALES : ( OUTILS DE
BASE)

— On note H'(Q) I'espace fonctionnel linéaire défini par :

HY(Q) = {w € L*(Q) / g_w € L*(Q), Vi} :

X

w
sont prises au sens faible (au sens de distributions ).

7

les dérivées

— L’espace :
Hy(Q) ={we H'(Q) / wlsq =0}

— On note :
ow Pw O*w

Doy a7 Dwidw,

H(Q) = {w e L2(Q) / € L2(9), Vi}

1

Exemple 4 : Q = |0,1], f(z) = 27 € L2(Q), car [(27)%dz = 2 < o0, 27 ¢
0

L3(Q).

Proposition 2.1.1 :

— l’espace de Sobolev H'(£2) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire
défini par :

(w, u) 1 gy = [(wu+ Vw.Vu)dr
Q

ow Ow 6w)
Oxy Oxy’ 7 Oxy,

wyu: Q2 —R | Vw=

par :

T et la norme associée est donnée

2

iy = (f(0 + 1Vuf)a)
— T'espace H}(Q) est menu de la norme :

1
2

2
ol = ( JO70Pe) "
Q
et le produit scalaire associé :

(w, “>H§(Q) = [Vw.Vudz.
0

Définition 2.1.10 : La fermeture de D(Q) est Hy(Q2) dans H*(Q).
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2.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES GENERALES : ( OUTILS DE
BASE)

Corollaire 2.1.1 : Soit Q un ouvert de R™, alors D()) est dense dans LP(SY), pour
1 < p < oo. (En particulier D(S)) dense dans L*(f2)).

Preuve : Brezis page 71. m

Théoréme 2.1.1 : Soit Q C R" owvert et f € L}, (), tel que :
[ fpdz =0, Ve D),

alors f =0 p.p sur €.

Preuve : Brezis page 61. m

Lemme 2.1.1 : Soient Q) un ouvert de R", et f une fonction continue dans € si
Vo € D(Q) on a [ f.odr =0, alors f =0 p.p sur Q.

2.1.1 Inégalité de Cauchy-Schwartz

Lemme 2.1.2 : Soient w et u deux fonctions de L*(2), alors :

[, | < [0l ey - Il e

Preuve : (TD). =

2.1.2 Inégalité de Poincaré

Théoréme 2.1.2 : Soit Q un ouvert de R borné dans une direction d’espace ( ou
plus ) alors il existe une constante ¢ > 0 , ne depend que de Q) tel que :

Vw € Hy(Q), |l 2y < e(Q) [wll 30
Exemple 5 : Posons Q) = |a,b[, on a :
H' Q) ={wel*Q) /uwel*Q)} et

Hy(Q) ={w e L*(Q) / v’ € L*(Q) et w(a) = w(b) = 0}.
On a :

wia) = ful(t)dt = [Laf()dt < [La/ (Ot = (10) g

a
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2.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES GENERALES : ( OUTILS DE
BASE)

mégalité de cauchy-schwartz implique :

u(@)| < (512dx)1(f|w )

d’otu :
[l 20y < (b= a) [[w] 1o

il suffit de prendre c¢(2) = b — a.

Remarque 2.1.1 : les deux normes ||. ||H1 o et Iy q) sont équivalentes dans

Hy(9).
Preuve : En effet, d’aprés I'inégalité de Poincaré :

2
lwlza@y < Q) ol @)

— ol + (f @) de) < 30 ol + (f 100

= *(Q) H’w“fzg(n) + HwHHé(Q)
ce qui entraine :
2 2
lwlir )y < ((Q) + 1) [[wli - (13)
D’un autre co6té on a :
2 2 2 2

[l ) = lwllze@) + 1wl = lwllm g (14)

De (13) et (14) on en déduit :

1wl iz @) < lwll gy < V() +1) [[wll 3 q)
0 0

par conséquent les deux normes sont équivalentes dans Hy(Q2). =
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2.2. PROBLEME ELLIPTIQUE AUX LIMITES

Définition 2.1.11 : Une forme linéaire L : E — R sur lespace de Hilbert E
muni de la norme |||, est dite bornée sur E s’il existe une constante ¢ > 0 telle
que :

L(w)| < ellwll, , Ywe E.

Remarque 2.1.2 : Si L est bornée sur E alors L est continue sur E.

Preuve : Soit (w,), une suite de E convergente vers w ( n1_1>ri100 |lw, —w| 5 = 0).

Comme L(.) est borné, alors 3¢ > 0, tel que

|L(w,, —w)| = |L(w,) — L(w)| < cllw, —wl| g 7:09)
d’ou
L(wn) — L(w)
n

Définition 2.1.12 : L’ensemble de toutes les formes linéaires continues sur un es-
pace de Hilbert E est appelé espace dual de E et est noté E'.

Définition 2.1.13 :a: E x E — R une forme bilinéaire tel que E est un espace
de Hilbert, a(.,.) est dite bornée sur E x E s’il existe une constante ¢ > 0 tel que :

ja(w, )| < clwly Nl » Vo,ue B
Remarque 2.1.3 : Siaf(.,.) est bornée sur E X E alors a(.,.) est continue sur Ex E.
Définition 2.1.14 : Une forme bilinéaire a(.,.) est dite symétrique si :

a(w,u) = a(u,w), Yw,u € E.

Définition 2.1.15 : Une forme bilinéaire a(.,.) est dite coercive s’il existe une constante
M > 0, telle que :
a(w,w) > M ||w|? , Ywe E.

2.2 Probléme elliptique aux limites

Dans cette partie nous abordons 1’étude théorique de certains problémes aux
limites. Cette étude est basée sur la formulation variationnelle de ces problémes.
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2.2. PROBLEME ELLIPTIQUE AUX LIMITES

2.2.1 Existence et unicité de la solution

Soit £ un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (., .) , et de norme ||. ||,
a(.,.) : E x E'— R une forme bilinéaire.
Pour L € E' (E’ dual de E), on considére le probléme suivant :

(1) Trouver u € E tel que
Yw e E, a(u,w) = (L,w) = L(w)

Théoréme 2.2.1 : ( Laz-Milgram) Si a(.,.) est une forme bilinéaire, continue,
et coercive, L est une forme linéaire et continue, alors le probléme (I) admet une
solution unique u € E, de plus cette solution dépend continiment de la forme linéaire

L.
Preuve : Allaire page 74. m

Corollaire 2.2.1 : Sous les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram, et si de plus
a(.,.) est symetrique alors :

Trouver u € E tel que

J(u) = gleng(w)

(1) = (1)

J(w) = %a(w,w) — L(w).

Preuve
— (I)=(II) : Supposons que u € F, u solution de (I), Vw € E, w = w—u+u =
w1 + u, on a

1
J(wy +u) = ia(wl + u, wy +u) — L(wy + u)
1 1
— Jalwnw) + ga(uu) — L) + afwr,w) — Liw)

1
= §a(w1, wy) + J(u)

v

1
J(u) + S M Jwn[f; > I (u)
(a(wy,u) — L(w;y) = 0, car u est une solution de (I)), il s’ensuit que :
Vw e E, J(w) > J(u)

ce qui entraine que u est un minimiseur de J.
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2.3. ETUDE NUMERIQUE

— (IT)==(I) : Supposons que u est un minimiseur de J, pour tout w € E
considérons la fonction :

»(A) = J(u+Aw), AeR

on a :

J(u) < J(w), Yw € E

par conséquent :

J(u) < Ju+Iw) =
J(u) = ¢(0) <¢P(A), VAER

d’ou 0 est un minimiseur de 1, il s’ensuit que '(0) = 0, d’un autre coté on a :

(N = % [a(u, u) + 2Xa(u, w) + Na(w,w) — L(u) — AL(w)]

et
P'(N) = a(u, w) + 2 a(w, w) — L(w)

Y'(0) =0 = a(u,w) — L(w) = 0 = a(u,w) = L(w), Yw € E.

Ce qui achéve la démonstration.

2.3 Etude numérique

2.3.1 Probléme elliptique modéle (Probléme de Dirichlet)
Considérons le probléme au limites suivant :

u'(z) = f(zx), z€Q=]0,1] ...(1)
(m{u@:um:o

fe LXQ).

Formulation variationnelle :

Notre objectif est de construire la forme bilinéaire (., .), une forme linéaire L(.),
et un espace de Hilbert E tel que (P) soit équivalent au probléme suivant :

Trouver u € E tel que
a(u,w) = L(w), Yw € E.
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2.3. ETUDE NUMERIQUE

Multiplions I’équation (1) par une fonction test w € D(£2) on obtient :

— ju'(m)w’(m)dm + ' (0)w(0) — v/ (1w(1) = Off(x)w(x)dx

comme w satisfait les conditions aux limites de Dirichlet, alors on choisit ’espace de
Hilbert E tel que Yw € E, w(0) = w(1) = 0, on obtient :

1

pour que [u/(z)w'(z)dz ait un sens il suffit que v/, w’ € L?*(Q), de méme pour
0

1

[ f(z)w(x)dx il suffit que w € L*(§2), et comme les conditions aux bords du probléme

0

(P) impliquent u € HJ(2), on prend E = H}(Q), et on obtient la formulation

variationnelle suivante :

Trouver u € H} () tel que
(FV) { a(u,w) = L(w), YVw € H&(QO)1 .(2)

ou : a(u,w) = Oflu’(x)w’(x)da: et L(w) = jf(x)w(ac)dx

Existence et unicité de la solution :

1. 1l est clair que a(u,w) est une forme bilinéaire et L(w) est une forme linéaire
par linéarité de I'intégrale.
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2.3. ETUDE NUMERIQUE

2. Montrons que L(.) est continue, en effet pour tout w € H} () on a :

[Lw)] = |[f(@)w(z)dz

0

(] |f<ac>|2dac)é (J o) ac)

0

NI

= ||f||L2(Q) ||w||L2(Q)

Pc
< () £l 2y 1wl 13
= afwlgq, o=c@) g >0

L(.) est bornée alors L(.) est continue.

3. Montrons que af(.,.) est continue, pour tout u,w € H}(Q) on a :

|a(u, w)| =

b}u’(w)w’(x)dx

< HUIHL?(Q) Hw,HL?(Q)

= HUHH(%(Q) HwHHg(n)

= ¢ HUHH&(Q) Hw”Hg(Q) , c=1>0

d’ou a(.,.) est bornée alors af.,.) est continue.

1
4. a(u,u) = Of(U’(w))le“ = [lullf) = M l[ullf @y (M = 1> 0), Vu € Hj(9),
par conséquent af.,.) est coercive.

D’aprés le théoréeme de Lax-Milgram, il existe v € H{(f2) unique solution de
(F'V).

5. Montrons que (FV) <= (P), dans le sens ou la solution de (F'V') est une
solution de wu.

7 =" est vérifié.

— " Supposons que u est une solution de (F'V'), on a :

— u € H}(Q), il s'ensuit que les conditions aux bords sont satisfaites (u(0) =
u(l) =0).

— Comme D(Q2) C H (), alors (2) implique

Of1 u'(z)w' (v)dr = bf flx)w(z)dz, Yw € D()
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2.3. ETUDE NUMERIQUE

par intégration par partie sur 2 on obtient :
1
J@"(x) + f(zx))w(x)dr =0, Vw € D(Q)
0

d’aprés le théoréeme 2.1.1 :
u"(z) + f(z) =0, p.psurQ

d’ou : —u"(z) = f(z), p.p sur 2.
f € L*(Q), donu” € L*(Q), comme u, v’ € L*(), on en déduit que u € H*(Q)
(u est réguliére), I'équation (1) est donc satisfaite au sens de L?().

Approximation variationnelle par des éléments finis :

Une méthode d’approximation consiste a rechercher une solution approchée dans
un sous-espace Hilbertien Ej, C E de dimension finie pour la formulation variation-
nelle (F'V), dans ce cas le probléme approché est défini comme suit :

(FV) Trouver u;, € Ej, tel que
h a(uh,wh) = L(wh), Ywy, € Ej,

e [, C E, alors af., .) reste continue et coercive dans Ey, et L(.) € E} ( linéaire et
continue dans FE},), il s’ensuit que (F'V');, admet une unique solution ( Lax-Milgram).
e I}, est de dimension finie, donc il existe une famille (¢;)1<i<, base de Ej (

n
dim(Ey) = n), alors up, = ) up,p;, up est une solution de (F'V), si uj, est une

=1
solution du systéme suivant :

a(un, o) = L(py), 1<k<n

& a(d unip;, o) = Lgy), 1<k<n
=1

1=

& > unialp;, o) = Lg), 1<k<n

n
i=1
ces équations peuvent se reformuler sous la forme d’un systéme linéaire : A,u, = Ly,

olt up = (Uni)i<i<n, Ln = (L(¢g))1<h<n, €6 Ap = (a(@;, @) 1<ih<n = (ki) 1<ip<n-
e La matrice Ay, est symétrique si af.,.) est symétrique.
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2.3. ETUDE NUMERIQUE

Lemme 2.3.1 (Céa) : Supposons que les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram
(L-M) sont vérifiées pour (FV'). Alors il existe une solution unique w, au probléme
(EV), la matrice Ay, est inversible et on a lestimation d’erreur :

c
|u —upll g < 27 lu — w5

ot ¢ est la constante de continuité de a(.,.) et M la constante de coercivité.

Si a(.,.) est symétrique alors :

c .
= unll < 457 min = wl]

Preuve : Allaire Grégoire page 154. (Analyse numérique et optimisation). m

Lemme 2.3.2 : Sous les hypothéses du théoréme de (L-M) la matrice Ay, est définie
positive.

Preuve : Exercice. m

Définition 2.3.1 : On dit que la famille des problémes (FV'); associée a Ej, est
convergente si et seulement si :

Tim a1, = 0.

On dit que la convergence est d’ordre p si et seulement si il existe k > 0 indépendant
de h tel que :
|u — upl| 5 < kAP

Lemme 2.3.3 : Sous les hypothéses du théoréme de (L-M), on suppose qu’il existe
un sous-espace F' C E dense dans E, et une application 1, définie de F' dans Ej,
(opérateur d’interpolation) tel que :

hlimO ||U) - 77Z}h(U)>||E =0, Vw € Ep,
alors la famille des problémes (F'V');, associée a Ej, est convergente.

Lemme 2.3.4 ( Formule d’orthogonalité de Galarkin) : Soit u solution de (F'V') et
soit uy, solution de (F'V')y, alors :

a(u —up,wp) =0, Ywy, € Ej,.

Preuve : Exercice. m
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2.3. ETUDE NUMERIQUE

Approximation par éléments finis P1 :

e Considérons un maillage uniforme de [0,1], 0 = 2o < 71 < ... < T, < Tpy1 = 1,
r; =x9+1h =1th,pour 0 <7< n+1.

e Introduisons I’espace fonctionnel de dimension finie composé des fonctions conti-
nues sur [0, 1], affines sur chaque maille ( élément) [z;, z;11] du maillage et nulles en

Oetenl:

o= € P1,0<i<n, w(0)=w(l)=0}.

Ey, = {wy, € C([0,1]), wy

e I, est un espace vectoriel de dimension n.

e Une base de E}, est donnée par les fonctions {¢;,...,0,, } continues et affines sur

chaque élément [z;, z;41], tel que :
1 sii=j
901'(1%‘):51‘]‘:{ 0 sii#j

on définit les fonctions ¢, sur chaque élément par :

T — T
L S z€ [z, a]
P

pile) = L2 o, € [z, xit1]
Ti — Tiy1
0 Ailleurs

En utilisant ces fonctions la matrice A;, (matrice de rigidité) est tridiagonale.
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2.3. ETUDE NUMERIQUE

Remarque 2.3.1 : Chaque fonction de base p, a un support trés réduit.

1
o h= R la longueur de Q; = [z, ;1]

er;, =th,0<i<n+1.

e Les éléments sont Q; = [z;, x;11], 0 < i < n.

e On a deux noeuds par élément, les noeuds de €2; sont z; et z;,1.

e Ej, C H} (), donc les fonctions de Ej, soient nulles en 2y = 0 et en z,41 = 1,

et dans ce cas on appelle z1, xs,...,z, les noeuds libres et xg, z,11 les noeuds liés.

Trouver w1, Up2,...,unn tel que

o (FV " &

FVIRY S alpspuns = Ligy), 1<k<n
i=1
Trouver w1, Up2,...,Unn tel que

$ | Jet@tos| m = [ropwin 1<k<n

e La résolution de (F'V), rev1ent a la résolution du systéme linéaire A,u;, = Ly,

ot up = (Unsi)i<i<n, Ln = (L(@g))1<k<n, €t Ap = (a(@;, 0r))1<ikn = (Ari)1<ik<n-
1

=73 sl x € [QL’i_l,$i]

o) =4 L.

0 Ailleurs

six € [ZEi,ﬁi_H] ’
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2.3. ETUDE NUMERIQUE

® supp(p;) = [zi—1, Tiv1], supp(¥;) C supp(yp;).
e La matrice Aj, est tridiagonale, donc les composantes de Ay, sont sous la forme :
1

* ai = a(p;, ;) = [(¢j(x))*dz, 1<i<n.
0

Ti—1 x; Ti41 1
= [ (¢i(@)?de+ [ (pi(x))?de+ [ (pi(z))?de+ [ (p}(2))*d>
0 i1 x; Ti4+1
x; Ti+1
= [ (¢i(@)*dz+ [ (pi(x))?dx
o 1 x; d ' $i+1d
= X + X
(zi — iUz‘—l)%{[l (zi — Tiy1)? :Ef
1 1 2 )
= + =—, 1 <1< n.
T — Ti-1 $z+1 - X h

*a'zz 1_a90w9011 f(,D,L (pzl dl’ 2<1<n.

T

= [ &)@y (x)dx

Ti—1

Li 1 1
= d
xi{l <SC1;1 - xz) (Sﬂz - $i1) v
1 1 )
=—————=——-. 2<i<n. (supp(y;)Nsupp(p;_1) = [Ti-1, 2] ).
T; — Ti—1 h

* Qiip1 = 9017901+1 fgol ‘Pwl dx 1< <n—1.

x;+1
= | ¢i(@)¢ia(z

T

z Tit1 — T4

1

Tit1 — Ty

dx

1
( ) dx
Ty — Tiy1

1 <i<n—1. (supp(p;)Nsupp(pis1) = [ Tiva]

~—

= =

).
e Calculons les composantes de L, en utilisant la méthode des trapézes, 'aire du
trapéze de hauteur [z;, z;,1] est :

z;+1 1
[ 9(@)de = S(win —2i)(g(zir) + ()

= =(9(xit1) + g(xi)).

NS> N
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2.3. ETUDE NUMERIQUE

1

* L = L(g;) = [f(z)g;(x)de, 1 <i<n.

0

= [ | e @ies @@ [ @i
= [ f@eade+ [ f@)g )

= %(%’ —zi1) (f(wi) () + f (1) (wi1)) +1(5Ui+1 =) (f (i) (i) +

2
f(@is1)@i(wi1))

@)~ i + i - )
f@) (@i —zi1), 1 <i<n. (g;(x:) =1, et 9;(xio1) = pi(Tig1) =

N | =

0).
On obtient le schéma numérique :

Up —Uim1  Uipr — U 1 '
= c= (T i) fi, 1<i<n ()
Ti— Xic1 Tig1 — T 2

Si le maillage est uniforme ( z; — x;_1 = h, Vi) on a :

Wi — Uim1 Uipr — Uy 1 .
- = —(2h)fi,1<i<
h h @i 1 sisn

—Uj—1 + 2U; — Ujp1—

h
Exercise 1 : Soientu:Q =[0,1] — R, et E = {w € H(Q) / w(0) = 0},

—u"(z) = f(z), € Q=]0,1]
(P) { w(0) = 0, w/(1) +u(1) = 1

() &

ou f € L*(Q).

1. Donner une formulation variationnelle du probléme (P) sur E.
2. Etudier l'existence et 'unicité de la solution pour la formulation variationnelle.

3. Ecrire la formulation variationnelle discrétisée associée dans le cadre d’une
résolution par la méthode d’éléments finis P1.

4. En déduire qu’elle est équivalente & la résolution d’un systéme linéaire dont on
précisera la dimension et que l'on explicitera.
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