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Préface

Le présent document est le fruit de I’enseignement de cette matiére a 'université
de Batna 2. Il est destiné aux étudiants de 3éme année Mathématiques LMD.

Optimiser : rendre optimal, donner a quelque chose les meilleures conditions d’uti-
lisation, de fonctionnement ou de rendement au regard de certaines circonstances.
(Déf. Larousse).

Un probléme d’optimisation consiste & chercher un élément z* € D ( 8’1l existe )
pour lequel f(z*) est la plus petite ( resp la plus grande ) valeur de f sur D et on
écrit : minf(x) = f(z*), ( resp maxf(z) = f(z*) ).

zeD zeD

Nous commencons par des rappels de base de calcul différentiel, et la notion de
convexité,

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnons quelques résultats théoriques sur ’'op-
timisation sans contraintes.

Dans le troisiéeme chapitre nous introduisons les algorithmes classiques de 1’opti-
misation numérique sans contraintes.

Divers exemples et exercices accompagnent le présent document afin d’assimiler
les notions plus théoriques vues en cours.

Les algorithmes sont implémentés sous le logiciel de calcul scientifique Matlab.






Chapitre 1

Calcul différentiel, convexité

1.1 Rappels de calcul différentiel :

1.1.1 Dérivée directionnelle :

Définition 1.1.1 : Considérons la fonction f :R* — R, et soit o € R un point
tel que f(xo) est finie. Alors la dérivée directionnelle de f en xo dans la direction
d € R" est définie par :

Fiao,d) = df (z,d) — fim 4 Z0F 1) = S (o)

t—0t+ t

si elle existe.
Cette dérivée donne le taux de variation de f en xg dans la direction d.

Définition 1.1.2 : ( Gdteaux différentiabilité ) : On dit qu’une fonction f est Ga-
teauz différentiable ( G-différentiable ) en xy € R" si elle admet une dérivée direc-
tionnelle en xg suivant toutes les directions d € R".

Définition 1.1.3 : ( Fréchet différentiabilité ) : On dit que f est Fréchet différen-
tiable ( F-différentiable ) en xy € R™ s’il existe une application linéaire continue
L(xg) de R™ dans R tel que :

Mmf(ffo +d) — f(zo) — L(x0).d

= 0.
d—0 ]

L’application L(xg) est appelé dérivée de [ en xg.

3



4 CHAPITRE 1 CALCUL DIFFERENTIEL, CONVEXITE

Autrement dit : f est F-différentiable en zy € R" §’il existe une application
linéaire continue L(z() de R" dans R tel que :

f(zo +d) = f(z0) + L(xo).d + ||d| .€(d),

avec : lime(d) = 0.
d—0

Remarque 1.1.1 :

1- L’application f peut étre G-différentiable en xq € R" sans étre continue en
ce point.

2- Si application f est F-différentiable en xy € R™ alors elle est continue en ce
point.

3- La notion de F-différentiabilité est plus forte que celle de G-différentiabilité.

4- Si f est F-différentiable en xy € R™ avec une dérivée L(x), alors f est
G-différentiable en xq et L(zg) = f/(x0), La réciproque est fausse.

5- Si f est F-différentiable alors f est une fonction différentiable.

6- Une fonction différentiable en un point admet donc des dérivées partielles en
ce point. La réciproque est fausse en général.

7- Une fonction différentiable sur un ouvert V€ R" dont toutes les dérivées
partielles sont continues sur V est dite de classe C* sur V.

Exemple 1 :

1) f:R?* — R, une fonction définie par : f(zy,x2) = x1 — x3. Pour tout d € R?,
on a:

f(z+td) — f(x) f(xy +tdy, 0 + tdy) — f(x1, 22)

lim = lim
t—0T t t—0+ t
d1 / T
= w2y | 1) =)= Vs
2

la dérivée directionnelle existe Vd € %%, d’ou f est G- différentiable.
2

2) f:R*\{(0,0)} — R, une fonction définie par : f(z1,z2) = %, remar-
T+ Ty

1
quons que la fonction f n’est pas continue en g = ,eneffet ona: f(1,0) =0,

0
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1
et limlf(xl,ml) =5 # f(1,0). D’un autre coté on a :

Trl1——

f(.’L‘l + tdl, i) + tdg) — f(:cl, (132) f(l + tdl, tdg) — f(l, 0)

lim = lim
t—0t t t—0t t
dy
— (O, —2> - —2d2

da

existe Vd € R2, d’oul f est G- différentiable.

Exemple 2 : f: %2\ {(0,0)} — R, une fonction définie par :

2

TiT2
flzy,x9) = m (e m) £ (0.0
0 ) (.171,1’2> = (0,0)

[ est une fonction continue en (0,0), en effet pour x1 = rcosf, r1 = rsinf, r > 0
et 0 €10,2n[, on a :
3 cos? 0 sin 0
=0= f(0,0),

li = lim ——m =
(11,$2)1£(070)f(x1’ sz) ri{%‘*‘ r2

de plus, f admet des dérivées partielles en (0,0) car :

of _ o fd,0) — £(0,0)
O, (0,0) = 2 dy =0
Of . f(0,dy) — f(0,0)
o, 00 = AT !

pourtant f n’est pas F- différentiable ( et alors n’est pas différentiable) en (0,0) car :

i
fdsds) = £0.0) = (0.0 £ 0.0) |

lim
(d1,d2)—(0,0) H (d17 d2) H

= lim (cos® #sin )

r—0

n’existe pas.
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1.1.2 Gradient et matrice hessienne :

Définition 1.1.4 : ( Gradient ) : Considérons la fonction f :R" — R, le gradient
de f en xg € R" est le vecteur dont les composantes sont les dérivées partielles
premiéres. Il est orthogonal a la courbe de niveau de f passant par o, noté V f(zo)
ou encore gradf (zg) :

0
%(ﬂfo)

Remarque 1.1.2 : Lorsque le gradient existe, la dérivée directionnelle est le produit
scalaire entre le gradient de la fonction [ et la direction d, c’est a dire :

Lim f(zo +td) — f(x0)

t—0t t

=Vl

Définition 1.1.5 : ( matrice hessienne ) : Soit la fonction f : R" — R, la matrice
hessienne de f en xog € R" est la matrice de taille n X n dont les entrées sont les
dérivées partielles secondes :

0?2 52
B—I]%(ZL‘()) ...... amlaj;n (:L'O)
Hf(x(J) N
82 82
8137ng1 (.I'O) ...... ﬁ(l’o)
Remarque 1.1.3 :
o?f Of

1- Lorsque f est de classe C?, on a :

8%8% N 890]8@ .

2- La matrice hessienne de f est une matrice symétrique.

Exemple 3 :
f R — R, définie par :
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2 2
flxy, 29, x3) = 2229 + 20513 + 2017973 — T1 — Ty — T3

on a :
4r129 + 22903 — 1
Vf(x1, o, x3) = 22 + dwoxz + 21173 — 1
272 + 2m119 — 1
4z 41 + 223 2T9
V2f(371, T, x3) = | 4aq + 2x3 43 dxy + 211
229 4xre + 221 0

1.1.3 Développement de Taylor :

Théoréme 1.1.1 : (Taylor au premier ordre) : Soit f : R" — R une fonction
continiment différentiable sur un ouvert V. de R" alors :

1- Pour tout d € R" tel que x +d € V,on a:
flz+d) = f(a) +d"V f(x) + o(]|d]])-
2- Pour tout d € R™ tel que x +d € V, il existe t € [0, 1] tel que :

fx+d) = f(z) +d"Vf(x+td).

Théoréme 1.1.2 : (Taylor au second ordre) : Soit f :R" — R une fonction deux
fois différentiable sur un ouvert V- de R™ alors :

1- Pour tout d € R" tel que x +d €V, on a :
1
@ +d) = f(2) + d"V f(2) + Sd"V2f (@)d + of | d][").
2- Pour tout d € R™ tel que v +d € V, il existe t € [0, 1] tel que :

flz+d) = f(z) +d"Vf(x) + %dTVQf(x + td)d.
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Exemple 4 : f : R3 — R, définie par :
f(ilfl,.'IIg) = 1 -+ .'L'? s e$‘+$2 v g =

On a;

flmo +d) = f(zo) +d7V f(z0) + %dTVQ Flo)d + o(lld?)

1 1 .
= §d§ ~ 5d3 — didy — dy — dy + o([|d]|*)

1.2 Convexité :

1.2.1 Ensembles convexes :

Définition 1.2.1 : Soient E' un sous ensemble de R" et x, y € E. on appelle segment
de FE, un ensemble noté et défini comme suit :

[z.yl={ty+(1-t)z/ te€[0,1]}.
Définition 1.2.2 : un sous ensemble E de R* est dil convexe si :
ty+(1—-t)z € E, Vz,y€ E etVte[0,1] .

Autrement dit si le segment de droite joignant deuz points quelconques x,y € E  est
entiérement inclus dans E.

Le schéma swivant illustre la notion d’ensemble conveze :

Ensemble convexe

Ensembles non convexes
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Remarque 1.2.1 :

1. Par convention, l’ensemble vide est conveze.

2. N = {z € R"l x> 0} est un convexe, appelé orthant positif. (x > 0 c-a-d
x;>0,Vi=1,..,n).

3. Les demi-espaces fermés : {x € R" bz < B} et {x e R" bTz > B}, ot b €
R™ et 5 € R, sont des ensembles convexes non vide.

4. Les ensembles de la forme : {x € R"l Az < b}, ou A est une matrice de ™™
et b € R™ sont des convezres de R", appelés polyédres convexes.

5. L’ensemble : H = {z ERMbx = 6}, ou PERetbeR",b#0 est appelé
hyperplan. H est un ensemble convexe.

Proposition 1.2.1 :

1. Soit f: E — F une application linéaire. L’image directe f(A) ( resp l'image
réciproque f~1(A) ) d’un convere A de E (resp de F ) par f est un conveze.
2. Le translaté E+ o, ( a € R ) d’un convexe E C R" est conveze.

3. La combinaison linéaire de deux convexes E; et Ey de R" est convexe :
a By + as By = {0411'1 + Qoo / X1 € El, To € Eg} .

4. Soient F; et Ey sous ensembles de R™. Alors F; x Ey est convexe dans R x R"
st et seulement si Iy et Ey sont convexes.
5. Si {Ai};c; est une famille quelconque de convexes de R", alors () A; est un
i€l
conveze. (Mais pas l'union ).

1.2.2 Enveloppe convexe :

Définition 1.2.3 : On appelle combinaison convexe de m-vecteurs : x1, T, ..., Ty, de
A= 1.
=1

1= 1=

m
R"™ toute combinaison linéaire : Az, ou A >0 et
=1

Proposition 1.2.2 : un sous-ensemble E de R" est convexre si et seulement s’il
contient toutes les combinaisons convexes de ses élements.

Définition 1.2.4 : On appelle enveloppe convexe d’une patie E de R", le plus petit
convexe de R"™ contenant E. C’est aussi l'intersection de tous les ensembles convexes
de R" contenant E, on la note Conv(E) ou Co(E).
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Exemple 5

3. Dans R2 : Conv({e1,ea}) = [e1, ea].
.f/

T~
4. Soit E = Conv {(0,0)T, (1,1)T,(1,3)7, (-2,4)7,(0,2)T},
alors on a : Sg = {(0,0)",(1,1)7,(1,3)7,(=2,4)T} lensemble des sommets de
E.
E = Conv(SE).
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1.3 Fonctions convexes :

Définition 1.3.1 : Considérons la fonction f : R* — R.

1. f est dite convexe sur R" si :
Jltz + (1= t)y) < tf(0) + (1) f(y), Yo,y € RVt € [0,1],

2. f est dite strictement convexe sur R" si l'inégalité au dessus est stricte Vr # y
ette]0,1].

3. f est dite fortement convexe sur R" s’il existe « > 0 tel que : Vx,y € R",V
tel0,1]:

flte + (1 —t)y) <tf(x) +(1—1)f(y) — %t(l — 1)l —yl|*
Exemple 6

1. Les fonctions quadratiques convexes de R™ sont celles qui sont associées a une
matrice semi-définie positive.

2. Dans R on a :
fla)y =2 flx)=¢", f(z)=|a]

sont des fonctions convexes.
Définition 1.3.2

1. L’ensemble : epi(f) = {(z,t) € R"™ | f(z) <t} est appelé épigraphe de f.
2. L’ensemble : dom(f) = {z € R" / f(x) < +o00} est appelé domaine effectif de
f.
Si dom(f) # 0 et f(x) > —o0, Vo € R", on dit que f est propre. ( en d’autres
termes f est propre si f ‘dom(f) est finie et dom(f) # 0 ). Dans le cas contraire
f est dite impropre.
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Exemple 7 :
+oo T < —2
fl@)=3 z?2-1, =2<z<?2
—00 , w22
Il
+ 00 |

dom(f) =]—2,+o0[.
Le domaine de définition de f , Dy =]-2,2[ .
f est impropre et non conveze.
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Définition 1.3.3 : Une fonction f : R" — R est dite convexe si son épigraphe est
un sous-ensemble convexe de R"1.

Définition 1.3.4 : Une fonctwn f R — R est dite concave si (—f) est une
fonction convexe, c’est a dire si :

Ve,y e RUVte[0,1] , fltz+ (1 —1t)y) >tf(x)+ (1 —1t)f(y).

Remarque 1.3.1 : Si [ est une fonction affine : f(x) = Az + b, alors f est a la
fois convexe et concave.

Proposition 1.3.1 : (Inégalité de Jensen ) : f : R" — R est convexe alors on a :

f (thxz) < tif(z;) , VmeN, Vt; >0, avec Zti =1, Va; € R

i=1 =1

Preuve :

Par récurrence sur m > 1.

— Pour m =1, c’est évident, si m = 2 ,t1 +ty =1 =ty = 1 —t1, posons
ty =t alors ta=1—1t avect € [0,1] , c’est la définition.

Supposons que P(m) vraie. Soient x1,%a,...,tmi1 € R" , et t1,ta,... by € RT

avec Y t; =1, montrons que : f (Z tixi> < S0 tif(x).
i=1 i=1 i=1
— Sitper =1, alors ty =ty = ... =1, =0, et la propriété est vraie.

— Sityy1 1, posons A =1 — tm+1>0 et on a :

tlfL'l + tgﬂ?g + ...+ tm—i—lxm—i-l =)\ Z )\ (1 — A)xm-i-l ;
posons T = Z = > it , avec \; = — ;
)\ = A

on remarque que \; > 0 et Z A=1,

d’ou : f T%ltll’z = i $z+tm+lxm+1

(” ) e+ (1 A)xm)ﬂ)

f( )+ (1= X f(zm1)
Zkf( i)+ (1= f (@mia)

m+1
= > t;f(z;) , récurrence établie.

S)\
<A
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Proposition 1.3.2 : Soient f et g deux fonctions convezes sur R" alors :

1. f + g est une fonction convexe sur R".
2. \f est une fonction convezxe, tel que A € R

3. Soit (f;)ier une famille de fonctions convexes sur R" telle que pour tout x € R",
supfi(z) < 4o00. Alors la fonction g : R — R, définie par : g(x) = supf;(x) est

iel icl
convexe sur R". (On appelle g l’enveloppe supérieure de la famille de fonctions
(fi)ier -

Preuve :

1) et 2) application directe de la définition.
3) Soient x,y € K", et t € [0,1], on a :

filte + (1 —t)y) tfi(x)+ (1 —1t)fi(y), Viel

<
< tg(x) + (1 —t)g(y)

on passe au sup sur I on obtient :

gt + (1 —t)y) < tg(x)+ (1 —1t)g(y)

d’oul g est une fonction convexe sur R".

Lemme 1.3.1 : Soit f : R" — R, alors f est convexe sur R" si et seulement si,
Va,d € R" la fonction d’une variable réelle o, 4(t) = f(x +td) est conveze sur R.

Preuve :
1) Supposons que f est convexe, Vi, to € R, VA € [0,1], on a :

Ot + (1 = Ms)) = f(Ma +t1d) + (1 — N)(x + t2d))
< Mz +tid) + (1 = X) f(z + tad)
= Ap(t1) + (1 = Ne(t2)

2) Réciproquement, supposons que ¢, ; est convexe, alors :

P(A) < Ap(1) + (1 = A)p(0)
= ANy + A =Nf(x), Ve, deR"',y=z+d, Ve |0,1]
Remarque 1.3.2 : Le résultat du lemme précédent permet d’obtenir beaucoup de

propriétés fondamentales des fonctions convexes & plusieurs variables, a patir de
celles d’une variable.
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Proposition 1.3.3 : Soit p : R — R, alors nous avons :

1. ¢ est convexes sur un intervalle I T R si et seulement si pour tout ty € I ,la
p(t) — o(to)
t—to
2. Si ¢ est deux fois dérivable sur I alors, ¢ est convexe sur I si et seulement

si @"(t) > 0, Vt € I, et, v est strictement convexe sur I si et seulement si
O't)>0,Vtel .

fonction g(t) = est croissante sur I — {to}.

Preuve :

1. Supposons que ¢ convexe. Soient to € I, ti,ty € I — {to}, avec t; < ta.
Montrons ['inégalité :

o(t1) — ¢(to) < ©(t2) — ¢(to)
t1 — 1o - to — 1o

— Si tg < t1, alors : AN €]0,1] tel que : t; = Aty + (1 — N)tg, on a alors :

e(t1) < Ap(ta) + (1= Np(to)
= ¢(t1) — p(to) < Ap(t2) — ¢(to))

d’un autre coté on a : t; —tg = Aty —to) >0
t1) — ot ta) — (L
ot - o(t1) — ¢(to) < p(t2) — ¢ 0)_
t — o ty —to
— Le cas ty >ty se traite d’une maniére similaire.
- Sity <ty <ty, alors IN €]0,1] tel que : to = Mo+ (1 — Nty , et on a :

o(to) < Ap(tz) + (1 —Np(th)
= (1= A)p(to) < Ap(t2) — @(to)) + (1 — N)p(t1)
= —A(p(t2) — o(to)) < (1= A)(p(t1) — ©(to))

d’un autre coté on a : —N(ta —tg) = (1 — \)(t; —to) <O,
t1) — @t ta) — (T
don » L) = elto) _ ¢(t) = olto)
t— o ts — L
La réciproque :
Soient t1,ta € I, A € 10,1[ , supposons que t; < ta. On note : ty = (1—N)t; + Ao,
alors d’apreés les hypothéses on a g(t1) croissante sur I — {1},
ty) — @t to) — @t
don » L) —elt) _ @lt2) — o(t)
th — 11 to — 11

= ¢(tr) < (1 = Np(t1) + Ap(t2) = ¢
est convezxe.
2. Résultat immédiat de (1).
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1.3.1 convexité et différentiabilité :

Proposition 1.3.4 : Soit f € CY(E), E est un convexe ouvert de R (ou E = R").
Alors :

([ comvere ) == ( f(y) = f(x)) 2 (Vf(z),y —x), VYr,yckE

f est strictement convexe si et seulement si linégalité est stricte.

Preuve :

1) Supposons que f est une fonction convexe, Vz,y € F, posons d = y — x, la
dérivée directionnelle de f en x dans la direction d est :

d'Vf(z) = (y —2)"V f(2)
[z +td) — f(x)

= lim

t—s0t t
iy 10— Sl
= f(y) = f(@).

2) La réciproque : soient z,y € E, considérons z = tz + (1 — t)y, (il est claire
que z € E' ), pour tout t € [0,1], on a :

en sommant les deux inégalités on obtient :

tf(z)+ (1 =6)f(y) = f(z) 20

d’ou f est convexe.

Corollaire 1.3.1 : Soit f € C*(E), E est un conveze ouvert de R" (ou E = R").
Alors :

1. f est conveze si et seulement si V>f(x) = H(x) est une matrice semi-définie
positive (S.D.P).

2. f est strictement conveze si V°f(z) = H(z) est une matrice définie positive
(D.P). La réciproque est fausse en général.
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Preuve :
soient z,y € E, le développement de taylor pour f(y) au voisinage de x, au
second ordre, en posant d =y — x s’écrit par définition :

fy) = fx) +d"Vf(x) + %dTV2f(a: + td)d

Sitel0,1],v+td e E (E convere). Supposons que d'NV?f(z+td)d >0 ( V*f(x)
est S.D.P).

Ainsi nous obtenons : f(y) > f(x) +d*'V f(z) = f(x) + (y — 2)TV f(2).

D’ou f est convexe.

La réciproque :

1
fly) = f2) +d"Vf(z)+ EdTV2 flaz + td)d,
awecd=y—x,Ve,ye E,0<t<1,ona:x+tde E,Vr e FE, alors on a :

fy) = f(2) = (y =)' Vf(2) = d"V f(2)

alors :
fly) = flz) = (y =)'V f() >0
d’ot :
A"V f(x +td)d >0 ,Vd € R"
alors : VQf(;E + td) est semi-définie positive.

Exemple 8 : on considére la fonction suivante :
flry,2) =2 +9y* + 22 —oy +2z, (z,y,2) € R®

f est de classe C? sur R3, ( R? est un ouvert et conveze ),

20—y +=z
Vf(x,y,z)z 2y—fB
22+

2 —-11

Hi(z,y,2) =V?f(z,y,2)=| =1 2 0

1 0 2
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calculons les valeurs propres de cette matrice, on a :
2—)\ —1 1
det(H; — M) =det | —1 2—X 0 =(2-N)((2-A)?-2)=0,
1 0 2—2A

dot: M =2,X=2+vV2, \3=2—v2, M, X2, \3 >0, alors f est strictement

CONVETE.

1.3.2 Fonctions monotones :

Définition 1.3.5 : Soient E C R", convexe et une fonction f: E — R.

1. f est dite monotone sur E si :
Ve,ye B, (f(x) = fly),z—y) 20
2. f est dite strictement monotone sur E si :

Ve,ye E,x#y, (fx) = fy),z—y)>0.
Théoréme 1.3.1 : Si f est différentiable sur E, on a les equivalences suivantes :

1. f est convexe sur F <= V f est monotone sur F.

2. f est strictement convexe sur F/ <= V f est strictement monotone sur E.

Preuve : Supposons que f est conveze. Soient z,y € E , alors :
fly) > fla) + (y — =)'V f(z)
flx) > fly)+ (@ —y)" V()
on passe & la somme, on obtient :
(y—2)' V@) + (@ -y)"'Vfly) <0
= (y—2)"Vfly) —(y—2)" V() >0

d’ou V f est monotone.
La réciproque :
Supposons que V f est monotone.
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Posons p(t) = f(x +tly —x)) , t € [0,1] , alors ¢ est dérivable sur [0,1] , et
pour tout t on a :

Pt)=(y—2)' Vi +tly —2) = (y —2) V()
donc
¢'(0) = (y — 2)"V f(2).
D’un autre coté on a :
F(0)~ (0) = 1 (VF(x) = V()2 a) 2 0
= ¢'(t) > ¢'(0)

:>/ t)dt > ¢'(0)

d’ot :
fy) = f(z) = ¢'(0)

alors f est conveze.

Définition 1.3.6 : Une fonction f de R" dans R est dite positivement homogéne (
de degré 1 ) si :
Vo o f(Ax) = Af(x) , VA € [0, +o0]

Exemple 9 ; f(z) = ||z|| est une fonction conveze.
Lemme 1.3.2 : Soit f : " — R positivement homogéne, alors :
f est convere <= f(x+vy) < f(z)+ f(y), Vo,y e R"

Preuve : Supposons que f est convexe, alors :

1 1

fle,) = F(5e+ 3) =2f (5o + 50) < f(2) + ()

Réciproquement : supposons que f(z+y) < f(z)+f(y), Vx,y € ", alors Vt € [0, 1],
Vr,y € R", on a:

[z + (1 =t)y) < fto) + f(1=t)y) = tf(x) + (1= 1)f(y)

d’ou f est convexe.
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1.3.3 Exercices :

Exercice 1 :
f:R* — R fonction définie par :

f(z) =2"Qu +b'x;

oll () est une matrice carrée réelle symétrique d’ordre n, b € R". Déterminer si f
est G-différentiable. Calculer le gradient de f.
Exercice 2 :
Vérifier si les ensembles suivants sont convexes :
1- £ = {z eR" /] Ajx = by, et, Agz < by }. ou A;, Ay sont deux matrices de
R et by, by sont deux vecteurs de R™.
2- E={(z,y) eR? /y—a®>0}.
3-FE={(z,y) eR? /ay>1 et z >0}
Exercice 3 :
Vérifier si les fonctions suivantes sont convexes ou autres sur 3?2 :
1- f(x,y) = 2% — 2y + 2y? — 22 + ™1V,
2- flz,y) = (@=2)"+ (@ -2+ (y+1)°
3- f(x,y) = —a? — 2zy — 21°.

1.3.4 Corrections :

Exercice 1 :

flz+td) — f(x) (Q(x +td), z + td) + (x + td, by — (Qz,x) — (x,b)

lim = lim
t—0t t t—0t t
~ bim (Q(x +td),z + td) + (x + td, by — (Qz,x) — (x,b)
t—0t t

= (2Qz +b,d), Vd € R",

par conséquent est G-différentiable.
On a: (2Qx + b,d) = (Vf(z),d), alors Vf(x) = 2Qx + b.
Exercice 2 :
1) Vz,y € E,Vt €[0,1], on a :

Ai(te+ (1 —t)y) = tAixc+ (1 —t) Ay = by, et
As(tz + (1 —t)y) < tAgz + (1 —1)Agy = by

d’ou tr + (1 —t)y € E = E est un ensemble convexe.
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2) V21,20 € E,Vt €]0,1], on a:
tz1 + (1 —t)ze = (txy + (1 — t)xo, tyr + (1 — t)yo)
comme y; — x2 > 0, et, yo — 22 > 0, alors y;,y» > 0, d’un autre coté on a :
tyr + (1 —t)ys — 207 — (1 — t)223 — 2t(1 — t)z139 > (1 — 1) (27 — 29) > 0.

Par conséquent E est un ensemble convexe.
3) Vz1,29 € B, ¥Vt €[0,1],0n a:

tZl + (1 — t)Zz = (tl’l + (1 — t)ﬂfg,tyl + (1 — t)yg)
comme 1, %y > 0, alors tzy + (1 — t)xs > 0, d’un autre coté on a :

(txy + (1 — t)ao) (tyy + (L — t)y2) = wryr + t(1 — t)wrye + t(1 — H)ways + (1 — £) 221
S 21— )2+t - (2 2y >
i) il
d’on tz1 + (1 — t)z¢ € E, par conséquent E est un ensemble convexe.
Exercice 3 :

20 —y + etV — 2 ertY 2 e*tv 1
1- Vf(x,y) = / ,et, V2f(z,y) =
—x +ay+ et —1+ etV 44 "ty

Ay = eV +2 >0, Ay = 8 + 7 > 0, ce qui implique que f est strictement
convexe.
12(z — 2)? + 2y dy(z — 2
2- V3f(z,y) = ( ) y' Ay ) ,ona:
4y(x — 2) 20 —2)*+2
Ay =12(x — 2)? + 2y > 0, et, Ay = 24(x — 2)* + (2 — 2)2(24 — 12?) + 49/,
pourz =0et y =5, Ay <0,
pour x =y =0, Ay > 0, d’ou f ni convexe ni concave.
-2 =2
3- Vif(z,y) = , A1 <0, Ay >0, dou [ est strictement concave.
-2 —4






Chapitre 2

Optimisation sans contraintes

2.1 Définitions et notations :

Définition 2.1.1 : ( Définition d’un probléme d’optimisation ) : Soit D C R" et
f:R" — R. Un probléme d’optimisation consiste & chercher un élément z* € D (
s’il existe ) pour lequel f(x*) est la plus petite ( resp la plus grande ) valeur de f sur

D et on écrit : nélgf(x) = f(z*), ( resp mez%(f(x) = f(z*) ).

D est appelé ensemble des contraintes ( ou des solutions admissibles, ou
réalisables ), dit aussi domaine de faisabilité.

La fonction f est appelée fonction coit, objectif ou économique.
Considérons le probléme d’optimisation suivant :

min f(z)
xeD

(P) :

Remarque 2.1.1

1. Si D =R", on dit que (P) est un probléme sans contraintes.

2. Un probléme de maximisation se raméne a un probléme de minimisation par
la relation : max f(x) = — min(—f(x))

3. L’ensemble D est donné souvent comme suit :
D={zeR"/ fi(x)<0,i=1,...,m,et, gj(x) =0,j=1,...,p}
(P) est appelé dans ce cas un programme mathématique.

23
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Notation 1

1. Le probleme (P ) est dit réalisable si : D # 0, un point x € D est appelé
solution réalisable de (P).

2. Une solution réalisable qui minimise ( resp maximise) f sur D est appelée
solution optimale.

3. La valeur de l'objectif au point x* est appelée valeur optimale, c’est la valeur
minimale ou la borne inférieure (resp la valeur mazximale ou la borne supérieure

) de f sur D.

2.1.1 Classification des problémes d’optimisation :

Les problémes d’optimisation sont classifiés selon les caractéristiques des fonc-
tions f , f;, et g;.
1. St f et f; sont convexes et g; sont affines, on dit qu’il s’agit d’un programme
convexe ( dans ce cas l’ensemble D est convexe ).

2. Siles fonctions f , fi et g; sont toutes différentiables, on parle de programma-
tion mathématique différentiable.

Définition 2.1.2 : (Minimum local/Mazimum global)

1. Un point x* € D est un minimum local ( resp maximum local ) de f s’il existe
une boule ouverte B centrée en x* telle que :

Vo€ BAD, f(@*) < f(x), (resp f(a*) = f(a) ).
2. Un point z* € D est un minimum global ( resp mazimum global ) de f si :

Ve e D, f(z*) < f(x), (resp f(z7) = f(x) ).

2.2 Optimisation sans contraintes :

Avant d’étudier la solution (ou les solutions) d’un probléme d’optimisation avec
ou sans contrainte, il faut s’assurer de leur existence.
Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes suivant :

min f(x)

T € R

(P):
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2.2.1 Reésultats d’existence et d’unicité de la solution :

Définition 2.2.1 : Une fonction f : R" — R est dite coercive si et seulement si :

f(z) = 4o0.

|z)|—+o0
(c-a-d:VAe R, AN >0/ Ve e R, ||z]| > N = f(z) > A).
Pour montrer que f est coercive on utilise souvent la proposition suivante :
Proposition 2.2.1 : Soit f : R — R une fonction et g : R — RN vérifiant :
1@) > g(lloll) avec Tim g(t) = +oo.
Alors f est coercive.

Théoréme 2.2.1 : (Ezistence) Soit f : R — R une fonction propre, continue, et,
coercive, alors il existe un point x* € R™ qui réalise le minimum de f sur R".

Autrement dit 3x* € R" tel que :

") < f(2) Ve e R

Preuve :
Soit : m = ing (f(z)) < 400 , soit (z,)nen une suite minimisante, ¢ -a- d
reR™
lim f(x,) =m < 4o0. (1)
n—--+400

Supposons que (xn)nen n'est pas bornée, donc il existe une sous suite (Tym))nen
de (Tp)nen telle que : lini ||x¢(n)H = 400.
n—-—+0oo

Par coercivité de f , on a 1112 f(xym)) = +00 , contradiction avec (1). Alors

la suite (x,), est bornée, et dans ce cas il existe une suite extraite de (x,), , soit
(Tpm))n qui converge vers x* € R". En utilisant la continuité de f on a : f(2*) =
lim f(z,m)) =m. On en déduit alors que x* solution de (P) et m > —oo.

n—---4o00

Théoréme 2.2.2 : (Unicité) Soit f : R" — R une fonction strictement convere,

alors il existe au plus x* € R" tel que : f(z*) = mg%nf(a:).
TzeR™
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Preuve :
Soit f strictement convezxe, supposons qu’il existe x5 , x5 € R" tels que f(x}) =
f(ah) = mg%nf(x). Supposons que i # x5, et comme [ est strictement conveze, on
. zeR”

a:
1 1

1 1
PGt + 508 < 5 () + 3/ (@3) = min f(2)

ce qui est impossible, donc x] = 5.
Théoréme 2.2.3 : (Existence et unicité) Soit f : R — R , vérifiant :

1. f continue;
2. f coercive;

3. [ est strictement convezxe.

Alors il existe un unique x* € R", tel que f(x*) = mg%nf(x).
reR™

Théoréme 2.2.4 : Soit f : R* — R, une fonction de classe C*. Supposons qu’il
existe a > 0 tel que :

Va,yeR" . (Vi) - Vfi@),z—y) >alz—y|?

Alors [ est strictement convexe et coercive, en particulier le probléme (P ) admet
une solution unique .

2.2.2 Conditions d’optimalité :
Conditions nécessaires :
Théoréme 2.2.5 : Soit x* un minimum local de f sur R", tel que f : R — R

différentiable, alors on a :

1. Vf(z*) = 0. (Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre).

2. V?f(2*) est une matrice semi-définie positive. (Condition nécessaire d’optima-
lité du second ordre).

Preuve :

1. VieR* et Vde R on a :
Tt i) )

t—0+ t

=d'Vf(z*) >0,



2.2 OPTIMISATION SANS CONTRAINTES : 27

et
t—0-
d’ot : d*V f(z*) =0 ,Vd € R" , alors Vf(x*) = 0.
2. Soit d une direction arbitraire et t > 0, le développement de Taylor du second
ordre au voisinage de x* est donné par :

Fat 1) = f@) +td"Vf(a) ST F )+ of ed)
— fla* 4 td) — f() = SRV (a)d + o) > 0,

en divisant par t> on obtient :

2

d’aprés la notation de Landeau :

2
o)
t—=0 {2
alors : d"V?f(z*)d > 0.

Remarque 2.2.1 : Un minimum local d’une fonction différentiable est un point
stationnaire. La réciproque est fausse.

Conditions suffisantes :

Théoréme 2.2.6 : Soient f € C*(R") , et x* € R tels que :
1. Vf(z*)=0;
2. V?f(x*) est définie positive ;
alors x* est un minimum local de f.

Preuve :
Soit d une direction arbitraire, on a :

fx*+td) = f(a*)+td"Vf(a*) + %thTvzf(a:*)d + o(||td||*)

2
[£d]]
t2

— (" )~ f(5) = ATV )+ o)),

pour t suffisamment petit on aura :

f(z* +td) > f(z*) = 2" est un minimum local de f.
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Conditions nécessaires et suffisantes :

Théoréme 2.2.7 : f : R" — R, une fonction convexe et différentiable, alors une
condition nécessaire et suffisante pour que r* € R" soit un minimum global de f sur
R™ est que :

Vf(@*)=0.

Preuve :
f est convexe alors on a :

f(x) > f(a*) + (z — 2*) "V f(z*)
Yo € R

— x* est un minimum global de [ sur R", d’ou :

flx) = f(a"), Ve e R,
= (z—2")'Vf(z*) =0,V e R"
= Vf(z")=0.

- Vf(z*) =0= f(z) > f(z*), Yo € R", alors z*est un minimum global de f.
Exemple 10 : Trouver analytiquement les extrema de la fonction :
fla,y) = 2® +y° + 3ay

et déterminer sl s’agit de minimum ou autres.

eren-(573)-()

()0

Solution :

On a :

- ou
AN |
\ (y) B (_1>
et
) 6x 3
Vif(z,y) =

3 6y
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0 03
vr(y) -
0 30
(71(0) () () =6
0/ \y y

0 0
donc V2f ( O) n’est pas définie —> ( 0) n’est pas extrémal.

—1 6 3
V2f< )_ ,
—1 3 -6

ses valeurs propres sont les racines de :

alors

MN+1224+27=0= )\ = -9, et, \y = —3,

-1
A, A < 0 = V2f< 1) est définie négative, dans ce cas le point ( 1> est un

-1
mazimum local pour f et on a f< 1) = 1.

2.2.3 Exercices :

Exercice 1 :

Pour chacune des fonctions suivantes :

1- fi(x1, 22, 23) = 323 + 323 + 322 — 221 — 1023 — 27123 .

2- fQ(Il,[EQ) = ZE:I)) + l’% — 3.171 - 125[]2 + 20 .

3- f3<l’1, Ig) = .73[11 + I‘% - 2($1 - Ig)z .

a) Etudier 'existence de points extrémauts.

b) En utilisant une condition d’optimalité du premier ordre déterminer les points
critiques.

c) Préciser a chaque fois leur nature (minimum ou maximum ? local ou global 7).

Exercice 2 :

f est une fonction définie sur R? par :

flz,y) =a* +y* = 2(x —y)?
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1- Montrer qu’il existe (o, 3) € R? et les déterminer tels que :

flxy) Z all@y)ll; + 8, Yy e R

En déduire que le probleme :

min T
i L f(2,y)

admet au moins une solution.

2- La fonction f est -elle convexe sur 322 ?.

3- Déterminer les points critiques de f , et préciser leur nature.

Exercice 3 :

Soit (), une matrice de M,,(R) symétrique et définie positive. Soit b, un vecteur
de R".

1) Démontrer qu’il existe § > 0 tel que pour tout vecteur = de R", (Qx,z) >
8l

2) Soit f, la fonction définie sur " par :

f(&) = 5 (@r.) — (b,

pour x € R".
(a) Démontrer que f est coercive.
(b) Démontrer que le probléme :

min f(x)

reR"

posséde une solution unique que 1’on déterminera complétement.

2.2.4 Corrections :

Exercice 1 :

1- a)
fi(zy, w9, 3) = 3] + 35 + 305 — 277 — 1023 — 27173
> 2(xq — %)2 +2(x3 — g)z + 322 — 13
il est clair que lim fi(xy, z9,x3) = 400, d’oit f est une fonction coercive,

l(z1,22,23)||—+o00
par consequent f admet au moins un minimum global.
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6x1 — 223 — 2 0

b) Vfi(x1, 29, 23) = 625 =1 0 |, on obtient le point critique :
6rs — 221 — 10 0

T 1

zo | =1 0

T3 2

6 0 —2

c) V2 fi(zy1, ze,13) = 0 6 0 |, estune matrice définie positive ses valeurs

—-20 6

propres sont \; =4, Ay =6, A3 =8 > 0, le point critique est un minimum global.
2-a) folwy,m9) =23 + 23+ 327 — 1225+ 20, on a :

lim fy(z,0) = +oo, et, lim fo(z,0) = —o0

Tr—>+00

d’ou f n’est pas coercive. ( s’il existe un minimum, il ne sera pas global ).

322 -3
b) V fa(xy1, x2) = ' = , on obtient les points critiques suivants :
3x2 — 12 0
1 1 —1 -1
o) \—2) \ 2 ) | -2
9 61’1 0
c) Vfo(x1,20) = , alors :
0 61’2
V2£y(1,2) = est une matrice définie positive, donc le point est
012 2
un minimiseur de f.
) 6 0 R [
Vafa(l,-2) = est une matrice indéfinie, le point est un
0 —12 —2
point selle.
) 6 0 o [
Vfao(—1,2) = est une matrice indéfinie, le point est un
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point selle.

—6 0
V2fa(—1,-2) = est une matrice définie nigative, donc le point
0 —12
—1
est un maximiseur de f.
—2

3-a) f3(x1,13) = xi+25—2(21 —12)%, en utilisant 1'égalité : 2(x?+y?) — (v +y)? =
(r — y)? onobtient :

1
i+, > §(xf +22)? (1)
—(SL’l — .132)2 Z —2(15% + flfg) ......... (2)
De (1) et (2) on a :
1
o]+ x5 — 2z — 19)? > 3 [(xf + 3 — 4)2 — 16] — 400

[[(z1,22)||—+o00

d’ou f est une fonction coercive, par conséquent f admet au moins un minimiseur
global.

_ N 0 V2 -2
b) Les points critiques sont : , , et,
0 —2 V2
_\/5

V2

c) est un point selle, mais les points sont des minima

V2

2]
2 —V2

globaux, et on a : f v2 =f v2 = -8

V2 V2

Exercice 2 :

1)

flx,y) = ot 4yt — 222 — 2% + 4oy
> ot oyt —42® — 49

Vee R, ona: (22 —e?)2 > 0= 2t +¢* > 22%2 d'ou:

flay) = (26* = 4)(@* +y*) — 2°
= all(z, )l + 5,
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avec o« = 2e2 — 4, et, B = —2¢*, et on a : ’ )lﬁm (262 — 4) (2% + y?) — 2e* = +o0,
x,y)||—+00

par conséquent f est coercive, en déduire que le probléme de minimisation admet au
moins une solution.

) 1222 — 4 4
2) Ona: Vif(x,y) = , calculons les valeurs propres de
4 12?2 — 4

la matrice hessienne, on obtient : A\ = 0, et Ay = —2 < 0, d’out f n’est pas convexe.

_ 43 — Az — y) 0
3) Calculons le gradient de f, alors : Vf(x,y) = = ,

4y 4+ 4(x — y) 0

: : i : 0 V2 —V2

on obtient les points critiques suivants : , . En testant

0 vz )\ V2

va\ [-ve
chaque point on trouve : est un point selle, et les points ,
0 -2 V2
sont des points minimiseurs de f.
Exercice 3 :
a) On a @) symétrique et définie positive, alors V)\; , i = 1, ..., n, valeur propre de
Q, N\ €N, ona:

Ql’,l’ > Amin z,T = Amin ||7 2,vx€§Rn
{

On a:
(0, ) <[] |||

don: Hm () = +oo|(w1, m2, 73)|| — +o0.
x||—>+o0

b) f coercive donc le probléme (P) admet une solution.

[ est différentiable, V f(z) = Qz — b.

V2f(z) = Q, définie positive, d’oil f est strictement convexe, ce qui assure I'uni-
cité de la solution.

Reésolution du probléme : z = Q~1b.






Chapitre 3

Algorithmes

Nous nous intéressons aux algorithmes de calcul de minimum et plus particulie-
rement aux algorithmes de descente. Les méthodes de descente sont des méthodes
itératives, partant d’un point z( arbitrairement choisi, on construit itérativement une
suite (zx)ren telle que :

flrrg) < flan) , VE

qui sous certaines hypotheses converge vers le minimum z* de (P).
Commencons par définir plus précisément la notion de descente.

3.1 Direction de descente :

Définition 3.1.1 : Soient f : R* — R et © € R". Le vecteur d € R" est une
direction de descente pour [ en x s’il existe n > 0 tel que Na € ]0,7], f(z+ ad) <

().

— d : est la direction de descente.

— « : est le pas de déplacement. Il est, soit fixé, éventuellement le méme pour
toutes les étapes, soit calculé a chaque étape de facon & minimiser f dans la
direction d.

Définition 3.1.2 : Tout vecteur d, € R" satisfait la condition d}V f(xy) <0 est
appelé direction de descente.

Remarque 3.1.1 : S’il n'est pas possible de trouver un vecteur dy, tel que dFV f(xy) <
0, c’est que dEV f(zy) = 0, Vd € R", et alors zy, sera en général la solution cherchée.

35
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3.2 Meéthodes générales de descente :

3.2.1 Principe de la méthode :

Le passage de x; a ;1 s’effectue en deux étapes :

1- Au point x;, , on choisit une direction de déplacement dj,.

2- On détermine oy, > 0, tel que : f(z + apdy) < f(zg), Vk€EN

Alors le principe d’une méthode de descente consiste a faire les itérations sui-
vantes :

Tpt1 = Tk + apdy,

3.2.2 Tests de convergence (Tests d’arrét) :

Soit £* un minimum local de ’objectif f a optimiser. En pratique, un test d’arrét
devra étre choisi pour garantir que I’algorithme s’arréte toujours aprés un nombre
fini d’itérations, et que le dernier point calculé soit suffisamment proche de x*.

Soit € > 0, la précision demandée. Plusieurs critéres sont & notre disposition :
tout d’abord (et c’est le plus naturel), un critére d’optimalité basé sur les conditions
nécessaires d’optimalité du premier ordre, on teste si :

IV f ()l <e,
auquel cas l'algorithme s’arréte et fournit I’itéré courant x; comme solution.
En pratique, le test d’optimalité n’est pas toujours satisfait et on devra faire appel
a d’autres critéres (fondés sur Pexpérience du numérique) :
1- Stagnation de la solution :
[2hi1 — il < e
2- Stagnation de la valeur courante :
1S (@e1) = fan)]| <e

3- Nombre d’itérations dépassant un seuil fixé a ’avance :

k < iterMax.
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3.2.3 Convergence d’un algorithme de descente :

Etudier la convergence d'un algorithme, c’est étudier la convergence de la suite
des itérés générés par l'algorithme. Un algorithme est dit globalement convergeant
si la suite (x)ken , qu'il génére converge vers un point satisfaisant une condition
nécéssaire d’optimalité, et cela quelque soit le point de départ zy choisi.

Remarque 3.2.1

1. La condition de descente f(zy41) < f(zx) n’est pas suffisante pour assurer la
convergence de la suite (), vers optimum de f(x).

2. Si f(zp1) < flxr) et f(z) bornée inférieurement alors la suite (f(zx)),
converge. Cependant, il n’est y a aucune garantie pour que : liin f(zy) = f(z¥).

Exemple 11 : f(z) =2?, z € R, avec z, = (-1)*(1 +27%).

3.2.4 Convergence asymptotique ( Vitesse de convergence) :

On suppose que la suite (zy); converge vers z*. L’objet de cette partie concerne
I'étude du comportement de la suite (zx); au voisinage de x*, afin de pouvoir attri-
buer & chaque algorithme un indice d’efficacité appelé vitesse de convergence.

La technique la plus utilisée dans ce contexte consiste & comparer ||z, 1 — z*|| a
[l — 2]

Définition 3.2.1 : L’ordre de convergence d’une suite (xy), vers sa limite x* est
le plus grand réel positif (r >0 ) tel que :

_ *
ogdzhmM

< 0 = cst
1 ka—x*HT +00 , cs

1. Sir =1, on dit que la convergence est linéaire, la méthode correspondante est
dite d’ordre 1, ( ou du premier ordre ).

2. Si r=1,et, 6 =0, la convergence est dite superlinéaire.

3. Si r=1,et,d =1, laconvergence est dite sous-linéaire. (C’est le cas le plus
mauvais en pratique ).

4. Si r =2, la convergence est quadratique, la méthode est du second ordre.

Exemple 12 : Soit 2, = , 0<c<1,keN.
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3.2.5 Algorithme général de descente :

Soit x, lapproximation de z* & l'itération k .

Pas 1 : (Test d’optimalité ) ;

Si les conditions d’optimalité sont satisfaites, ’algorithme s’arréte avec z; comme solution;
Pas 2 : ( Calcul d’une direction de descente ) ;

On détermine un vecteurs dy, # 0 , tel que : df V f(z;) < 0;

pas 3 : ( Calcul du pas de déplacement );

On cherche un réel |, ay, > 0, tel que : f(zy + apdy) < f(xg);

Pas 4 : ( Ajustement de 'approximation ) ;

Tpy1 ¢ T + pdy ;

k =k + 1; Retour au pas 1;

Fin.

3.3 Meéthode du gradient :

L’idée de cette méthode, qui remonte a Cauchy (1847), est trés naturelle, mais pas
toujours efficace. elle consiste a remarquer qu’en tout point de R" | c’est la direction
opposée a celle du gradient qui correspond localement & la décroissance la plus forte
de f.

3.3.1 Algorithme général :



3.3 METHODE DU GRADIENT :

Données : f une fonction différentiable ;
choisir un point initial 2°;

€ parametre de précision ;

k=0;

Tant que : ||V f(x)|| > ¢;

Calculer : d, = —V f(xx);

Recherche linéaire : trouver un pas ay tel que :
fan + axdy) < f(xr);

Mise a jour : 3. = ) + apdy;

k=k+1;

Fin.
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Il y a plusieurs méthodes de gradient suivant le choix que nous faisons pour «.

3.3.2 Meéthodes de gradient & pas optimal :

L’étape 2 (Recherche linéaire) de ’algorithme précédent est alors remplacée par :

Calculer un pas optimal oy, solution de : migl [z + ady).
a>

Théoréme 3.3.1 : Soit f : R — R une fonction elliptique c-a-d : f € C* et 3

0 >0 tel que :

Va,yeR" , (Vi)—Vily),z—y) >6|z—yl.

Alors la méthode de gradient o pas optimal est bien définie et converge.

3.3.3 Cas particulier : fonctions quadratiques :
Appliquons ’algorithme en question sur la fonction quadratique :

flz) = %mTQm —z7b

ou () est une matrice réelle carrée n x n symétrique définie positive, et b € R” un

vecteur constant.
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Notons par : gy = Vf(xr) = Qzr — b jet, ¢(a) = f(zr + ady), alors : Ya > 0, on

(o) = flar + owdr) = f(ar — argr)
= %(xk - Oékgk)TQ(xk — aggr) — (T — Oékgk)Tb

2

[0
= flax) — gl gr + ?kggng

¢ admet un minimum unique pour :

_ ngk
91:5 Qg

d’ou :

2
Tgt1 = T — loc 9k
91 Qar

Remarquons que gf Qg > 0, ( Q est D.P, et g, # 0 ).
On obtient ’algorithme :

k= 0, d[) = —4o;

Tant que :||gx|| > ¢ , faire :
dk = =Gk ;

g}fgk .

9t Qi

Thy1 = Tp + apdy,

ap =

k1 = gk + axQdy ;
k=k+1,;
End .

Mise en oeuvre de la méthode du gradient & pas optimal :
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cle

clear all

n=2; eps=1l.e-5;
Q=[1-1; -1 2];

b=[-1; 1]; xk=[1; 2];
k=0; rnorm=1.;
while(rnorm>eps)
k=k+1;

dk=-(Q*xk-b);

alpha= (dk’*dk) /(dk™*(Q*dk));
xkl=xk-+alpha*dk;
Y%rnorm=norm (xk1-xk) ;
rnorm=norm(dk) ;
xk=xkl1 ;

end

nombre iteration=k

xk

Remarque 3.3.1

1. Les directions de descente successives sont orthogonales, c-a-d : (gri1, gx) = 0.

2. Si @) est symétrique définie positive, la méthode de gradient a pas optimal est
convergente.

3.3.4 Méthodes de gradient & pas constant :

Si au lieu du pas optimal, on prend un pas « fixe, I’algorithme, appelé gradient
a pas constant (ou fixe), n’est autre que I’algorithme appliqué a la recherche d'un
point fixe pour la fonction ¢ (z) = 2 — aV f(x),

Tp1 = P(wp) = 21 — AV f(78)
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Remarque 3.3.2 : Si Q) est symétrique définie positive, la méthode de gradient a
pas fize est convergente sous réserve que :

2
0<a< ———=
)\maX(Q)
Mise en oeuvre de la méthode du gradient a pas constant :
cle
clear all

n=2; eps=1l.e-H;
Q=[1-1:-19);
b=[-1; 1] ; xk=[1; 2];
k=0; rnorm=1.;
while(rnorm>eps)
k=k+1;
dk=-(Q*xk-b) ;
alpha= 0.67;
xkl=xk-+alpha*dk;
Yrnorm=norm (xk1-xk);
rnorm=norm(dk);
xk=xkl1 ;

end

nombre iteration=k

xk

3.3.5 Meéthodes de recherche linéaire economiques ( Procé-
dure d’Armijo) :
La regle d’Armijo est la suivante :

f(ﬂfk + Oékdk) < f(l'k) —+ m&ka(iL'k)Tdk
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avec 0 <m < 1.
Exemple 13 : Trouver le minimum de la fonction :
f(w1,20) = 2223 + 25 + 20109 + 239 + 2

en appliquant la méthode de ( p.p.d ) a partir de x(©) = (0, O)T.

0 0
Solution 2 : V[ = = —dp, HVf(x(O))H =2>c.
0 2

Calcul du pas optimal : posons p(a) = f(z(0 + ady) = 4a? — 4a + 2, ¢'(a) =

1 0
8a — 4, d’ou oy = 5 et dans ce cas M) = 29 + opdy = , par conséquent
-1
HV f (x(o))H = 2 > . D’une maniére similaire on calcule I'itéré suivant, on obtient :
z? = ,etona: Vf(z®?) = , d’ott @ est un minimiseur de f, donc

aprés k = 2 itération ’algorithme converge vers la solution exacte du probléme.

3.4 Méthode du gradient conjugué :

La méthode du gradient conjugué est une méthode de descente a pas optimal
permettant de minimiser une fonction quadratique de ™ dans R en au plus n ité-
rations.

Considérons le probléme quadratique sans contraintes suivant :

min f(z) = 227Qz + bTz + ¢

r eR”
ol () € R est symétrique définie positive, b € R" , ¢ € R.

Définition 3.4.1 : Soient Q € R™™" , symétrique définie positive, et [’ensemble
{di,ds, ...,dy} de directions non-nulles. Ces directions sont dites Q) conjuguées si :

d'Qd; =0, Vi,j tels que i # j
7 J
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Noter que si () est la matrice identité, les directions conjuguées sont orthogonales.

Propriétés 3.4.1 :

1.
2.

3.

St dy,ds, ..., dy sont Q) conjuguées, alors elles sont linéairement indépandantes.

L’espace vectoriel engendré par un ensemble de n directions conjuguées est de
dimension n.

Une conséquence importante de la propriété (1) est que le nombre mazimal de
direction @ conjuguées dans R"™ est égal a n.

3.4.1 Déscription de la méthode :

La méthode consiste & minimiser f a partir d’'un point zg, suivant n directions :
do,dy, ..., d,_1, mutuellement conjuguées par rapport a Q).

1.

La premiére idée fondamentale de ’algorithme du gradient conjugué, consiste
a choisir chaque direction de descente conjuguée a la direction de descente
précédente par rapport a Q).

La seconde idée fondamentale consiste a chercher dj sous forme d’une combi-
naison linéaire de d;_; et du gradient au point xy, soit :

dk = —Vf(xk) + )\]gfldkfl
ol \;_1 étant choisie de telle sorte que les directions successives soient conju-
guées par rapport a Q.
On construit la suite :
Try1 = Tp + apdy,
avec

ar € argminf(xy + ady)
a>0

3.4.2 Calcul du pas de déplacement :

Comme oy, minimise f dans la direction dj on a :

vk, dgvf(xk—&-l) =0

— d} (Q(zy + apdy,) +0) =0

~df (Quy, +b)  —dIVf(xy)
> X = =
: dIQd), dIQd

( Q est définie positive, dj, sont mutuellement conjuguées, alors : Vk , drQdy, # 0).
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3.4.3 Calcul de )\ :

Pour :
dir1 = =V f(@s1) + Mdy

= dj1Qdy =0
= =V [ (2r41)" Qdy, + \ed, Qdy. = 0
ceci est toujours possible, ( di # 0 ) et on obtient :
V[ (211)" Qdy
dj, Qdy,
Lemme 3.4.1 :Vi<k ,ona:d Vf(zy)=0.

A =

Preuve :
AV f(ze) = df (Quy +b)
k—1
= d} (Q(xi + > a;d;) +b)
=i

= dI'(Qz; + b) + aud! Qd;

drOd; =
d’z]"QdZ IQZ 0

Lemme 3.4.2 : Le réel N\ se calcul par la formule suivante ( Fletcher - Reeves ) :

IVl

IV £ ()|
Preuve :
On a:
V(@) = Vf(zr) = arQd,
d’otu : )
(Vf(zri1)) Qdy = a—k(vf(fkﬂ))T(Vf(ka) = Vf(zy)),
comme :

Vf(xg) = —dg + Ne—1di—1,

alors d’aprés le lemme 3.4.1 on a :

(Vf (@) (V f(ax) = 0,
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par conséquent :

N — (Vf(zr11))" Qdi _ 1 (Vf(xr1)"V f(2k41)
' di, Qdy ar df Qdy, ’

en substituant oy on obtient :

N\ — V(e
* iV f(x)
mais :
(Vf (@) dr = (Vf (@) (= V f (2k) + Me—1di—1)
on déduit :

N IV (@0 I
= IR
[V f ()]

3.4.4 Algorithme :

Choisir 2° et poser k=0, dy = —V f(x)
Tant que : |V f(x)| > ¢ faire;
L APICN
o = —
di Qd
Tpy1 = g + agdy;

2 IVl

IV f()*
dk+1 = —Vf(:lfk+1) + )\kdk;
kE=k+1,;

Fin.

Mise en oeuvre de la méthode du gradient conjugué :
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cle

clear all

n=2; eps=1.e-5;

Q=[1-1;-12];

b=[-1; 1] ; xk=[1; 2J;

k=0 ;dk=-(Q*xk-b) ; rnorm=1.;
while(rnorm>eps)

k=k+1;

gk=(Q*xk-b);

alphak=(-dk’*gk) /(dk’*(Q*dk));
xkl=xk-+alphak*dk;
gkl=(Q*xk1-b);
Lamdak=(norm(gk1))~2/(norm(gk))~2;
dkl=-gkl+Lamdak*dk;

xk=xk1 ; dk=dkl1 ; gk=gkl ;
rnorm=norm(gk) ;

end

nombre iteration=k

xk
fmin=(1/2)*xk™*(Q*xk)-b"*xk

Remarque 3.4.1

1. La méthode du gradient conjugué nécessite le stockage de trés peu d’informa-
tions.

2. Sa vitesse de convergence est trés supérieure a celle des algorithmes de gradients
classiques.
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Si f n’est pas quadratique, il peut étre difficile de trouver oy, le pas de déplace-
ment. Quand on ne peut pas calculer «aj de maniére exacte, il faut utiliser & chaque
itération k£ une méthode numérique rechérche linéaire) pour approcher «y . Le ré-
sultat suivant nous donne un intervalle tel que si tous les ay se trouvent dans cet
intervalle, alors la méthode du gradient converge :

Théoréme 3.4.1 : Soit f:R*" - R etona:
1. f une fonction elliptique (c-ad: fe Clet 36 >0 tel que:
VayeR" , (V@)= VI(y)a—y) =]z -y’
2. Vf soit lipschitzien (c- &~ d : 3 M > 0 tel que
Va,yeR" , [IVf(x) = Vil <Mz -yl

3. Supposons que la suite (qy) satisfait la propriété suivante :

20
Ja,be RN, avec 0<a<b<W tels que : a < ap < b, Vk €N

Alors la méthode générale de gradient converge et la convergence est au moins
géométrique, (c- a-d : 3 8 € [0;1], tel que :

lzx — 2| < 8" |lwo —*||, Vk €N

ou z* est I'unique point de minimum de f sur R”".

3.5 Meéthode de Newton :

Supposons que f est de classe C2, remplacons la fonction f a litération k par
son approximation quadratique au voisinage de xy, :

flon+d) = Flan) + AV () + 50"V (0)d = F(0)
or, F'(d) est minimale par rapport a d si :
V() + V2 f(ax)d =0
ainsi la direction de déplacement est solution du systéme linéaire :
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Définition 3.5.1 : On appelle méthode Newtonienne tout algorithme de descente
dans lequel, la direction de dj, est définie a chaque itération par le systéeme (3.1). dy,
ainst définie est appelée direction de Newton.

Si V2f(z)) est définie positive ( F(d) strictement convexe ) le systéme ( 3.1)
admet une solution unique :

dk == —H,;lv.f(ﬂlk)
ot Hy = V*f(x), il est claire que dj, est bien une direction de descente :
diV f () = =V f(ar)"H 'V () <0

alors :
Thy1 = Tp + dy,

autrement dit o, = 1, Vk.
Mise en oeuvre de la méthode de Newton :
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cle

clear all

f=Q(x,y) 4*x.”2+44%y.”2-12%y+4*x *y ;

Syms X y Xv
xv=[x y]; n=2;
temps=cputime ;

for i=1 :n

df(i)=diff(f,xv(i)) ;

for j=1 :n
ddf(i,j)=diff(df(i),xv(j)) ;

end

end

inv_ ddf=inv(ddf);

df1=Q(x,y) subs(eval(df));
fun_inv=Q(x,y) subs(eval(inv_ddf));
alpha=0.5; rnorm=1; xk=[1; 0] ;k=0;
while(rnorm>1.e-3)

k=k+1;

inv_h=fun _inv(xk(1),xk(2));
d=-inv_ h*df1(xk(1),xk(2))’;
xkl=xk-+d;
rnorm=norm(xk1-xk) ;

xk=xk1 ;

end

nombre iteration=k

xk

fmin=f(xk(1),xk(2))

temps=cputime-temps

CHAPITRE 3 ALGORITHMES
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3.5.1 Convergence de la méthode :

La méthode de Newton converge quadratiquement pourvue que z° ( point initial
) soit suffisamment proche de z* et H(z*) définie positive. ( si la fonction f est
quadratique, et, strictement convexe la méthode de Newton converge en une seule
itération ( Vx?)).

1. La méthode de Newton nécessite le calcul des dérivées premiéres et secondes
a chaque itération, et 'inversion du hessien ce qui peut étre trés couteux en
pratique.

2. La convergence globale n’est pas garantie.

3.6 Meéthode de relaxation :

C’est une méthode de descente, alors partant d'un point de départ z°, I'itéré
gt = (gt bt okt est construit & partir de oF = (2%, 2%, ..., 2F), en
calculant surccessivement ses composantes par la résolution des problémes de mini-

misa;cion monodimensionnels suivants :
k41 ok kY _ . k k
flay as, . x)) = génf(t,%,...,xn)

f($]f+17 $]§+17 xl?fa ...737,]:;{) - Itréi&:[elf(xlf—‘rl, t? x§7 e I‘Z)

k k : k k
L f(m1+17m2+17 '-'7xfz+1> - {g}}tﬂf({fl-i_l, 7*rnt117t>

Théoréme 3.6.1 : Soit f : R" — R wune fonction elliptique. Alors la méthode de
relaxation est convergente vers le minimum global unique de f sur R™.

Remarque 3.6.1 :

1. La convergence de la méthode est globale.
2. Cette méthode est éfficace pour les problémes de grande taille, et surtout pour

les fonctions dont les variables séparés ( f(x) = Y. fi(x;) ), dans ce cas la
i=1

méthode converge en une seule itération (en résolvant n problémes monodi-
mensionnels ).

3. La méthode est lente généralement.
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3.6.1 Exercices :

Exercice 1 :
Soit la fonction :
f(x1,22) = x% + 2:13% +4xq + 4xo

1- Montrer que f(x) est strictement convexe.

2- Pour trouver le minimiseur global de f(z), on applique la méthode de plus
profonde descente & partir de (¥ = (0,0)” . Montrer que la suite {r;} des itérés

p) 1\* ’
s = =2 (=) -1
3k 3

En déduire le minimiseur de f(z).
3- Vérifier analytiquement le résultat .
Exercice 2 :
Considérons le programe mathématique suivant :

vérifie la relation :

1
min f(z) = —27Qx — b'x
P) (@) =3
xr € RNZ;
1 -1 -1
ou Q) = ,et b=
-1 2 1
1- Résoudre le (P) en utilisant ’algorithme du gradient conjugué avec une pré-
1
cision € = 1079, et point de départ xy =
2

2- En déduire le nombre des itérations.
Exercice 3 :
1- Ecrire la méthode de Newton pour le probléme :

min f(x) = 2* + 2% — 1

reR

2- Résoudre le probléme précédent par la méthode de Newton, avec une précision

e =10"2, point de départ zy = 3 et pas de déplacement o = 1.
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3.6.2 Corrections :

Exercice 1 :

1) V3f = 04 est une matrice définie positive ce qui implique que f est

strictement convexe.

0 4
2) Pout (¥ = ,ona:Vf(0,0)= et [Vf(0,0)|| > ¢, dy = ,
0 4 —
le nouveau itéré est donné par la suite : gD = k) 4 agdy, ou oy et dj sont
respectivement le pas de déplacement et la direction de descente a l'itération k.
Calcul du pas de déplacement : ( pas optimale ) posons p(a) = f(2© + ady) =

48a% — 32a, alors ¢'(a) = 96a — 32, le pas optimale est ag = =.

) 3
h_ 1[4 372
20— L ~| 3 " |k=1
3\ 4 -1
3
2
5~ 2
De la méme maniére on calcule z(? et on obtient : £ = 31
2
—-)2 -1
3"~
En utilisant la reccurence on obtient : z(*) = <3% -2, (%)k — 1) , et on a :
lim z® = (=2, -1)".
k— 00
. 2331 +4 . . —2
3) Analytiquement on a : Vf = qui s’annule au point : , et
41172 + 4 —1

comme f convexe alors le point critique est un minimiseur global de f.
Exercice 2 :

0
1- dy = =V f(xg) = , IV f(zo)|| = 2 > €, calculons le pas de déplace-
dova(ifo) 1 1
t:oy=————>=—,alors: 1y = do = t
ment : ag dOTQdo 2,aors Tr1 = To + Qpdo . , €
IVf(z)]* 1 1 -1
N=-——"5=—,donc dy =—-Vf(x1)+—dy= 1
IVf(zo)lI* 4 4 —=
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0
IVf)]|=1>¢ a1 =225 = ;A =0,dy = . ,donc: |V f(z2)| =

—1
0

0 < ¢, d’ou la solution du probléme (P) est z* = xo =

2- Le nombre des itérations est : k = 2.

Exercice 3 :

1-

Initialisation : =z, point de départ, ¢ = 1072 parameétre de précision, pas de
déplacement o = 1

Tant que : || f'(xy)| > € faire
(k) 43 + 2y,
dk = " - 2 ;
Fi(zn) 1222+ 2
Tpy1 = Tp + di;
k=Fk+1,;
Fin.
1 3 1 3 3 1
2- f/<§> =3 f’(i) =3 > €, dy = 10’ par conséquent r; = 5
1 54 1 27
f’(g) = Top’ ' f’(g)H =0.432 > ¢, d; = 55 par conséquent zo = Tee:
4 4
fl(ﬁ) = 0,00652, fl(ﬁ) = 0,00652 < ¢, alors la solution est z* = x5 =

55 avec k = 2 le nombre des itérations.
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