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Préface

Le présent document est le fruit de l�enseignement de cette matière à l�université
de Batna 2. Il est destiné aux étudiants de 3ème année Mathématiques LMD.
Optimiser : rendre optimal, donner à quelque chose les meilleures conditions d�uti-

lisation, de fonctionnement ou de rendement au regard de certaines circonstances.
(Déf. Larousse).
Un problème d�optimisation consiste à chercher un élément x� 2 D ( s�il existe )

pour lequel f(x�) est la plus petite ( resp la plus grande ) valeur de f sur D et on
écrit : min

x2D
f(x) = f(x�), ( resp max

x2D
f(x) = f(x�) ).

Nous commencons par des rappels de base de calcul di¤érentiel, et la notion de
convexité,
Dans le deuxième chapitre, nous donnons quelques résultats théoriques sur l�op-

timisation sans contraintes.
Dans le troisième chapitre nous introduisons les algorithmes classiques de l�opti-

misation numérique sans contraintes.
Divers exemples et exercices accompagnent le présent document a�n d�assimiler

les notions plus théoriques vues en cours.
Les algorithmes sont implémentés sous le logiciel de calcul scienti�que Matlab.
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Chapitre 1

Calcul di¤érentiel, convexité

1.1 Rappels de calcul di¤érentiel :

1.1.1 Dérivée directionnelle :

Dé�nition 1.1.1 : Considèrons la fonction f : <n ! <, et soit x0 2 <n un point
tel que f(x0) est �nie. Alors la dérivée directionnelle de f en x0 dans la direction
d 2 <n est dé�nie par :

f 0(x0; d) = df(x0; d) = lim
t!0+

f(x0 + td)� f(x0)
t

si elle existe.

Cette dérivée donne le taux de variation de f en x0 dans la direction d.

Dé�nition 1.1.2 : ( Gâteaux di¤érentiabilité ) : On dit qu�une fonction f est Gâ-
teaux di¤érentiable ( G-di¤érentiable ) en x0 2 <n si elle admet une dérivée direc-
tionnelle en x0 suivant toutes les directions d 2 <n.

Dé�nition 1.1.3 : ( Fréchet di¤érentiabilité ) : On dit que f est Fréchet di¤éren-
tiable ( F-di¤érentiable ) en x0 2 <n s�il existe une application linéaire continue
L(x0) de <n dans < tel que :

lim
d!0

f(x0 + d)� f(x0)� L(x0):d
kdk = 0:

L�application L(x0) est appelé dérivée de f en x0.
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4 CHAPITRE 1 CALCUL DIFFÉRENTIEL, CONVEXITÉ

Autrement dit : f est F-di¤érentiable en x0 2 <n s�il existe une application
linéaire continue L(x0) de <n dans < tel que :

f(x0 + d) = f(x0) + L(x0):d+ kdk :�(d);

avec : lim
d!0

�(d) = 0.

Remarque 1.1.1 :

1- L�application f peut être G-di¤érentiable en x0 2 <n sans être continue en
ce point.
2- Si l�application f est F-di¤érentiable en x0 2 <n alors elle est continue en ce

point.
3- La notion de F-di¤érentiabilité est plus forte que celle de G-di¤érentiabilité.
4- Si f est F-di¤érentiable en x0 2 <n avec une dérivée L(x0), alors f est

G-di¤érentiable en x0 et L(x0) = f 0(x0); La réciproque est fausse.
5- Si f est F-di¤érentiable alors f est une fonction di¤érentiable.
6- Une fonction di¤érentiable en un point admet donc des dérivées partielles en

ce point. La réciproque est fausse en général.
7- Une fonction di¤érentiable sur un ouvert V 2 <n dont toutes les dérivées

partielles sont continues sur V est dite de classe C1 sur V .

Exemple 1 :

1) f : <2 �! <, une fonction dé�nie par : f(x1; x2) = x1�x22. Pour tout d 2 <2,
on a :

lim
t!0+

f(x+ td)� f(x)
t

= lim
t!0+

f(x1 + td1; x2 + td2)� f(x1; x2)
t

= (1; 2x2)

0@ d1

d2

1A = f 0(x):d = rf(x)T :d

la dérivée directionnelle existe 8d 2 <2, d�où f est G- di¤érentiable.
2) f : <2n f(0; 0)g �! <, une fonction dé�nie par : f(x1; x2) =

x1x
2
2

x41 + x42
, remar-

quons que la fonction f n�est pas continue en x0 =

0@ 1
0

1A, en e¤et on a : f(1; 0) = 0,
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et lim
x1�!1

f(x1; x1) =
1

2
6= f(1; 0). D�un autre côté on a :

lim
t!0+

f(x1 + td1; x2 + td2)� f(x1; x2)
t

= lim
t!0+

f(1 + td1; td2)� f(1; 0)
t

= (0;�2)

0@ d1

d2

1A = �2d2

existe 8d 2 <2, d�où f est G- di¤érentiable.

Exemple 2 : f : <2n f(0; 0)g �! <, une fonction dé�nie par :

f(x1; x2) =

8><>:
x21x2
x21 + x22

, (x1; x2) 6= (0; 0)

0 , (x1; x2) = (0; 0)

f est une fonction continue en (0; 0), en e¤et pour x1 = r cos �, x1 = r sin �, r > 0
et � 2 ]0; 2�[ , on a :

lim
(x1;x2)�!(0;0)

f(x1; x2) = lim
r�!0+

r3 cos2 � sin �

r2
= 0 = f(0; 0),

de plus, f admet des dérivées partielles en (0; 0) car :

@f

@x1
(0; 0) = lim

d1�!0

f(d1; 0)� f(0; 0)
d1

= 0

@f

@x2
(0; 0) = lim

d2�!0

f(0; d2)� f(0; 0)
d2

= 0

pourtant f n�est pas F- di¤érentiable ( et alors n�est pas di¤érentiable) en (0; 0) car :

lim
(d1;d2)�!(0;0)

f(d1; d2)� f(0; 0)�
�
@f
@x1
(0; 0); @f

@x2
(0; 0)

�0@ d1

d2

1A
k(d1; d2)k

= lim
r�!0

(cos2 � sin �)

n�existe pas.



6 CHAPITRE 1 CALCUL DIFFÉRENTIEL, CONVEXITÉ

1.1.2 Gradient et matrice hessienne :

Dé�nition 1.1.4 : ( Gradient ) : Considèrons la fonction f : <n ! <; le gradient
de f en x0 2 <n est le vecteur dont les composantes sont les dérivées partielles
premières. Il est orthogonal à la courbe de niveau de f passant par x0, noté rf(x0)
ou encore gradf(x0) :

rf =

0BBBBBBBBB@

@f
@x1
(x0)

@f
@x2
(x0)

:

:

@f
@xn
(x0)

1CCCCCCCCCA
Remarque 1.1.2 : Lorsque le gradient existe, la dérivée directionnelle est le produit
scalaire entre le gradient de la fonction f et la direction d, c�est à dire :

lim
t!0+

f(x0 + td)� f(x0)
t

= rfTd.

Dé�nition 1.1.5 : ( matrice hessienne ) : Soit la fonction f : <n ! <; la matrice
hessienne de f en x0 2 <n est la matrice de taille n � n dont les entrées sont les
dérivées partielles secondes :

Hf (x0) =

0BBBBBB@
@2f
@x21
(x0) ::: ::: @2f

@x1@xn
(x0)

: ::: ::: :

: ::: ::: :

@2f
@xn@x1

(x0) ::: :::
@2f
@x2n
(x0)

1CCCCCCA
Remarque 1.1.3 :

1- Lorsque f est de classe C2, on a :
@2f

@xi@xj
=

@2f

@xj@xi
.

2- La matrice hessienne de f est une matrice symétrique.

Exemple 3 :
f : <3 ! <, dé�nie par :
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f(x1; x2; x3) = 2x
2
1x2 + 2x

2
2x3 + 2x1x2x3 � x1 � x2 � x3

on a :

rf(x1; x2; x3) =

0BBB@
4x1x2 + 2x2x3 � 1

2x21 + 4x2x3 + 2x1x3 � 1

2x22 + 2x1x2 � 1

1CCCA

r2f(x1; x2; x3) =

0BBB@
4x2 4x1 + 2x3 2x2

4x1 + 2x3 4x3 4x2 + 2x1

2x2 4x2 + 2x1 0

1CCCA
1.1.3 Développement de Taylor :

Théorème 1.1.1 : (Taylor au premier ordre) : Soit f : <n ! < une fonction
continûment di¤érentiable sur un ouvert V de <n alors :

1- Pour tout d 2 <n tel que x+ d 2 V , on a :

f(x+ d) = f(x) + dTrf(x) + o(kdk).

2- Pour tout d 2 <n tel que x+ d 2 V , il existe t 2 [0; 1] tel que :

f(x+ d) = f(x) + dTrf(x+ td).

Théorème 1.1.2 : (Taylor au second ordre) : Soit f : <n ! < une fonction deux
fois di¤érentiable sur un ouvert V de <n alors :

1- Pour tout d 2 <n tel que x+ d 2 V , on a :

f(x+ d) = f(x) + dTrf(x) + 1
2
dTr2f(x)d+ o(kdk2).

2- Pour tout d 2 <n tel que x+ d 2 V , il existe t 2 [0; 1] tel que :

f(x+ d) = f(x) + dTrf(x) + 1
2
dTr2f(x+ td)d.
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Remarque 1.2.1 :

1. Par convention, l�ensemble vide est convexe.
2. <n+ = fx 2 <nl x � 0g est un convexe, appelé orthant positif. (x � 0 c-à-d

xi � 0, 8i = 1; :::; n).
3. Les demi-espaces fermés :

�
x 2 <nl bTx � �

	
et
�
x 2 <nl bTx � �

	
, où b 2

<n et � 2 <, sont des ensembles convexes non vide.
4. Les ensembles de la forme : fx 2 <nl Ax � bg, où A est une matrice de <m�n
et b 2 <m sont des convexes de <n, appelés polyèdres convexes.

5. L�ensemble : H =
�
x 2 <nl bTx = �

	
, où � 2 < et b 2 <n , b 6= 0 est appelé

hyperplan. H est un ensemble convexe.

Proposition 1.2.1 :

1. Soit f : E ! F une application linéaire. L�image directe f(A) ( resp l�image
réciproque f�1(A) ) d�un convexe A de E ( resp de F ) par f est un convexe.

2. Le translaté E + �, ( � 2 <n ) d�un convexe E � <n est convexe.
3. La combinaison linéaire de deux convexes E1 et E2 de <n est convexe :

�1E1 + �2E2 = f�1x1 + �2x2 = x1 2 E1, x2 2 E2g :

4. Soient E1 et E2 sous ensembles de <n. Alors E1�E2 est convexe dans <n�<n
si et seulement si E1 et E2 sont convexes.

5. Si fAigi2I est une famille quelconque de convexes de <n, alors
T
i2I

Ai est un

convexe. (Mais pas l�union ).

1.2.2 Enveloppe convexe :

Dé�nition 1.2.3 : On appelle combinaison convexe de m-vecteurs : x1; x2; :::; xm de

<n toute combinaison linéaire :
mP
i=1

�ixi , où �i � 0 et
mP
i=1

�i = 1.

Proposition 1.2.2 : un sous-ensemble E de <n est convexe si et seulement s�il
contient toutes les combinaisons convexes de ses élements.

Dé�nition 1.2.4 : On appelle enveloppe convexe d�une patie E de <n, le plus petit
convexe de <n contenant E. C�est aussi l�intersection de tous les ensembles convexes
de <n contenant E, on la note Conv(E) ou Co(E).
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1.3 Fonctions convexes :

Dé�nition 1.3.1 : Considérons la fonction f : <n ! <.
1. f est dite convexe sur <n si :

f(tx+ (1� t)y) � tf(x) + (1� t)f(y); 8x; y 2 <n;8 t 2 [0; 1] :

2. f est dite strictement convexe sur <n si l�inégalité au dessus est stricte 8x 6= y
et t 2 ]0; 1[ :

3. f est dite fortement convexe sur <n s�il existe � > 0 tel que : 8x; y 2 <n;8
t 2 ]0; 1[ :

f(tx+ (1� t)y) � tf(x) + (1� t)f(y)� �

2
t(1� t) kx� yk2

Exemple 6 :

1. Les fonctions quadratiques convexes de <n sont celles qui sont associées à une
matrice semi-dé�nie positive.

2. Dans < on a :
f(x) = x2, f(x) = ex, f(x) = jxj

sont des fonctions convexes.

Dé�nition 1.3.2 :

1. L�ensemble : epi(f) = f(x; t) 2 <n+1 = f(x) � tg est appelé épigraphe de f .
2. L�ensemble : dom(f) = fx 2 <n = f(x) < +1g est appelé domaine e¤ectif de

f .
Si dom(f) 6= ; et f(x) > �1, 8x 2 <n, on dit que f est propre. ( en d�autres
termes f est propre si f

��
dom(f) est �nie et dom(f) 6= ; ). Dans le cas contraire

f est dite impropre.
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Dé�nition 1.3.3 : Une fonction f : <n ! < est dite convexe si son épigraphe est
un sous-ensemble convexe de <n+1.

Dé�nition 1.3.4 : Une fonction f : <n ! < est dite concave si (�f) est une
fonction convexe, c�est à dire si :

8x; y 2 <n;8 t 2 [0; 1] , f(tx+ (1� t)y) � tf(x) + (1� t)f(y):

Remarque 1.3.1 : Si f est une fonction a¢ ne : f(x) = Ax + b, alors f est à la
fois convexe et concave.

Proposition 1.3.1 : (Inégalité de Jensen ) : f : <n ! < est convexe alors on a :

f

 
mX
i=1

tixi

!
�

mX
i=1

tif(xi) , 8m 2 N , 8ti � 0 , avec
mX
i=1

ti = 1 , 8xi 2 <n:

Preuve :
Par récurrence sur m � 1.
� Pour m = 1 , c�est évident, si m = 2 , t1 + t2 = 1 =) t2 = 1 � t1, posons
t1 = t alors t2 = 1� t avec t 2 [0; 1] , c�est la dé�nition.

� Supposons que P (m) vraie. Soient x1,x2,:::,xm+1 2 <n , et t1,t2,:::,tm+1 2 <+

avec
m+1P
i=1

ti = 1 , montrons que : f
�
m+1P
i=1

tixi

�
�

m+1P
i=1

tif(xi).

� Si tm+1 = 1 , alors t1 = t2 = ::: = tm = 0 , et la propriété est vraie.
� Si tm+1 6= 1 , posons � = 1� tm+1 > 0 , et on a :
t1x1 + t2x2 + :::+ tm+1xm+1 = �

mP
i=1

ti
�
xi + (1� �)xm+1 ;

posons x =
mP
i=1

ti
�
xi =

mP
i=1

�ixi , avec �i =
ti
�
;

on remarque que �i � 0 et
mP
i=1

�i = 1 ,

d�où : f
�
m+1P
i=1

tixi

�
= f

�
mP
i=1

tixi + tm+1xm+1

�
= f(�x+ (1� �)xm+1)
� �f(x) + (1� �)f(xm+1)
� �

mP
i=1

�if(xi) + (1� �)f(xm+1)

=
m+1P
i=1

tif(xi) , récurrence établie.
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Proposition 1.3.2 : Soient f et g deux fonctions convexes sur <n alors :

1. f + g est une fonction convexe sur <n.
2. �f est une fonction convexe, tel que � 2 <+.
3. Soit (fi)i2I une famille de fonctions convexes sur <n telle que pour tout x 2 <n,
sup
i2I
fi(x) < +1: Alors la fonction g : <n ! <, dé�nie par : g(x) = sup

i2I
fi(x) est

convexe sur <n. (On appelle g l�enveloppe supérieure de la famille de fonctions
(fi)i2I .

Preuve :
1) et 2) application directe de la dé�nition.
3) Soient x; y 2 <n, et t 2 [0; 1], on a :

fi(tx+ (1� t)y) � tfi(x) + (1� t)fi(y), 8i 2 I
� tg(x) + (1� t)g(y)

on passe au sup sur I on obtient :

g(tx+ (1� t)y) � tg(x) + (1� t)g(y)

d�où g est une fonction convexe sur <n.

Lemme 1.3.1 : Soit f : <n ! <, alors f est convexe sur <n si et seulement si,
8x; d 2 <n la fonction d�une variable réelle 'x;d(t) = f(x+ td) est convexe sur <.

Preuve :
1) Supposons que f est convexe, 8t1; t2 2 <, 8� 2 [0; 1], on a :

'(�t1 + (1� �t2)) = f(�(x+ t1d) + (1� �)(x+ t2d))

� �f(x+ t1d) + (1� �)f(x+ t2d)

= �'(t1) + (1� �)'(t2)

2) Réciproquement, supposons que 'x;d est convexe, alors :

'(�) � �'(1) + (1� �)'(0)
= �f(y) + (1� �)f(x), 8x; d 2 <n, y = x+ d, 8� 2 [0; 1]

Remarque 1.3.2 : Le résultat du lemme précédent permet d�obtenir beaucoup de
propriétés fondamentales des fonctions convexes à plusieurs variables, à patir de
celles d�une variable.
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Proposition 1.3.3 : Soit ' : < ! <, alors nous avons :
1. ' est convexes sur un intervalle I @ < si et seulement si pour tout t0 2 I ,la
fonction g(t) =

'(t)� '(t0)
t� t0

est croissante sur I � ft0g.

2. Si ' est deux fois dérivable sur I alors, ' est convexe sur I si et seulement
si '00(t) � 0, 8t 2 I, et, ' est strictement convexe sur I si et seulement si
'00(t) > 0, 8t 2 I .

Preuve :

1. Supposons que ' convexe. Soient t0 2 I, t1; t2 2 I � ft0g, avec t1 < t2.
Montrons l�inégalité :

'(t1)� '(t0)
t1 � t0

� '(t2)� '(t0)
t2 � t0

� Si t0 < t1, alors : 9� 2 ]0; 1[ tel que : t1 = �t2 + (1� �)t0, on a alors :

'(t1) � �'(t2) + (1� �)'(t0)
=) '(t1)� '(t0) � �('(t2)� '(t0))

d�un autre côté on a : t1 � t0 = �(t2 � t0) > 0
d�où :

'(t1)� '(t0)
t1 � t0

� '(t2)� '(t0)
t2 � t0

.

� Le cas t0 > t2 se traite d�une manière similaire.
� Si t1 < t0 < t2 , alors 9� 2 ]0; 1[ tel que : t0 = �t2 + (1� �)t1 , et on a :

'(t0) � �'(t2) + (1� �)'(t1)
=) (1� �)'(t0) � �('(t2)� '(t0)) + (1� �)'(t1)
=) ��('(t2)� '(t0)) � (1� �)('(t1)� '(t0))

d�un autre côté on a : ��(t2 � t0) = (1� �)(t1 � t0) < 0 ,
d�où :

'(t1)� '(t0)
t1 � t0

� '(t2)� '(t0)
t2 � t0

.

La réciproque :
Soient t1; t2 2 I, � 2 ]0; 1[ , supposons que t1 < t2. On note : t� = (1��)t1+�t2,

alors d�après les hypothèses on a g(t1) croissante sur I � ft1g,
d�où :

'(t�)� '(t1)
t� � t1

� '(t2)� '(t1)
t2 � t1

=) '(t�) � (1 � �)'(t1) + �'(t2) =) '

est convexe.
2. Résultat immédiat de (1).
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1.3.1 convexité et di¤érentiabilité :

Proposition 1.3.4 : Soit f 2 C1(E), E est un convexe ouvert de <n (ou E = <n).
Alors :

( f convexe )() ( f(y)� f(x)) � hrf(x); y � xi , 8x; y 2 E

f est strictement convexe si et seulement si l�inégalité est stricte.
Preuve :
1) Supposons que f est une fonction convexe, 8x; y 2 E, posons d = y � x, la

dérivée directionnelle de f en x dans la direction d est :

dTrf(x) = (y � x)Trf(x)

= lim
t�!0+

f(x+ td)� f(x)
t

� lim
t�!0+

t(f(y)� f(x))
t

= f(y)� f(x).

2) La réciproque : soient x; y 2 E, considérons z = tx + (1 � t)y, ( il est claire
que z 2 E ), pour tout t 2 [0; 1], on a :

f(x)� f(z) � (x� z)Trf(z), et
f(y)� f(z) � (y � z)Trf(z)

en sommant les deux inégalités on obtient :

tf(x) + (1� t)f(y)� f(z) � 0

d�où f est convexe.

Corollaire 1.3.1 : Soit f 2 C2(E), E est un convexe ouvert de <n (ou E = <n).
Alors :

1. f est convexe si et seulement si r2f(x) = H(x) est une matrice semi-dé�nie
positive (S.D.P).

2. f est strictement convexe si r2f(x) = H(x) est une matrice dé�nie positive
(D.P). La réciproque est fausse en général.
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Preuve :
soient x; y 2 E, le développement de taylor pour f(y) au voisinage de x, au

second ordre, en posant d = y � x s�écrit par dé�nition :

f(y) = f(x) + dTrf(x) + 1
2
dTr2f(x+ td)d

Si t 2 ]0; 1] , x+ td 2 E (E convexe). Supposons que dTr2f(x+ td)d � 0 ( r2f(x)
est S.D.P).
Ainsi nous obtenons : f(y) � f(x) + dTrf(x) = f(x) + (y � x)Trf(x).
D�où f est convexe.
La réciproque :

f(y) = f(x) + dTrf(x) + 1
2
dTr2f(x+ td)d,

avec d = y � x, 8x; y 2 E, 0 � t � 1, on a : x+ td 2 E, 8x 2 E, alors on a :

f(y)� f(x) � (y � x)Trf(x) = dTrf(x)

alors :
f(y)� f(x)� (y � x)Trf(x) � 0

d�où :
dTr2f(x+ td)d � 0 , 8d 2 <n

alors : r2f(x+ td) est semi-dé�nie positive.

Exemple 8 : on considère la fonction suivante :

f(x; y; z) = x2 + y2 + z2 � xy + xz , (x; y; z) 2 <3

f est de classe C2 sur <3, ( <3 est un ouvert et convexe ),

rf(x; y; z) =

0BBB@
2x� y + z

2y � x

2z + x

1CCCA

Hf (x; y; z) = r2f(x; y; z) =

0BBB@
2 �1 1

�1 2 0

1 0 2

1CCCA
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calculons les valeurs propres de cette matrice, on a :

det(Hf � �I) = det

0BBB@
2� � �1 1

�1 2� � 0

1 0 2� �

1CCCA = (2� �)((2� �)2 � 2) = 0,

d�où : �1 = 2 , �2 = 2+
p
2 , �3 = 2�

p
2 , �1, �2, �3 > 0 , alors f est strictement

convexe.

1.3.2 Fonctions monotones :

Dé�nition 1.3.5 : Soient E � <n, convexe et une fonction f : E ! <.
1. f est dite monotone sur E si :

8x; y 2 E , hf(x)� f(y); x� yi � 0

2. f est dite strictement monotone sur E si :

8x; y 2 E , x 6= y , hf(x)� f(y); x� yi > 0:

Théorème 1.3.1 : Si f est di¤érentiable sur E, on a les equivalences suivantes :

1. f est convexe sur E () rf est monotone sur E.
2. f est strictement convexe sur E () rf est strictement monotone sur E.

Preuve : Supposons que f est convexe. Soient x; y 2 E , alors :

f(y) � f(x) + (y � x)Trf(x)
f(x) � f(y) + (x� y)Trf(y)

on passe à la somme, on obtient :

(y � x)Trf(x) + (x� y)Trf(y) � 0

=) (y � x)Trf(y)� (y � x)Trf(x) � 0
d�où rf est monotone.
La réciproque :
Supposons que rf est monotone.
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Posons '(t) = f(x + t(y � x)) , t 2 [0; 1] , alors ' est dérivable sur [0; 1] , et
pour tout t on a :

'0(t) = (y � x)Trf(x+ t(y � x)) = (y � x)Trf(xt);
donc

'0(0) = (y � x)Trf(x):
D�un autre côté on a :

'0(t)� '0(0) = 1

t
hrf(xt)�rf(x); xt � xi � 0

=) '0(t) � '0(0)

=)
1Z
0

'0(t)dt � '0(0)

d�où :
f(y)� f(x) � '0(0)

alors f est convexe.

Dé�nition 1.3.6 : Une fonction f de <n dans < est dite positivement homogène (
de degré 1 ) si :

8x : f(�x) = �f(x) , 8� 2 [0;+1[

Exemple 9 ; f(x) = kxk est une fonction convexe.

Lemme 1.3.2 : Soit f : <n ! < positivement homogène, alors :

f est convexe () f(x+ y) � f(x) + f(y) , 8x; y 2 <n

Preuve : Supposons que f est convexe, alors :

f(x; y) = f(2(
1

2
x+

1

2
y)) = 2f(

1

2
x+

1

2
y) � f(x) + f(y).

Réciproquement : supposons que f(x+y) � f(x)+f(y) , 8x; y 2 <n, alors 8t 2 [0; 1],
8x; y 2 <n, on a :

f(tx+ (1� t)y) � f(tx) + f((1� t)y) = tf(x) + (1� t)f(y)

d�où f est convexe.
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1.3.3 Exercices :

Exercice 1 :
f : <n �! < fonction dé�nie par :

f(x) = xTQx+ bTx;

où Q est une matrice carrée réelle symétrique d�ordre n, b 2 <n. Déterminer si f
est G-di¤érentiable. Calculer le gradient de f .
Exercice 2 :
Véri�er si les ensembles suivants sont convexes :
1- E = fx 2 <n = A1x = b1, et, A2x � b2 g. où A1, A2 sont deux matrices de

<m�n, et b1, b2 sont deux vecteurs de <m.
2- E = f(x; y) 2 <2 = y � x2 � 0g :
3- E = f(x; y) 2 <2 = xy � 1 et x > 0g.
Exercice 3 :
Véri�er si les fonctions suivantes sont convexes ou autres sur <2 :
1- f(x; y) = x2 � xy + 2y2 � 2x+ ex+y.
2- f(x; y) = (x� 2)4 + (x� 2)2y2 + (y + 1)2.
3- f(x; y) = �x2 � 2xy � 2y2.

1.3.4 Corrections :

Exercice 1 :

lim
t�!0+

f(x+ td)� f(x)
t

= lim
t�!0+

hQ(x+ td); x+ tdi+ hx+ td; bi � hQx; xi � hx; bi
t

= lim
t�!0+

hQ(x+ td); x+ tdi+ hx+ td; bi � hQx; xi � hx; bi
t

= h2Qx+ b; di , 8d 2 <n,

par conséquent est G-di¤érentiable.
On a : h2Qx+ b; di = hrf(x); di, alors rf(x) = 2Qx+ b.
Exercice 2 :
1) 8x; y 2 E, 8t 2 [0; 1], on a :

A1(tx+ (1� t)y) = tA1x+ (1� t)A1y = b1, et

A2(tx+ (1� t)y) � tA2x+ (1� t)A2y = b2,

d�où tx+ (1� t)y 2 E =) E est un ensemble convexe.
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2) 8z1; z2 2 E, 8t 2 [0; 1], on a :

tz1 + (1� t)z2 = (tx1 + (1� t)x2; ty1 + (1� t)y2)

comme y1 � x21 � 0, et, y2 � x22 � 0, alors y1; y2 � 0, d�un autre côté on a :

ty1 + (1� t)y2 � t2x21 � (1� t)2x22 � 2t(1� t)x1x2 � t(1� t)(x1 � x2)2 � 0.

Par conséquent E est un ensemble convexe.
3) 8z1; z2 2 E, 8t 2 [0; 1], on a :

tz1 + (1� t)z2 = (tx1 + (1� t)x2; ty1 + (1� t)y2)

comme x1; x2 > 0, alors tx1 + (1� t)x2 > 0, d�un autre côté on a :

(tx1 + (1� t)x2)(ty1 + (1� t)y2) = t2x1y1 + t(1� t)x1y2 + t(1� t)x2y1 + (1� t)2x2y2
> t2 + (1� t)2 + t(1� t)(x1

x2
+
x2
x1
) � 1

d�où tz1 + (1� t)z�e 2 E, par conséquent E est un ensemble convexe.
Exercice 3 :

1- rf(x; y) =

0@ 2x� y + ex+y � 2

�x+ xy + ex+y

1A, et, r2f(x; y) =
0@ ex+y + 2 ex+y � 1

�1 + ex+y 4 + ex+y

1A,
�1 = ex+y + 2 > 0, �2 = 8ex+y + 7 > 0, ce qui implique que f est strictement

convexe.

2- r2f(x; y) =

0@ 12(x� 2)2 + 2y2 4y(x� 2)

4y(x� 2) 2(x� 2)2 + 2

1A, on a :
�1 = 12(x� 2)2 + 2y2 � 0, et, �2 = 24(x� 2)4 + (x� 2)2(24� 12y2) + 4y2,
pour x = 0 et y = 5, �2 < 0;
pour x = y = 0, �2 > 0, d�où f ni convexe ni concave.

3- r2f(x; y) =

0@ �2 �2
�2 �4

1A, �1 < 0, �2 > 0, d�où f est strictement concave.





Chapitre 2

Optimisation sans contraintes

2.1 Dé�nitions et notations :

Dé�nition 2.1.1 : ( Dé�nition d�un problème d�optimisation ) : Soit D � <n et
f : <n �! <. Un problème d�optimisation consiste à chercher un élément x� 2 D (
s�il existe ) pour lequel f(x�) est la plus petite ( resp la plus grande ) valeur de f sur
D et on écrit : min

x2D
f(x) = f(x�), ( resp max

x2D
f(x) = f(x�) ).

D est appelé ensemble des contraintes ( ou des solutions admissibles, ou
réalisables ), dit aussi domaine de faisabilité.
La fonction f est appelée fonction coût, objectif ou économique.
Considérons le problème d�optimisation suivant :

(P ) :

8<:min f(x)x 2 D

Remarque 2.1.1 :

1. Si D = <n, on dit que (P) est un problème sans contraintes.
2. Un problème de maximisation se ramène à un problème de minimisation par
la relation : max f(x) = �min(�f(x))

3. L�ensemble D est donné souvent comme suit :

D = fx 2 <n = fi(x) � 0, i = 1; :::;m, et, gj(x) = 0, j = 1; :::; pg

(P) est appelé dans ce cas un programme mathématique.

23
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Notation 1 :

1. Le problème (P ) est dit réalisable si : D 6= ;, un point x 2 D est appelé
solution réalisable de (P).

2. Une solution réalisable qui minimise ( resp maximise) f sur D est appelée
solution optimale.

3. La valeur de l�objectif au point x� est appelée valeur optimale, c�est la valeur
minimale ou la borne inférieure (resp la valeur maximale ou la borne supérieure
) de f sur D.

2.1.1 Classi�cation des problèmes d�optimisation :

Les problèmes d�optimisation sont classi�és selon les caractéristiques des fonc-
tions f , fi, et gj.

1. Si f et fi sont convexes et gj sont a¢ nes, on dit qu�il s�agit d�un programme
convexe ( dans ce cas l�ensemble D est convexe ).

2. Si les fonctions f , fi et gj sont toutes di¤érentiables, on parle de programma-
tion mathématique di¤érentiable.

Dé�nition 2.1.2 : (Minimum local/Maximum global)

1. Un point x� 2 D est un minimum local ( resp maximum local ) de f s�il existe
une boule ouverte B centrée en x� telle que :

8x 2 B \D; f(x�) � f(x); ( resp f(x�) � f(x) ).

2. Un point x� 2 D est un minimum global ( resp maximum global ) de f si :

8x 2 D; f(x�) � f(x); ( resp f(x�) � f(x) ).

2.2 Optimisation sans contraintes :

Avant d�étudier la solution (ou les solutions) d�un problème d�optimisation avec
ou sans contrainte, il faut s�assurer de leur existence.
Considérons le problème d�optimisation sans contraintes suivant :

(P ) :

8<:min f(x)x 2 <n
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2.2.1 Résultats d�existence et d�unicité de la solution :

Dé�nition 2.2.1 : Une fonction f : <n �! < est dite coercive si et seulement si :

lim
kxk�!+1

f(x) = +1:

( c-à -d : 8A 2 <�+ 9N > 0 = 8x 2 <n , kxk � N =) f(x) � A).

Pour montrer que f est coercive on utilise souvent la proposition suivante :

Proposition 2.2.1 : Soit f : <n �! < une fonction et g : < �! < véri�ant :

f(x) � g(kxk) avec lim
t�!+1

g(t) = +1:

Alors f est coercive.

Théorème 2.2.1 : (Existence) Soit f : <n �! < une fonction propre, continue, et,
coercive, alors il existe un point x� 2 <n qui réalise le minimum de f sur <n.

Autrement dit 9x� 2 <n tel que :

f(x�) � f(x) , 8x 2 <n

Preuve :
Soit : m = inf

x2<n
(f(x)) < +1 , soit (xn)n2N une suite minimisante, c -à- d

lim
n�!+1

f(xn) = m < +1: (1)

Supposons que (xn)n2N n�est pas bornée, donc il existe une sous suite (x (n))n2N
de (xn)n2N telle que : lim

n�!+1



x (n)

 = +1:
Par coercivité de f , on a lim

n�!+1
f(x (n)) = +1 , contradiction avec (1). Alors

la suite (xn)n est bornée, et dans ce cas il existe une suite extraite de (xn)n , soit
(x'(n))n qui converge vers x� 2 <n. En utilisant la continuité de f on a : f(x�) =
lim

n�!+1
f(x'(n)) = m. On en déduit alors que x� solution de (P) et m > �1.

Théorème 2.2.2 : (Unicité) Soit f : <n �! < une fonction strictement convexe,
alors il existe au plus x� 2 <n tel que : f(x�) = min

x2<n
f(x).
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Preuve :
Soit f strictement convexe, supposons qu�il existe x�1 , x

�
2 2 <n tels que f(x�1) =

f(x�2) = min
x2<n

f(x). Supposons que x�1 6= x�2, et comme f est strictement convexe, on
a :

f(
1

2
x�1 +

1

2
x�2) <

1

2
f(x�1) +

1

2
f(x�2) = min

x2<n
f(x)

ce qui est impossible, donc x�1 = x�2.

Théorème 2.2.3 : (Existence et unicité) Soit f : <n ! < , véri�ant :

1. f continue ;

2. f coercive ;

3. f est strictement convexe.

Alors il existe un unique x� 2 <n, tel que f(x�) = min
x2<n

f(x).

Théorème 2.2.4 : Soit f : <n ! < , une fonction de classe C1. Supposons qu�il
existe � > 0 tel que :

8 x; y 2 <n , hrf(x)�rf(y); x� yi � � kx� yk2

Alors f est strictement convexe et coercive, en particulier le problème (P ) admet
une solution unique .

2.2.2 Conditions d�optimalité :

Conditions nécessaires :

Théorème 2.2.5 : Soit x� un minimum local de f sur <n, tel que f : <n ! <
di¤érentiable, alors on a :

1. rf(x�) = 0. (Condition nécessaire d�optimalité du premier ordre).
2. r2f(x�) est une matrice semi-dé�nie positive. (Condition nécessaire d�optima-
lité du second ordre).

Preuve :

1. 8t 2 <� et 8d 2 <n on a :

lim
t*0+

f(x� + td)� f(x�)
t

= dTrf(x�) � 0 ,



2.2 OPTIMISATION SANS CONTRAINTES : 27

et

lim
t*0�

f(x� + td)� f(x�)
t

= dTrf(x�) � 0,

d�où : dTrf(x�) = 0 , 8d 2 <n , alors rf(x�) = 0.
2. Soit d une direction arbitraire et t > 0, le développement de Taylor du second
ordre au voisinage de x� est donné par :

f(x� + td) = f(x�) + tdTrf(x�) + 1
2
t2dTr2f(x�)d+ o(ktdk2)

=) f(x� + td)� f(x�) = 1

2
t2dTr2f(x�)d+ o(ktdk2) � 0,

en divisant par t2 on obtient :

1

2
dTr2f(x�)d+ o(ktdk2)

t2
� 0

d�aprés la notation de Landeau :

lim
t*0

o(ktdk2)
t2

= 0

alors : dTr2f(x�)d � 0.

Remarque 2.2.1 : Un minimum local d�une fonction di¤érentiable est un point
stationnaire. La réciproque est fausse.

Conditions su¢ santes :

Théorème 2.2.6 : Soient f 2 C2(<n) , et x� 2 <n tels que :

1. rf(x�) = 0 ;
2. r2f(x�) est dé�nie positive ;
alors x� est un minimum local de f .
Preuve :
Soit d une direction arbitraire, on a :

f(x� + td) = f(x�) + tdTrf(x�) + 1
2
t2dTr2f(x�)d+ o(ktdk2)

=) f(x� + td)� f(x�) = t2(
1

2
dTr2f(x�)d+ o(

ktdk2

t2
)),

pour t su¢ samment petit on aura :

f(x� + td) � f(x�) =) x� est un minimum local de f .
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Conditions nécessaires et su¢ santes :

Théorème 2.2.7 : f : <n ! < , une fonction convexe et di¤érentiable, alors une
condition nécessaire et su¢ sante pour que x� 2 <n soit un minimum global de f sur
<n est que :

rf(x�) = 0.

Preuve :
f est convexe alors on a :8<: f(x) � f(x�) + (x� x�)Trf(x�)

8x 2 <n

� x� est un minimum global de f sur <n, d�où :

f(x) � f(x�);8x 2 <n;
=) (x� x�)Trf(x�) = 0, 8x 2 <n

=) rf(x�) = 0.

�rf(x�) = 0 =) f(x) � f(x�), 8x 2 <n, alors x�est un minimum global de f .

Exemple 10 : Trouver analytiquement les extrema de la fonction :

f(x; y) = x3 + y3 + 3xy

et déterminer s�il s�agit de minimum ou autres.

Solution :
On a :

rf(x; y) =
�
3x2 + 3y

3y2 + 3x

�
=

�
0

0

�

=)

8>>>>><>>>>>:

�
x

y

�
=

�
0

0

�
ou�

x

y

�
=

�
�1
�1

�
et

r2f(x; y) =

0@ 6x 3

3 6y

1A
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alors

r2f
�
0

0

�
=

0@ 0 3
3 0

1A
d�où : �

r2f
�
0

0

��
x

y

�
;

�
x

y

��
= 6xy

donc r2f
�
0

0

�
n�est pas dé�nie =)

�
0

0

�
n�est pas extrémal.

r2f
�
�1
�1

�
=

0@ �6 3

3 �6

1A ;

ses valeurs propres sont les racines de :

�2 + 12�+ 27 = 0 =) �1 = �9 , et , �2 = �3;

�1; �2 < 0 =) r2f
�
�1
�1

�
est dé�nie négative, dans ce cas le point

�
�1
�1

�
est un

maximum local pour f et on a f
�
�1
�1

�
= 1.

2.2.3 Exercices :

Exercice 1 :
Pour chacune des fonctions suivantes :
1- f1(x1; x2; x3) = 3x

2
1 + 3x

2
2 + 3x

2
3 � 2x1 � 10x3 � 2x1x3 .

2- f2(x1; x2) = x31 + x32 � 3x1 � 12x2 + 20 .
3- f3(x1; x2) = x41 + x42 � 2(x1 � x2)2 .
a) Etudier l�existence de points extrémauts.
b) En utilisant une condition d�optimalité du premier ordre déterminer les points

critiques.
c) Préciser à chaque fois leur nature (minimum ou maximum? local ou global ?).
Exercice 2 :
f est une fonction dé�nie sur <2 par :

f(x; y) = x4 + y4 � 2(x� y)2
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1- Montrer qu�il existe (�; �) 2 <2 et les déterminer tels que :

f(x; y) � � k(x; y)k22 + � , 8(x; y) 2 <2:

En déduire que le problème :

min
(x;y)2<2

f(x; y)

admet au moins une solution.
2- La fonction f est -elle convexe sur <2 ?.
3- Déterminer les points critiques de f , et préciser leur nature.
Exercice 3 :
Soit Q, une matrice de Mn(<) symétrique et dé�nie positive. Soit b, un vecteur

de <n.
1) Démontrer qu�il existe � > 0 tel que pour tout vecteur x de <n, hQx; xi �

� kxk2.
2) Soit f , la fonction dé�nie sur <n par :

f(x) =
1

2
hQx; xi � hb; xi ;

pour x 2 <n.
(a) Démontrer que f est coercive.
(b) Démontrer que le problème :

(P )

8<:min f(x)x 2 <n

possède une solution unique que l�on déterminera complètement.

2.2.4 Corrections :

Exercice 1 :
1- a)

f1(x1; x2; x3) = 3x21 + 3x
2
2 + 3x

2
3 � 2x1 � 10x3 � 2x1x3

� 2(x1 �
1

2
)2 + 2(x3 �

5

2
)2 + 3x22 � 13

il est clair que lim
k(x1;x2;x3)k�!+1

f1(x1; x2; x3) = +1, d�où f est une fonction coercive,
par consequent f admet au moins un minimum global.
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b) rf1(x1; x2; x3) =

0BBB@
6x1 � 2x3 � 2

6x2

6x3 � 2x1 � 10

1CCCA =

0BBB@
0

0

0

1CCCA, on obtient le point critique :
0BBB@
x1

x2

x3

1CCCA =

0BBB@
1

0

2

1CCCA.

c) r2f1(x1; x2; x3) =

0BBB@
6 0 �2

0 6 0

�2 0 6

1CCCA, est une matrice dé�nie positive ses valeurs
propres sont �1 = 4, �2 = 6, �3 = 8 > 0, le point critique est un minimum global.
2- a) f2(x1; x2) = x31 + x32 + 3x1 � 12x2 + 20, on a :

lim
x�!+1

f2(x; 0) = +1, et, lim
x�!�1

f2(x; 0) = �1

d�où f n�est pas coercive. ( s�il existe un minimum, il ne sera pas global ).

b)rf2(x1; x2) =

0@ 3x21 � 3

3x22 � 12

1A =

0@ 0
0

1A, on obtient les points critiques suivants :0@ 1
2

1A,
0@ 1

�2

1A,
0@ �1

2

1A,
0@ �1
�2

1A.
c) r2f2(x1; x2) =

0@ 6x1 0

0 6x2

1A, alors :
r2f2(1; 2) =

0@ 6 0

0 12

1A est une matrice dé�nie positive, donc le point

0@ 1
2

1A est

un minimiseur de f .

r2f2(1;�2) =

0@ 6 0

0 �12

1A est une matrice indé�nie, le point

0@ 1

�2

1A est un

point selle.

r2f2(�1; 2) =

0@ �6 0

0 12

1A est une matrice indé�nie, le point

0@ �1
2

1A est un
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point selle.

r2f2(�1;�2) =

0@ �6 0

0 �12

1A est une matrice dé�nie nigative, donc le point0@ �1
�2

1A est un maximiseur de f .

3- a) f3(x1; x2) = x41+x
4
2�2(x1�x2)2, en utilisant l�égalité : 2(x2+y2)�(x+y)2 =

(x� y)2 onobtient :

x41 + x42 �
1

2
(x21 + x22)

2 ::::::::::: (1)

�(x1 � x2)2 � �2(x21 + x22) ::::::::: (2)

De (1) et (2) on a :

x41 + x42 � 2(x1 � x2)2 �
1

2

h�
x21 + x22 � 4

�2 � 16i
k(x1;x2)k�!+1

�! +1

d�où f est une fonction coercive, par conséquent f admet au moins un minimiseur
global.

b) Les points critiques sont :

0@ 0
0

1A,
0@ p

2

�
p
2

1A, et,
0@ �p2p

2

1A :

c)

0@ 0
0

1A est un point selle, mais les points
0@ p

2

�
p
2

1A,
0@ �p2p

2

1A sont des minima
globaux, et on a : f

0@ p
2

�
p
2

1A = f

0@ �p2p
2

1A = �8

Exercice 2 :
1)

f(x; y) = x4 + y4 � 2x2 � 2y2 + 4xy
� x4 + y4 � 4x2 � 4y2

8" 2 <, on a : (x2 � "2)2 � 0 =) x4 + "4 � 2x2"2, d�où :

f(x; y) � (2"2 � 4)(x2 + y2)� 2"4

= � k(x; y)k+ �,



2.2 OPTIMISATION SANS CONTRAINTES : 33

avec � = 2"2 � 4, et, � = �2"4, et on a : lim
k(x;y)k�!+1

(2"2 � 4)(x2 + y2)� 2"4 = +1,
par conséquent f est coercive, en déduire que le problème de minimisation admet au
moins une solution.

2) On a : r2f(x; y) =

0@ 12x2 � 4 4

4 12y2 � 4

1A, calculons les valeurs propres de
la matrice hessienne, on obtient : �1 = 0, et �2 = �2 < 0, d�où f n�est pas convexe.

3) Calculons le gradient de f , alors : rf(x; y) =

0@ 4x3 � 4(x� y)
4y3 + 4(x� y)

1A =

0@ 0
0

1A,
on obtient les points critiques suivants :

0@ 0
0

1A,
0@ p

2

�
p
2

1A,
0@ �p2p

2

1A. En testant
chaque point on trouve :

0@ 0
0

1A est un point selle, et les points

0@ p
2

�
p
2

1A,
0@ �p2p

2

1A
sont des points minimiseurs de f .
Exercice 3 :
a) On a Q symétrique et dé�nie positive, alors 8�i , i = 1; :::; n, valeur propre de

Q, �i 2 <�+, on a :

hQx; xi � �min hx; xi = �min kxk2 , 8x 2 <n

On a :
hb; xi � kbk kxk

d�où : lim
kxk�!+1

f(x) = +1k(x1; x2; x3)k �! +1.

b) f coercive donc le problème (P ) admet une solution.
f est di¤érentiable, rf(x) = Qx� b.
r2f(x) = Q, dé�nie positive, d�où f est strictement convexe, ce qui assure l�uni-

cité de la solution.
Résolution du problème : x = Q�1b.





Chapitre 3

Algorithmes

Nous nous intéressons aux algorithmes de calcul de minimum et plus particuliè-
rement aux algorithmes de descente. Les méthodes de descente sont des méthodes
itératives, partant d�un point x0 arbitrairement choisi, on construit itérativement une
suite (xk)k2N telle que :

f(xk+1) � f(xk) , 8k

qui sous certaines hypothèses converge vers le minimum x� de (P ).
Commençons par dé�nir plus précisément la notion de descente.

3.1 Direction de descente :

Dé�nition 3.1.1 : Soient f : <n ! < et x 2 <n. Le vecteur d 2 <n est une
direction de descente pour f en x s�il existe � > 0 tel que :8� 2 ]0; �], f(x+�d) <
f(x).

� d : est la direction de descente.
� � : est le pas de déplacement. Il est, soit �xé, éventuellement le même pour
toutes les étapes, soit calculé à chaque étape de façon à minimiser f dans la
direction d.

Dé�nition 3.1.2 : Tout vecteur dk 2 <n satisfait la condition dTkrf(xk) < 0 est
appelé direction de descente.

Remarque 3.1.1 : S�il n�est pas possible de trouver un vecteur dk tel que dTkrf(xk) <
0, c�est que dTkrf(xk) = 0, 8d 2 <n, et alors xk sera en général la solution cherchée.

35
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3.2 Méthodes générales de descente :

3.2.1 Principe de la méthode :

Le passage de xk à xk+1 s�e¤ectue en deux étapes :
1- Au point xk , on choisit une direction de déplacement dk.
2- On détermine �k > 0, tel que : f(xk + �kdk) < f(xk) , 8k 2 N
Alors le principe d�une méthode de descente consiste à faire les itérations sui-

vantes :

xk+1 = xk + �kdk

3.2.2 Tests de convergence (Tests d�arrêt) :

Soit x� un minimum local de l�objectif f à optimiser. En pratique, un test d�arrêt
devra être choisi pour garantir que l�algorithme s�arrête toujours après un nombre
�ni d�itérations, et que le dernier point calculé soit su¢ samment proche de x�.
Soit " > 0, la précision demandée. Plusieurs critères sont à notre disposition :

tout d�abord (et c�est le plus naturel), un critère d�optimalité basé sur les conditions
nécessaires d�optimalité du premier ordre, on teste si :

krf(xk)k < ",

auquel cas l�algorithme s�arrête et fournit l�itéré courant xk comme solution.
En pratique, le test d�optimalité n�est pas toujours satisfait et on devra faire appel

à d�autres critères (fondés sur l�expérience du numérique) :
1- Stagnation de la solution :

kxk+1 � xkk < ":

2- Stagnation de la valeur courante :

kf(xk+1)� f(xk)k < ":

3- Nombre d�itérations dépassant un seuil �xé à l�avance :

k < iterMax.
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3.2.3 Convergence d�un algorithme de descente :

Etudier la convergence d�un algorithme, c�est étudier la convergence de la suite
des itérés générés par l�algorithme. Un algorithme est dit globalement convergeant
si la suite (xk)k2N , qu�il génère converge vers un point satisfaisant une condition
nécéssaire d�optimalité, et cela quelque soit le point de départ x0 choisi.

Remarque 3.2.1 :

1. La condition de descente f(xk+1) � f(xk) n�est pas su¢ sante pour assurer la
convergence de la suite (xk)k vers l�optimum de f(x).

2. Si f(xk+1) � f(xk) et f(x) bornée inférieurement alors la suite (f(xk))k
converge. Cependant, il n�est y a aucune garantie pour que : lim

k
f(xk) = f(x�).

Exemple 11 : f(x) = x2 , x 2 < , avec xk = (�1)k(12 + 2
�k).

3.2.4 Convergence asymptotique ( Vitesse de convergence) :

On suppose que la suite (xk)k converge vers x�. L�objet de cette partie concerne
l�étude du comportement de la suite (xk)k au voisinage de x�, a�n de pouvoir attri-
buer à chaque algorithme un indice d�e¢ cacité appelé vitesse de convergence.
La technique la plus utilisée dans ce contexte consiste à comparer kxk+1 � x�k à

kxk � x�k.

Dé�nition 3.2.1 : L�ordre de convergence d�une suite (xk)k vers sa limite x� est
le plus grand réel positif ( r > 0 ) tel que :

0 � � = lim
k

kxk+1 � x�k
kxk � x�kr

< +1 , � = cst

1. Si r = 1, on dit que la convergence est linéaire, la méthode correspondante est
dite d�ordre 1, ( ou du premier ordre ).

2. Si r = 1, et, � = 0 , la convergence est dite superlinéaire.

3. Si r = 1, et, � = 1 , la convergence est dite sous-linéaire. (C�est le cas le plus
mauvais en pratique ).

4. Si r = 2, la convergence est quadratique, la méthode est du second ordre.

Exemple 12 : Soit : xk = c2
k
, 0 � c < 1 , k 2 N .
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3.2.5 Algorithme général de descente :

Soit xk l�approximation de x� à l�itération k .

Pas 1 : (Test d�optimalité ) ;

Si les conditions d�optimalité sont satisfaites, l�algorithme s�arrête avec xk comme solution ;

Pas 2 : ( Calcul d�une direction de descente ) ;

On détermine un vecteurs dk 6= 0 , tel que : dTkrf(xk) < 0 ;

pas 3 : ( Calcul du pas de déplacement ) ;

On cherche un réel , �k > 0 , tel que : f(xk + �kdk) < f(xk) ;

Pas 4 : ( Ajustement de l�approximation ) ;

xk+1  � xk + �kdk ;

k = k + 1 ; Retour au pas 1 ;

Fin.

3.3 Méthode du gradient :

L�idée de cette méthode, qui remonte à Cauchy (1847), est trés naturelle, mais pas
toujours e¢ cace. elle consiste à remarquer qu�en tout point de <n , c�est la direction
opposée à celle du gradient qui correspond localement à la décroissance la plus forte
de f .

3.3.1 Algorithme général :
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Données : f une fonction di¤érentiable ;

choisir un point initial x0 ;

" paramètre de précision ;

k = 0 ;

Tant que : krf(xk)k > " ;

Calculer : dk = �rf(xk) ;

Recherche linéaire : trouver un pas �k tel que :

f(xk + �kdk) < f(xk) ;

Mise à jour : xk+1 = xk + �kdk ;

k = k + 1 ;

Fin.

Il y a plusieurs méthodes de gradient suivant le choix que nous faisons pour �k.

3.3.2 Méthodes de gradient à pas optimal :

L�étape 2 (Recherche linéaire) de l�algorithme précédent est alors remplacée par :
Calculer un pas optimal �k solution de : min

�>0
f(xk + �dk).

Théorème 3.3.1 : Soit f : <n ! < une fonction elliptique c-à-d : f 2 C1 et 9
� > 0 tel que :

8 x; y 2 <n , hrf(x)�rf(y); x� yi � � kx� yk2 .

Alors la méthode de gradient à pas optimal est bien dé�nie et converge.

3.3.3 Cas particulier : fonctions quadratiques :

Appliquons l�algorithme en question sur la fonction quadratique :

f(x) =
1

2
xTQx� xT b

où Q est une matrice réelle carrée n � n symétrique dé�nie positive, et b 2 <n un
vecteur constant.
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Notons par : gk = rf(xk) = Qxk � b ,et, '(�) = f(xk +�dk), alors : 8� � 0, on
a :

'(�k) = f(xk + �kdk) = f(xk � �kgk)

=
1

2
(xk � �kgk)TQ(xk � �kgk)� (xk � �kgk)T b

= f(xk)� �kgTk gk +
�2k
2
gTkQgk

' admet un minimum unique pour :

�k =
gTk gk
gTkQgk

d�où :

xk+1 = xk �
kgkk2

gTkQgk
gk

Remarquons que gTkQgk > 0, ( Q est D.P, et gk 6= 0 ).
On obtient l�algorithme :

k = 0, d0 = �g0 ;

Tant que :kgkk > " , faire :

dk = �gk ;

�k =
gTk gk
gTkQgk

;

xk+1 = xk + �kdk :

gk+1 = gk + �kQdk ;

k = k + 1 ;

End .

Mise en oeuvre de la méthode du gradient à pas optimal :
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clc

clear all

n=2 ; eps=1.e-5 ;

Q=[1 -1 ; -1 2] ;

b=[-1 ; 1] ; xk=[1 ; 2] ;

k=0 ; rnorm=1. ;

while(rnorm>eps)

k=k+1 ;

dk=-(Q*xk-b) ;

alpha= (dk�*dk) /(dk�*(Q*dk)) ;

xk1=xk+alpha*dk ;

%rnorm=norm(xk1-xk) ;

rnorm=norm(dk) ;

xk=xk1 ;

end

nombre_iteration=k

xk

Remarque 3.3.1 :

1. Les directions de descente successives sont orthogonales, c-à-d : hgk+1; gki = 0.
2. Si Q est symétrique dé�nie positive, la méthode de gradient à pas optimal est
convergente.

3.3.4 Méthodes de gradient à pas constant :

Si au lieu du pas optimal, on prend un pas � �xe, l�algorithme, appelé gradient
à pas constant (ou �xe), n�est autre que l�algorithme appliqué à la recherche d�un
point �xe pour la fonction  (x) = x� �rf(x),

xk+1 =  (xk) = xk � �rf(xk)
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Remarque 3.3.2 : Si Q est symétrique dé�nie positive, la méthode de gradient à
pas �xe est convergente sous réserve que :

0 < � <
2

�max(Q)

Mise en oeuvre de la méthode du gradient à pas constant :

clc

clear all

n=2 ; eps=1.e-5 ;

Q=[1 -1 ; -1 2] ;

b=[-1 ; 1] ; xk=[1 ; 2] ;

k=0 ; rnorm=1. ;

while(rnorm>eps)

k=k+1 ;

dk=-(Q*xk-b) ;

alpha= 0.67 ;

xk1=xk+alpha*dk ;

%rnorm=norm(xk1-xk) ;

rnorm=norm(dk) ;

xk=xk1 ;

end

nombre_iteration=k

xk

3.3.5 Méthodes de recherche linéaire economiques ( Procé-
dure d�Armijo) :

La règle d�Armijo est la suivante :

f(xk + �kdk) � f(xk) +m�krf(xk)Tdk
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avec 0 < m < 1.

Exemple 13 : Trouver le minimum de la fonction :

f(x1; x2) = x21x
2
2 + x22 + 2x1x2 + 2x2 + 2

en appliquant la méthode de ( p.p.d ) à partir de x(0) = (0; 0)T .

Solution 2 : rf

0@ 0
0

1A =

0@ 0
2

1A = �d0,


rf(x(0))

 = 2 > ".

Calcul du pas optimal : posons '(�) = f(x(0) + �d0) = 4�2 � 4� + 2, '0(�) =

8� � 4, d�où �0 =
1

2
, et dans ce cas x(1) = x(0) + �0d0 =

0@ 0

�1

1A, par conséquent

rf(x(0))

 = 2 > ". D�une manière similaire on calcule l�itéré suivant, on obtient :

x(2) =

0@ 1

�1

1A, et on a : rf(x(2)) =
0@ 0
0

1A, d�où x(2) est un minimiseur de f , donc
aprés k = 2 itération l�algorithme converge vers la solution exacte du problème.

3.4 Méthode du gradient conjugué :

La méthode du gradient conjugué est une méthode de descente à pas optimal
permettant de minimiser une fonction quadratique de <n dans < en au plus n ité-
rations.
Considérons le problème quadratique sans contraintes suivant :8<:min f(x) = 1

2
xTQx+ bTx+ c

x 2 <n

où Q 2 <n�n est symétrique dé�nie positive, b 2 <n , c 2 <.

Dé�nition 3.4.1 : Soient Q 2 <n�n , symétrique dé�nie positive, et l�ensemble
fd1; d2; :::; dkg de directions non-nulles. Ces directions sont dites Q conjuguées si :

dTi Qdj = 0, 8i; j tels que i 6= j
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Noter que si Q est la matrice identité, les directions conjuguées sont orthogonales.

Propriétés 3.4.1 :
1. Si d1; d2; :::; dk sont Q conjuguées, alors elles sont linéairement indépandantes.
2. L�espace vectoriel engendré par un ensemble de n directions conjuguées est de
dimension n.

3. Une conséquence importante de la propriété (1) est que le nombre maximal de
direction Q conjuguées dans <n est égal à n.

3.4.1 Déscription de la méthode :

La méthode consiste à minimiser f à partir d�un point x0, suivant n directions :
d0; d1; :::; dn�1, mutuellement conjuguées par rapport à Q.

1. La première idée fondamentale de l�algorithme du gradient conjugué, consiste
à choisir chaque direction de descente conjuguée à la direction de descente
précédente par rapport à Q.

2. La seconde idée fondamentale consiste à chercher dk sous forme d�une combi-
naison linéaire de dk�1 et du gradient au point xk, soit :

dk = �rf(xk) + �k�1dk�1

où �k�1 étant choisie de telle sorte que les directions successives soient conju-
guées par rapport à Q.

3. On construit la suite :
xk+1 = xk + �kdk

avec
�k 2 argmin

�>0
f(xk + �dk)

3.4.2 Calcul du pas de déplacement :

Comme �k minimise f dans la direction dk on a :

8k , dTkrf(xk+1) = 0

=) dTk (Q(xk + �kdk) + b) = 0

=) �k =
�dTk (Qxk + b)

dTkQdk
=
�dTkrf(xk)
dTkQdk

(Q est dé�nie positive, dk sont mutuellement conjuguées, alors : 8k , dTkQdk 6= 0).
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3.4.3 Calcul de �k :

Pour :
dk+1 = �rf(xk+1) + �kdk

=) dTk+1Qdk = 0

=) �rf(xk+1)TQdk + �kd
T
kQdk = 0

ceci est toujours possible, ( dk 6= 0 ) et on obtient :

�k =
rf(xk+1)TQdk

dTkQdk

Lemme 3.4.1 : 8i < k , on a : dTi rf(xk) = 0.

Preuve :

dTi rf(xk) = dTi (Qxk + b)

= dTi (Q(xi +
k�1X
j=i

�jdj) + b)

= dTi (Qxi + b) + �id
T
i Qdi

= dTi (Qxi + b)� dTi (Qxi + b)

dTi Qdi
dTi Qdi = 0

Lemme 3.4.2 : Le réel �k se calcul par la formule suivante ( Fletcher - Reeves ) :

�k =
krf(xk+1)k2

krf(xk)k2

Preuve :
On a :

rf(xk+1)�rf(xk) = �kQdk,

d�où :
(rf(xk+1))TQdk =

1

�k
(rf(xk+1))T (rf(xk+1)�rf(xk)),

comme :
rf(xk) = �dk + �k�1dk�1,

alors d�aprés le lemme 3.4.1 on a :

(rf(xk+1))T (rf(xk) = 0,
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par conséquent :

�k =
(rf(xk+1))TQdk

dTkQdk
=
1

�k
:
(rf(xk+1))Trf(xk+1)

dTkQdk
,

en substituant �k on obtient :

�k = �
krf(xk+1)k2

dTkrf(xk)
,

mais :

(rf(xk))Tdk = (rf(xk))T (�rf(xk) + �k�1dk�1)

on déduit :

�k =
krf(xk+1)k2

krf(xk)k2
.

3.4.4 Algorithme :

Choisir x0 et poser k = 0 , d0 = �rf(x0)

Tant que : krf(xk)k > " faire ;

�k =
�dTkrf(xk)
dTkQdk

;

xk+1 = xk + �kdk ;

�k =
krf(xk+1)k2

krf(xk)k2
;

dk+1 = �rf(xk+1) + �kdk ;

k = k + 1 ;

Fin.

Mise en oeuvre de la méthode du gradient conjugué :
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clc

clear all

n=2 ; eps=1.e-5 ;

Q=[1 -1 ; -1 2] ;

b=[-1 ; 1] ; xk=[1 ; 2] ;

k=0 ;dk=-(Q*xk-b) ; rnorm=1. ;

while(rnorm>eps)

k=k+1 ;

gk=(Q*xk-b) ;

alphak=(-dk�*gk)/(dk�*(Q*dk)) ;

xk1=xk+alphak*dk ;

gk1=(Q*xk1-b) ;

Lamdak=(norm(gk1))^2/(norm(gk))^2 ;

dk1=-gk1+Lamdak*dk ;

xk=xk1 ; dk=dk1 ; gk=gk1 ;

rnorm=norm(gk) ;

end

nombre_iteration=k

xk

fmin=(1/2)*xk�*(Q*xk)-b�*xk

Remarque 3.4.1 :

1. La méthode du gradient conjugué nécessite le stockage de trés peu d�informa-
tions.

2. Sa vitesse de convergence est trés supérieure à celle des algorithmes de gradients
classiques.
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Si f n�est pas quadratique, il peut être di¢ cile de trouver �k le pas de déplace-
ment. Quand on ne peut pas calculer �k de manière exacte, il faut utiliser à chaque
itération k une méthode numérique rechèrche linéaire) pour approcher �k . Le ré-
sultat suivant nous donne un intervalle tel que si tous les �k se trouvent dans cet
intervalle, alors la méthode du gradient converge :

Théorème 3.4.1 : Soit f : <n ! < et on a :

1. f une fonction elliptique (c- à d : f 2 C1 et 9 � > 0 tel que :

8 x; y 2 <n , hrf(x)�rf(y); x� yi � � kx� yk2

2. rf soit lipschitzien (c- à- d : 9 M > 0 tel que

8 x; y 2 <n , krf(x)�rf(yk �M kx� yk

3. Supposons que la suite (�k)k satisfait la propriété suivante :

9 a; b 2 < , avec 0 < a < b <
2�

M2
tels que : a < �k < b, 8k 2 N

Alors la méthode générale de gradient converge et la convergence est au moins
géométrique, ( c- à- d : 9 � 2 [0; 1[, tel que :

kxk � x�k � �k kx0 � x�k , 8k 2 N

où x� est l�unique point de minimum de f sur <n.

3.5 Méthode de Newton :

Supposons que f est de classe C2, remplaçons la fonction f à l�itération k par
son approximation quadratique au voisinage de xk :

f(xk + d) = f(xk) + dTrf(xk) +
1

2
dTr2f(xk)d = F (d)

or, F (d) est minimale par rapport à d si :

rf(xk) +r2f(xk)d = 0

ainsi la direction de déplacement est solution du système linéaire :

r2f(xk)dk = �rf(xk) (3.1)
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Dé�nition 3.5.1 : On appelle méthode Newtonienne tout algorithme de descente
dans lequel, la direction de dk est dé�nie à chaque itération par le système (3.1). dk
ainsi dé�nie est appelée direction de Newton.

Si r2f(xk) est dé�nie positive ( F (d) strictement convexe ) le système ( 3.1)
admet une solution unique :

dk = �H�1
k rf(xk)

où Hk = r2f(xk), il est claire que dk est bien une direction de descente :

dTkrf(xk) = �rf(xk)TH�1
k rf(xk) < 0

alors :
xk+1 = xk + dk

autrement dit �k = 1, 8k.
Mise en oeuvre de la méthode de Newton :
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clc

clear all

f=@(x,y) 4*x.^2+4*y.^2-12*y+4*x.*y ;

syms x y xv

xv=[x y] ; n=2 ;

temps=cputime ;

for i=1 :n

df(i)=di¤(f,xv(i)) ;

for j=1 :n

ddf(i,j)=di¤(df(i),xv(j)) ;

end

end

inv_ddf=inv(ddf) ;

df1=@(x,y) subs(eval(df)) ;

fun_inv=@(x,y) subs(eval(inv_ddf)) ;

alpha=0.5 ; rnorm=1 ; xk=[1 ; 0] ;k=0 ;

while(rnorm>1.e-3)

k=k+1 ;

inv_h=fun_inv(xk(1),xk(2)) ;

d=-inv_h*df1(xk(1),xk(2))�;

xk1=xk+d ;

rnorm=norm(xk1-xk) ;

xk=xk1 ;

end

nombre_iteration=k

xk

fmin=f(xk(1),xk(2))

temps=cputime-temps
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3.5.1 Convergence de la méthode :

La méthode de Newton converge quadratiquement pourvue que x0 ( point initial
) soit su¢ samment proche de x� et H(x�) dé�nie positive. ( si la fonction f est
quadratique, et, strictement convexe la méthode de Newton converge en une seule
itération ( 8x0)).
1. La méthode de Newton nécessite le calcul des dérivées premières et secondes
à chaque itération, et l�inversion du hessien ce qui peut être trés couteux en
pratique.

2. La convergence globale n�est pas garantie.

3.6 Méthode de relaxation :

C�est une méthode de descente, alors partant d�un point de départ x0, l�itéré
xk+1 = (xk+11 ; xk+12 ; :::; xk+1n ) est construit à partir de xk = (xk1; x

k
2; :::; x

k
n), en

calculant surccessivement ses composantes par la résolution des problèmes de mini-
misation monodimensionnels suivants :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

f(xk+11 ; xk2; :::; x
k
n) = min

t2<
f(t; xk2; :::; x

k
n)

f(xk+11 ; xk+12 ; xk3; :::; x
k
n) = min

t2<
f(xk+11 ; t; xk3; :::; x

k
n)

:

:

f(xk+11 ; xk+12 ; :::; xk+1n ) = min
t2<

f(xk+11 ; :::; xk+1n�1; t)

Théorème 3.6.1 : Soit f : <n ! < une fonction elliptique. Alors la méthode de
relaxation est convergente vers le minimum global unique de f sur <n.

Remarque 3.6.1 :

1. La convergence de la méthode est globale.

2. Cette méthode est é¢ cace pour les problèmes de grande taille, et surtout pour

les fonctions dont les variables séparés ( f(x) =
nP
i=1

fi(xi) ), dans ce cas la

méthode converge en une seule itération (en résolvant n problèmes monodi-
mensionnels ).

3. La méthode est lente généralement.
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3.6.1 Exercices :

Exercice 1 :
Soit la fonction :

f(x1; x2) = x21 + 2x
2
2 + 4x1 + 4x2

1- Montrer que f(x) est strictement convexe.
2- Pour trouver le minimiseur global de f(x); on applique la méthode de plus

profonde descente à partir de x(0) = (0; 0)T . Montrer que la suite fxkg des itérés
véri�e la relation :

x(k) =

 
2

3k
� 2;

�
�1
3

�k
� 1
!T

:

En déduire le minimiseur de f(x).
3- Véri�er analytiquement le résultat .
Exercice 2 :
Considérons le programe mathématique suivant :

(P )

8<:min f(x) =
1

2
xTQx� bTx

x 2 <2;

où Q =

0@ 1 �1

�1 2

1A, et b =
0@ �1

1

1A.
1- Résoudre le (P ) en utilisant l�algorithme du gradient conjugué avec une pré-

cision � = 10�6, et point de départ x0 =

0@ 1
2

1A.
2- En déduire le nombre des itérations.
Exercice 3 :
1- Ecrire la méthode de Newton pour le problème :8<:min f(x) = x4 + x2 � 1

x 2 <

2- Résoudre le problème précédent par la méthode de Newton, avec une précision

" = 10�2 , point de départ x0 =
1

2
, et pas de déplacement � = 1.
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3.6.2 Corrections :

Exercice 1 :

1) r2f =

0@ 2 0
0 4

1A est une matrice dé�nie positive ce qui implique que f est

strictement convexe.

2) Pout x(0) =

0@ 0
0

1A, on a : rf(0; 0) =
0@ 4
4

1A, et krf(0; 0)k > ", d0 =

0@ �4
�4

1A,
le nouveau itéré est donné par la suite : x(k+1) = x(k) + �kdk, où �k et dk sont
respectivement le pas de déplacement et la direction de descente à l�itération k.
Calcul du pas de déplacement : ( pas optimale ) posons '(�) = f(x(0) + �d0) =

48�2 � 32�, alors '0(�) = 96�� 32, le pas optimale est �0 =
1

3
.

x(1) = �1
3

0@ 4
4

1A =

0B@ 2

3
� 2

�1
3
� 1

1CA, k = 1.
De la même manière on calcule x(2) et on obtient : x(2) =

0B@ 2

32
� 2

(�1
3
)2 � 1

1CA.
En utilisant la reccurence on obtient : x(k) =

�
2
3k
� 2;

��1
3

�k � 1�T , et on a :
lim

k�!+1
x(k) = (�2;�1)T .

3) Analytiquement on a : rf =

0@ 2x1 + 4
4x2 + 4

1A qui s�annule au point :

0@ �2
�1

1A, et
comme f convexe alors le point critique est un minimiseur global de f .
Exercice 2 :

1- d0 = �rf(x0) =

0@ 0

�2

1A, krf(x0)k = 2 > �, calculons le pas de déplace-

ment : �0 = �
dT0rf(x0)
dT0Qd0

=
1

2
, alors : x1 = x0 + �0d0 =

0@ 1
1

1A, et
�0 =

krf(x1)k2

krf(x0)k2
=
1

4
, donc d1 = �rf(x1) +

1

4
d0 =

0@ �1
�1
2

1A.
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krf(x1)k = 1 > �, �1 = 2, x2 =

0@ �1
0

1A, �1 = 0, d2 =
0@ 0
0

1A, donc : krf(x2)k =
0 < �, d�où la solution du problème (P ) est x� = x2 =

0@ �1
0

1A.
2- Le nombre des itérations est : k = 2.
Exercice 3 :
1-
Initialisation : x0 point de départ, � = 10�2 paramètre de précision, pas de

déplacement � = 1 ;

Tant que : kf 0(xk)k > � faire

dk = �
f 0(xk)

f 00(xk)
= �4x

3
k + 2xk

12x2k + 2
;

xk+1 = xk + dk;

k = k + 1;

Fin.

2- f 0(
1

2
) =

3

2
,





f 0(12)




 = 3

2
> �, d0 = �

3

10
, par conséquent x1 =

1

5
.

f 0(
1

5
) =

54

125
,





f 0(15)




 = 0:432 > �, d1 = �

27

155
, par conséquent x2 =

4

155
.

f 0(
4

155
) = 0; 00652,





f 0( 4155)




 = 0; 00652 < �, alors la solution est x� = x2 =

4

155
, avec k = 2 le nombre des itérations.
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