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Exercice 1 :

Considérons le problème variationnel suivant :

(FV )

�
Trouver u 2 H1(
) tel que
a(u;w) = L(w), 8w 2 H1(
).

où
a(u;w) =

R



ru(x)rw(x)dx+
R



g(x)u(x)w(x)dx

et
L(w) =

R



f(x)w(x)dx

avec 
 � R2 un ouvert borné, f 2 L2(
), a : E � E �! R, L : E �! R,
0 < g0 � g(x) � g1, 8x 2 
, g0, g1 2 R.
Montrer que (FV ) admet une solution unique.

Exercice 2 :

Considérons le problème aux limites suivant :

(P )

�
���u(x1; x2) + � @u

@x1
(x1; x2) + �

@u
@x2
(x1; x2) + u(x1; x2) = f(x1; x2), dans 
 � R2

u(x1; x2) = 0, sur @


où 
 est un ouvert borné, f 2 L2(
), et � > 0.
Etudier l�existence et l�unicité de la solution du problème (P ).

Exercice 3 :

Soient 
 un ouvert borné de Rn, @
 = �1 [ �0, �1 \ �0 = ?, et f 2 L2(
), considérons
le problème aux limites suivant :

(P )

8<:
��u(x) = f(x), x 2 

u(x) = 0, x 2 �0
ru(x):n(x) = 0, x 2 �1.

On suppose que la mesure (n � 1) dimensionnelle de �0 est non nulle. n est la normale
unité à @
 exterieure à 
.
1) Donner la formulation variationnelle (FV ) de (P ).
2) Montrer que (FV ) admet une solution unique.
3) Montrer que (FV ) =) (P ).
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Exercice 4 :

Considérons le problème aux limites suivant :�
�r(p(x; y)ru(x; y)) + g(x; y)u(x; y) = f(x; y), (x; y) 2 


u(x; y) = 0, sur @



 � R2, ouvert borné de classe C1, 0 < pmin � p(x; y) � pmax, 0 � gmin � g(x; y) � gmax, et
f; p; g 2 L2(
).
1) Donner une formulation variationnelle (FV ) de (P ).
2) Véri�er les hypothèses du théorème de Lax-Milgram.
3) Conclure.
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