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Introduction générale

L’Analyse numérique est une discipline a 'interface des mathématiques et de I'informatique.

Elle s’intéresse tant aux fondements qu’a la mise en pratique des méthodes permettant de dé-
terminer des solutions approchées a des problémes d’analyse mathématique.
Plus formellement, ’analyse numérique est I’étude des algorithmes permettant de résoudre nu-
mériquement par discrétisation les problémes de mathématiques continues. Ces algorithmes sont
des formulations de certains problémes issus des sciences physiques, biologiques, iconnomiques,
d’ingenierie,..., etc.

Ce cours est destiné aux étudiants de 2éme année S.A.D. Il a comme objectif de présen-

ter aux étudiants une variété d’outils numériques permettant la résolution effective de certain
nombre de problémes.
Vu le volume horaire consacré a ce module (1 cours et 1 TD) par semaine !, de plus les étudiants
ne sont pas de la spécialité mathématiques, tout cela ne nous permet pas de donner tous les
détails théoriques concernant les méthodes présentées, alors nous avons volontairement omis la
plupart des démonstrations. Le lecteur intéressé devra donc se référer a la littérature pour en
savoir plus. En effet, on a consacré nos efforts beaucoup plus sur les techniques de résolution
de ces méthodes et aussi a donner des exemples d’applications, pour permettre aux étudiants
d’implémenter (sur ordinateur) les méthodes étudiées avec leurs enseignants d’informatique au
cour des scéances de TP.

Les sujets traités dans ce cours sont :

e Notions de base sur les erreurs

Résolution numérique d’équations non linéaires
Interpolation Polynomiale

Approximation au sens des moindres carrées.
Intégration Numérique

Dérivation Numérique



Chapitre 1

Notions de base sur les erreurs

1 Introduction

En mathématiques, ’analyse des erreurs est I'étude du type et de quantité d’erreurs, ou
d’incertitudes, qui peuvent étre présentes dans la solution d’un probléme.
Cette étude est particulierement importante dans les domaines appliqués tels que ’analyse nu-
mérique et les statistiques.

Il peut s’agir de l'effet combiné de plusieurs types d’erreurs dans un calcul; a savoir les
erreurs causés par la précision finie des calculs impliquant des valeurs a virgule flottante ou
entiére, ou 'rreur appelée "erreur de troncature" obtenue soit en jetant (ignorant) les bits les
moins significatifs d’une opération arithmétique, soit en utilisant des simplifications qui im-
pliquent, généralement, la troncature d’un développement en série infinie (c.a.d, prendre un
nombre fini de ses termes), afin de rendre le calcul possible et pratique.

Ce chapitre devrait donc permettre au lecteur de mieux gérer ces erreurs au sein des pro-
cessus numériques, afin d’étre en mesure de mieux interpréter les résultats obtenus.

2 Sources d’erreurs

Les sources d’erreurs sont inombrables. Elles sont responsables de l'inexactitude de 'ap-
proximation obtenue par une méthode numérique. Certaines erreurs sont la avant méme de
commencer le calcul. Elles peuvent parvenir de sources différentes :

e Erreurs de mesure (ou de données) : Les quantités mesurées sont toujours appro-
chées. Cela est du aux erreurs de lecture aux instruments de mesures qui se déreglent
avec le temps, et également aux limitations des instruments (techniques). De plus, les
valeurs sont données en précision finie (nombre de chiffres significatifs fini).

e Erreur au démarage (die au calculs précédents) : Les données initiales d’un calcul
peuvent provenir des résultats, d’un calcul précédent, qui eux mémes sont inexactes. Il
y a donc une erreur avant méme de démarrer les calculs.

e Erreurs de troncature (ou d’itération) : C’est les erreurs associées aux processus
infinis en analyse mathématique (par exemple, une série infinie ot on doit tronquer
cette derniére en prenant un nombre fini de ses termes).
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e Erreurs d’arrondi : Ces erreurs sont associées au systéme de numération. Elles sont
dues au fait que les nombres ne peuvent étre stockés, sur un ordinateur, qu’avec un
nombre fini de chiffres. Il en est de méme pour les opérations qui introduisent des erreurs

supplémentaires. Par exemple, "%" sera stoké sur la machine avec la valeur ""1.333, 333

qui ne comporte que 7 chiffres significatifs correctes, alors que la valeur exacte comporte

une décimale infinie.

3 Erreur absolue et erreur relative

Soit z un nombre exact et soit z* un nombre approché de x (z* est légérement différent de
— Siz* < z, on dit que z* est une "valeur approchée par défaut" de x.
— Si x* > x, alors x* est dit "valeur approchée par excés" de x.
On note, généralement,
'~ xouxt &~ .

Exemple 3.1 5/3 ~ 1, 6666; V2~ 1,42 7~ 3,14, sont des approzimations par défaut, alors
que exp ~ 2,7 est une approximation par exrces.

Définition 3.2 (Erreur absolue)
Soit x un nombre exact. On appelle erreur absolue d’un nombre x* approché de x, tout majo-
rant de la valeur absolue de x — x*, et qu’on note Ax :

|z —z*| < Az ... (3.1)

ou d’une maniére équivalente,
A <z<az"+ Az

r € [z" — Az, 2" + Ax].

et on écrit

qui veut dire que

Exemple 3.3 Calculer l’erreur absolue de m ~ 3,14, ot

3,14 < 7 < 3,15.

Corrigé. Ici, on a |1 — 3,14| < 0,01. Donc, on peut poser Az = 0,01.

Aussi, on a : 3,138 < m < 3,142, d’ou |m — 3,14] < 0,002. Pour cette 2éme approzimation, on
peut poser Ax = 0,002.

Evidemment 0,002 est une meilleure majoration de |m — 3, 14| que 0,01.

Remarque 3.4 1. Plus lerreur absolue est petite, plus x*est précis.

2. Si le nombre exact 'z’ est connu, alors lerreur absolue Az est estimée par (3.1).

Définition 3.5 (Erreur Relative)
On appelle erreur relative d’un nombre approché x*, qu’on note dx, le rapport suivant (lorsque
la valeur exacte x est connue) :

br =22 140

G
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e [’erreur relative est souvent exprimée en pourcentage.

Exemple 3.6 Pour la valeur x = %, la valeur approchée x7 = 6.666667 est 100 fois plus
précise que la valeur approchée x3 = 6.6667. En effet, on a

. 20 20 6666667 1.
Az > | —z7| = '3 - 6.666667‘ =3 - 1—06‘ =510
! 20 20 66667 1
X = — _ —4
Nox > |z — 5| = 3 —6.6667‘ =13~ 70| = §10 '
Pour erreurs relatives correspondantes, on a
A 1
S == > 1076 =50 x 1070 %
|| 20
alors que
A 1
Sy = 220 > 2107 = 0.5 x 107% %.
|| 20

* 50 *
Donc, la valeur x5 est plus précise que x7.

Remarque 3.7 En pratique et puisque x* = x, on peut prendre comme majorant de [’erreur
relative,

Az

|lz*|”

oxr ~

Par suite,

r =x* & |z*| .

4 Propagation des erreurs

Soient z et y deux quantités exactes et *, y* deux valeurs approchées de x, y, respectivement.
On note les erreurs absolues et les erreurs relatives associées a = et y par Az, Ay et dz, dy,
respectivement. On a les propriétés suivantes.

Erreur de I’Addition :

1. A(z+y) = Az + Ay.

2. §(x +y) < max{dz, dy}.
Erreur de la Soustraction :

1. A(z —y) = Ax + Ay.

2. (x—y) < ifz max {0x, 0y} .

Exemple 4.1 Soient x* = 255 et y* = 250 deux valeurs approchées de x et y, respectivement,
et soit 6z = oy = 1073, Calculer §(x — y)?.

Corrigé :Tout d’abord, on a
Az = |z*| 6 = 255 x 1073 = 0.255,
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Ay = |y*| dy = 250 x 10—3 = 0.250.
Ainsi, I'erreur relative est :

Ax — A A

S —y)= DTV _ATERY 000102 2 10.0%.

|z* =y 5
* On remarque que x* et y* sont 101 fois plus précis pour x et y, respectivement, que x* — y*
I'est pour z — y.
Erreur de la Multiplication :

L A(zy) = |2 Ay + [y*| Az,

2. §(zy) = oz + dy.
Erreur de la Division :

z\ _ |[#*|Ay+ly*|A
1 A(z) = lavy

2. 0(3) = 0z + dy.
Exemple 4.2 Quelle est la masse volumique d’un objet dont la masse est de 109,47 g+0,05 g
et le volume est 12,3 ml +0,3 ml ?

Corrigé : Pour la masse volumique, on a m, = 109,47 + 12,3 = 8,90 g/ml.
Pour trouver les incertitudes, il faut utiliser les incertitudes relatives :

0,05 g 0,3 ml
Ay = |my| x §my, = 8,9 x | [ B : —0,2.
M = |mo| x om x [(109747g>+(12,3m1)]

La mesure finale est donc m, = (8,9 +0,2) g/ml.
Erreur de la Puissance :

L. A(z") =n|z" ! Az.
2. §(z") = ndx.

5 Représentation décimale des nombres
Tout nombre réel positif  peut avoir la représentation décimale suivante :
=y X 10™ + @y x 10™ 1 4 L gy x 107 (5.1)

ou a,, € N*, a; € {0,1,2,...,9} pour i # m et le nombre entier 'm’ est le rang supérieur de z
(la plus grande puissance de 10).

e Le développement dans (5.1) peut étre aussi limité.

Exemple 5.1 Les deuxr nombres m = 3.141592... et 2107.3040 ont les représentations décimales
sutvantes :

7=23141592... =3 x 10°+1x 107" 4+4x 102 4+1x 103 +5x107*+9x10°+2x 107 %+ ...

21073040 =2 x 103+ 1x 102 4+0x 10" +7x 10°+3x 107 ' +0x 1072 4+4x 1072 +0 x 107%.
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5.1 Chiffre signifficatif (c.s)

Définition 5.2 On appelle chiffre significatif d’un nombre approché tout chiffre ’a;’ différent
du zéro, dans sa repréntation décimale.

* Le zéro peut étre aussi considéré comme chiffre significatif s’il est "conservé”, c.a.d, s’il se
trouve entre deux autres chiffres significatifs différents de zéro.

Exemple 5.3 Une approximation a 6 décimales de 0.00207015 est comme suit :

. 0. 7.0
N
(a) (b) (o)
(a) : Ne sont pas des chiffres significatifs, car ils ne servent qu’a indiquer les rangs des autres
chiffres.
(b) : Etant placé entre les chiffres significatifs 2 et 7, zéro est lui méme significatif.
(c) : Ce zéro est significatif du fait que le nombre approché a conservé la décimale du rang 107°.

Remarque 5.4 On ne peut pas connaitre le nombre de chiffres signifficatifs du nombre v =
38100 écrit sous cette forme. Pour le connaitre, il faut avoir, soit sa représentation décimale,
ou encore -d’une fagon équivalente- son écriture sous la forme : x,yz... x 10°.

En effet;

v = =3,81 x 10! (z; a 8 c.5) ou encore x = x5 = 3,8100 x 10* (x5 a 5 c.s).

5.2 Chiffre significatif exact (c.s.e)

Définition 5.5 On dit que le n**™¢ chiffre significatif apres la virgule, d’un nombre approché
de x, est exact si

Az <0.5x 107"

Exemple 5.6 Soient x = 2/3 et x* = 0.6671. Nous avons,

4 -3 -3
3% 108 — x 107 =10.4333... x 107° < 0.5 x 107°.

2 2 — 2001 1
Ax:'§—0.6671‘:‘ 0000 — 200 3‘: 33

Done, les chiffres significatifs 7,6 et 6 de x* sont exacts.

Propriétés
1. Si un chiffre significatif est exact, alors tous les chiffres a sa gauche sont exacts.
2. Si un chiffre n’est pas exact, alors tous les chiffres & sa droite ne le sont pas.

3. Si Az < 0.5 x 10™ ! alors le nombre = posséde au moins n chiffres exacts, ot m est
le plus grand rang qui se trouve dans sa représentation décimale.

Proposition 5.7 Si un nombre approché x* de x posséde n chiffres signifficatifs "c.s" exacts,
alors

0z < 5x 107"
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5.3 Troncature et arrondissement d’un nombre

Pour approximer /2 = 1.414213562..., on peut considérer la valeur approchée 1.41 ou en-
core 1.41421, etc... et cela selon le besoin.
- Dans le premier cas, on dit qu'on a tronqué (couper en éliminant une partie) le nombre ap-
proché de v/2, aprés 2 décimales.
- Dans le second cas, on l’a tronqué aprés 5 décimales.

Une méthode habituelle pour tronquer un nombre pour ne garder qu'un nombre fini de
chiffres signifficatifs est de ’arrondir.

Reégle d’arrondissement
Pour arrondir un nombre jusqu’a n chiffres signifficatifs, il faut éliminer les chiffres a droite du
ni®me chiffre signifficatif conservé, si on se trouve aprés la virgule, sinon, on remplace par des
zéros. Dans le premier cas, il faut respecter les régles suivantes :

ieme

e Sile (n+ 1)%me chiffre signiffcatif est > 5, on ajoute la valeur "1" au n c.S.

e Sile (n+1)®me chiffre signiffcatif est < 5, le n?™* chiffre signifficatif (c.s) reste inchange.
e Sile (n+ 1)®me chiffre signiffcatif = 5, alors deux cas sont possibles :

1. Tous les chiffres rejetés (situés a droite du (n + 1)%™€ c.s) sont des zéros : On applique
"la régle du chiffre pair", i.e, le n®™¢ c.s reste inchangé s’il est pair, et s’il est impair, on
lui ajoute 1.

2. Parmi les chiffres rejetés (situés a droite du (n + 1) c.s), il existe au moins un chiffre
qui soit non nul : On ajoute 1 au n*™ chiffre signifficatif.

Remarque 5.8 1. On n’arrondit que le résultat final (jamais les résultats intermédiaires).

2. Un nombre correctement arrondi ne posséde que des chiffres signifficatifs exacts.

Exemple 5.9 1. Arrondir x = 0.7897 a 3 chiffres significatifs.
Puisque 7 est plus grand que 5, alors x ~ x* = 0.790.

2. Arrondir x = 0.753 a 2 chiffres significatifs.
Comme 3 est plus petit que 5, alors x ~ x* = 0.75.

3. Arrondir x = 2.5456500 a 5 chiffres significatifs.
Puisque tous les chiffres rejetés sont des zéros et le Sieme chiffre étant pair, alors x ~
x* = 2.5456.

4. Arrondir x = 2.5453500 a 5 chiffres significatifs.
Ici, tous les chiffres rejetés sont des zéros et le Sieme chiffre étant impair, alors x =~
x* = 2.5454.

5. Arrondir x = 2.5305023 a 4 chiffres significatifs.
Puisque parmsi les chiffres rejetés, il existe au moins un qui soit non nul, alors v ~ x* =
2.531.

Définition 5.10 On appelle "borne supérieure de [’erreur d’arrondi” d’un nombre approché,
la valeur notée A, vérifiant :

Agrr <05 x 10m7 L
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ot m est le rang supérieur de x (la plus grande puissance de 10) dans sa représentation
décimale, et n est le nombre des chiffres significatifs exacts dans cette représentation.

Aprés 'arrondissement de la valeur approchée z*, d’'un nombre z, on aura :

r=x,.,.+ (Ax+ Ayr),

arr

*

r . est le nombre approché arrondi et, en général, Ax ~ A,,,.. Par conséquent,

ol x

x=a £+ 2N,

arr

Dr. Yulia Bouhoufani Page 10
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6 Exercices

"Notion d’erreurs”

Exercice 1.

Soit h la hauteur d’'un barrage. Sa valeur mesurée h est 74,260m. Si 'erreur relative commise
sur h est 0,3, trouver a, b tels que a < H < b.

Exercice 2.

Avec combien de c.s.e faut-il calculer V2, pour que Perreur relative ne dépasse pas 1% ?.
Exercice 3.

1
On désire approcher I = [ f(¢)dt ou f(t) = t3 et p € N* par la surface S du triangle de
sommets A(0,0),B(%,O) et C’(%,f( ).

1

. . . . p 9 3 . . .
Déterminer la valeur minimale de p pour que l'erreur absolue d’approximation ne dépasse pas
" = 10—2’u puis "e = 104",

Exercice 4. On considére I’équation :
2® — 1634z +2 = 0. (6.1)

1. Résoudre I'équation (1.1) en effectuant les calculs avec N = 10 chiffres signifficatifs.
(Utiliser le discriminant)

2. Commenter le résultat obtenu et proposer une autre méthode de calcul pour contourner
le probléme posé.

Exercice 5. Soient les trois nombres réels : x = 8,22,y = 0,00317 et z = 0,00432.
1. Représenter les nombres z,y et z avec virgule flottante.

2. En effectuant les calculs avec 3 c.s, calculer la somme x + y + z, en faisant :
i) (z+y)+z;
i) x + (y + 2).

3. Commenter les résultats obtenus. Conclure.

Exercice 6. On veut calculer la surface d’un disque S = 7R? ou R = 2, 3400, 7 = 3, 1416.
En admettant que tous les chiffres de R et 7w sont exacts,

1. Estimer les erreurs absolue et relative de S.
2. Calculer S en arrondissant au nombre de chiffres significatifs exacts.
Exercice 7.

1. Donner le nombre des chiffres significatifs exacts des nombres 0.0006814369 et 6.17924,
s’ils ont une erreur relative inférieure a 10~ :

2. Si tous les chiffres significatifs de 3724.14 sont exacts. Quelle est son erreur relative ?

3. Si les chiffres significatifs de 476.6 et 3.11918 sont exacts. Quelle est I'erreur absolue

(resp. relative) de la somme et combien a-t-elle de chiffres significatifs exacts ?
4. Calculer %, si tous les chiffres significatifs du numérateur et dénominateur sont exacts.
5. Quelle est l'erreur relative (resp. absolue) du rapport ?

6. Arrondir au dernier chiffre significatif exact.
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Exercice 8. Soit T la période des petites oscillations du pendule qui est donnée par
T = 2my\/l/g, ou | est la longueur du pendule et g est la gravité. Supposons que les mesures
faites sur 7" et [ ont donné les résultats suivants : T = T+ A(T) = 1,9360,002s et [ = [+ A(l) =
92,950, 10cm.

1. Calculer la gravité g en arrondissant au dernier chiffre significatif exact.

2. Donner l'erreur relative sur g en pourcentage.
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Chapitre 2

Résolution numérique d’équations non
linéaires

1 Reésolution numérique d’une équation non linéaire

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on se propose d’approcher numériquement les racines réelles de f (ou
les solutions) de I’équation

flz)=0 ... (1.1)
avec f : R — R est une fonction non linéaire supposée suffisament réguliére (c.a.d, définie,
continue, et autant de fois continument dérivable que nécessaire) sur l'intervalle que nous
allons aborder. L’équation (1.1) intervient notamment dans I’étude de plusieurs problémes
motivés par des applications pratiques, pour lesquels des solutions exactes de ce type d’équation
ne sont pas explicitement connues. Le but de ce chapitre est de fournir, de maniére détaillée, les
principes de base des méthodes numériques ; les plus utilisées pour la résolution de 1’équation

(1.1).

1.2 Approximation des racines

Définition 1.1 On appelle "racine approcchée de I’équation (1.1) tout point T de R vérifiant
|f(@)] < e, ou e est un réel positif assez petit qui représente la précision ou l'erreur permise
pour cette approximation.

* On peut aussi considérer comme racine approchée de (1.1) tout réel T qui vérifie la condi-
tion |a —T| < ¢, et cela dans le cas ow la racine exacte o est connue.

Séparation des racines
L’approximation des solutions de I’équation (1.1) nécessite la séparation de ses racines, plus
précisement, il s’agit de déterminer des intervalles réels [a;, b;] (i = 1,2, ..) & Uintérieur des quels
la fonction f admet une et une seule racine.
Pour séparer les racines de I’équation f(x) = 0, dans un intervalle donné, il y a deux méthodes :
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e Méthode graphique : pans cette méthode, soit on trace le graphe de f et on cherche son
intersection avec I’axe (ox), ou bien on décompose f en deux fonctions f; et fo (simple a
étudier), tel que f = fi — fo, puis on trace les deux graphes de f; et fy. Ainsi, les racines
de f seront les points d’intersection des graphes de f; et fs, car pour tout x € R, on a

f(x) =0& fi(z) — fa(z) =0 & fi(z) = folz).

e Meéthode analytique : Ici, pour séparer les racines de f, on se base sur le théoréme
des valeurs intermédiaires, plus précisement, on se donne deux réels a et b, si
f(a).f(b) < 0, alors f admet au moins une racine dans l'intervalle |a,b[, et si f est
strictement monotone sur |a, b[, alors cette racine est unique.

Principe des méthodes numériques
Pour mettre les idées en place, toutes les méthodes que nous présentons ici sont itératives,
c’est-a-dire qu’a partir d’une valeur initiale, elles construisent une suite de solutions approchées
(x)r avec la propriété que

limg_ 1o 7 = .

Le choix de la méthode appropriée pour la résolution de 1’équation (1.1) se base essentiellement
sur ses conditions de convergence ainsi que sa vitesse.

Ordre de convergence
Avant de décrire quelques méthodes numériques permettant la résolution de I’équation (1.1), il
est utile de définir I'ordre de convergence d’une méthode numérique. Cela permet de comparer
son efficacitée avec d’autres méthodes.

Définition 1.2 Soit (z,,),>0 une suite de réels convergeant vers une limite . L’ordre de conver-
gence de la suite (x,)n>0 (ou de la méthode itérative) est le plus grand réel v > 1 vérifiant

: lzpt1—af _
limy, 4 oo Tr—al = [ < +00.

En particulier,

o Sir=1cetl=1, alors la convergence est dite sous-linéaire.
o Sir=1etle]0;1], alors la convergence est dite linéaire.
o Sir=1cetl=0,la convergence est dite super-linéaire.
°

Sir =2, alors la convergence est dite quadratique.

Remarque 1.3 Plus ['ordre de convergence est plus élevé, plus la suite converge rapidement.
* Pour mieux illustrer la notion de vitesse de convergence d’une méthode, on donne I'exemple
suivant.

Exemple 1.4 Considérons les suites, définies pout tout n > 0, par :
1) 2,=1/n;2) y,=1/2" et z,=1/2%".
1l est clair que

lim z,= lim y,= lim 2z, =0,
n—-+oo n——+4o0o n—+oo

en plus, on a
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1)

2)

— 2k 1
lim —’ka 0l = lim = -,
k—+o00 |yk — O‘ k—4o0 2k+1 2
d’ot la convergence de la suite {y,} est linéaire.
3)
-0 92!
T el ~1,

= lim ——
koo |z — 0|2 f—-oo 2281
donc la convergence de {z} est quadratique.

Estimation d’erreurs
Chaque méthode itérative a sa propre formule pour calculer l'erreur commise a l'itération
k,k > 1, mais ces formules sont généralement cotiteuses.
Les deux formules suivantes :

1) A =|f(zi)l, 2) Ay = |zp — 251

sont valables pour toutes les méthodes numériques, mais elles n’expriment pas réellement la
vitesse de convergence de ces derniéres. Dans tous nos exemples, on utilise la premiére formule
car elle est plus signifiante, en terme de convergence, que la seconde.

Parmi les méthodes itératives les plus connues, on trouve les méthodes suivantes.

1.3 Méthode de dichotomie (ou de la bisection)

Commencons par la méthode la plus simple dite "méthode de dichotomie ou de bissection.
Cette méthode est considérée comme étant un procédé systématique de raffinement de la loca-
lisation d’une racine. Le mot (dico = deux, tomie = coupe) exprime le principe de la méthode ;
qui est la construction d’une suite d’intervalles de plus en plus petits contenant la racine loca-
lisée, en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires a plusieurs reprises.

Reconsidérons notre équation (1.1), avec f définie et continue sur un intervalle borné [a, b]
de R.
Description de la méthode

1. 7:=0;

2. Siy f(a) = f(b) <0, alors il existe entre a et b au moins une racine de f;

3. x; = GTH’; Sis f(z;) = 0 alors la racine de f est bien z; stop FinSi; et sortir du programme
FIHSIQ,

4. Sinon subdiviser [a, b] en deux sous-intervalles [a, z;| U [z;, ] ;

5. chercher ou se trouve la racine de f en testant les inégalités f(a) * f(x;) et f(xz;) * f(b),
par le théoréeme des valeurs intermédiaires ;

6. Sila racine est dans [a, z;], alors b:=z; , i :=1i+ 1;
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7. Si la racine est dans [z;, 0], alors a :=x; , i =1+ 1;
8. On itére le méme processus jusqu’a ce qu’on localise la solution.

Test d’arrét.
Comme l'algorithme est itératif, le test d’arrét peut étre :

- Soit, en déterminant une valeur approchée prés de certain € > 0, vérifiant I'inégalité

‘ZL‘]C = ZL‘k_l‘ <eg,

a l'itération k£ > 0
- Soit atteindre le nombre N d’itérations calculées a I'avance et donné par 'inégalité

In (b—a)—In (g)
N Z In 2 = - 1

- Soit les résultats numériques calculés se stabilisent d’une itération a une autre.

Remarque 1.5 * La convergence de la méthode de dichotomie est garantie dés qu’on détermine
l'intervalle contenant la racine exacte.

* La dichotomie est la méthode la plus facile a implémenter sur machine, puisqu’elle nécessite
seulement le calcul de f en plusieurs points.

* Linconvénient majeur de cette méthode est sa convergence lente car elle est linéaire.

Exemple 1.6 Soit I’équation suivante
flz) =2 4+22 -1

1. Vérifier que cette équation admet une racine unique « dans [0, 1].
2. Déterminer le nombre minimal d’itérations nécessaires pour calculer une racine appro-

chée de o avec une précision € = 107, en utilisant la méthode de dichotomie, ensuite
calculer cette racine approchée.

Corrigé :
1. Application directe du théoréme (TVI) sur la fonction f et Uintervalle [0, 1] :
(a) La fonction f est un polynome, donc elle est continue sur [0, 1].

(b) F(0) (1) = =2 < 0.

(c) f'(x) =3x% 42 > 0 sur |0, 1[. Ainsi, équation admet une racine unique z* €]0, 1[.

2. Calcul du nombre minimal d’itérations nécessaires pour avoir la précision € = 1071, On
a, pour tout k > 0,

bk—ak_bk,l—ak,l_ _bO—CLQ b—a
) - 22 T 9k4+1 T 9kl

|z* — x| <

En posant 2”,;“1 < g, on aura

D’ou
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3. Calcul de la racine approchée :

k ag bk T f(ak)f(bk) Ak = bk_Tak
0 0 1 0.5 < 0.5

1 0 0.5 0.25 > 0.25
21025 05| 0.375 > 0.125
3103751 0.5 ] 0.4345 0.0625

La racine approchée est o ~ 0.4375 + 1071,

1.4 Meéthode des approximations successives

Une des méthodes les plus imprtantes de résolution numérique des équations non linéaires
est "la méthode des approximations successives" dite également "méthode du point fixe" ;
dont le principe est de remplacer I’equation donnée f(z) = 0 par une autre équation équivalente
de la forme g(z) = z. La recherche des zéros (ou racines) de f se reméne a la détermination
des points fixes de la fonction g.

Définition 1.7 Soit g : R — R une fonction continue sur son domaine de définition qu’on
note Dy. On dit que x* (de Dy) est un point fize de g ssi g(x*) = z*.

* Soit (z,,), une suite de D, définie par :

Tni1 = g(x,), n > 0.
Si (x,,), converge vers T, alors cette limite T est un point fixe de g.
En effet, par continuité de g, on a

lim z,.1 = lim g(x,) (1.2)
n—-ao0 n—-ao0
Or,
lim z,,; = lim =z, =7,
n—-o0 n—-—ao0

ainsi (1.2) donne T = ¢g(7). Donc, T est un point fixe de g.

Exemple 1.8 L’équation f(z) = x> — x — 3in(x) = 0 peut se réécrire sous la forme g(z) = =,
avec

1. g(x) = 2* — 3in(z),

2. g(x) = \/a + 3ln(z),

3. g(z) =expx(z —1)/3.

* Nous signalons qu’il faut choisir 1’écriture qui asstire la convergence du processus itératif
(xg+1 = g(xk), k > 0) vers la solution cherchée, lorsque cette convergence est possible.

Théoréme 1.9 ("Existence et unicité du point fixe")
i) Soit g une fonction réelle définie sur lintervalle [a, b] et satisfaisant aux conditions suivantes :

1. g(la,b]) C [a, 0],
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2. Il eziste k € R (0 < k < 1) tel que, pour tout x,y € [a,b], on a

l9(z) —gW)| < klz—yl.
Alors, g admet un point fize unique x* € [a,b]. De plus, pour tout xo € [a,b], la suite (z,),
définie par : x,11 = g(x,),¥n > 0, converge vers z*.

i) La formule suivante donne une majoration de l’erreur commise a l'itération k, lors du
calcul de z*,

k
|z, — z*| < 1‘1—7(1 |z — o).

iii) Le nombre d’itérations k nécessaires pour trouver un point fixe de g, avec une précision
€, est éstimé par :

7 log(e)—log(b—a)
i log(q) )

Remarque 1.10 Le nombre réel k, dans le théoréme précédent, est appelé "rapport de contrac-
tion", ou bien la "constante de la fonction contractante g".

Proposition 1.11 [1] Soit g une fonction dérivable sur lintervalle [a,b]. Si la dérivée de g
vérifie,

maxzejoy |9 ()] =k < 1,
alors g est contractante sur |a,b] (c.a.d, elle vérifie la condition 2 (i) du Théoréme 1.5).

Exemple 1.12 Résoudre par la méthode des approximations successives, ’équation :
re® —1=0,
sachant que la solution se situe dans l'intervalle [0, 1] .

Corrigé :

1. L’algorithme de la méthode des approximations successives s’écrit :
Tnr1 = g(Tn),n=0,1,.... et zy donné

ou g est une fonction continue et dérivable sur [0, 1].

Pour que cette méthode "itérative" converge vers la solution, il suffit que |¢'(z)| < 1, pour
x voisin de la solution.

On peut réécrire I’équation donnée sous la forme :

xT

z=g(x), ol g(x) =e™,

et comme
g ()| = e < 1,Vz €]0,1],
alors la convergence de la méthode est assurée.

2. En prennant comme point de départ xy = 0, on obtient la suite des approximations succes-
sives :
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=1 g = 0.560115461 x5 = 0.567276232
r9 = 0.367879441  x9 = 0.571143115  x16 = 0.567067898
x3 = 0.692200627 219 = 0.564879347 ..,
x4 = 0.50004735 x1 = 0.568428725

x5 = 0.606243535 712 = 0.566414733

e = 0.5453955786  x13 = 0.567556637

x7 = 0.579612335  x14 = 0.566908912

La solution est donc z = 0.567, si 'on s’arréte avec 3 chiffres apreés la virgule.

1.5 Meéthode de Newton-Raphson (ou de la tangente)

Pour chercher les racines approchées de I’équation (1.1), beaucoup de méthodes de point
fixe courantes font le choix de la forme g(z) = z — u(x) f(z), avec u une fonction satisfaisant
0 < |u(z)| < 400, sur le domaine de définition (ou plus généralement sur un intervalle contenant
la racine exacte de f). Sous cette hypothése, on vérifit facilement que toute racine de f est un
point fixe de g et vice versa.

En supposant que la fonction f est de classe C', la méthode de Newton—Raphson fait le choix

1
w(r) = ——.
f'(x)
Alors, la relation de récurence définissant cette méthode est :
- =z, — L8 k>0 1.3
Tr+1 = g<xk‘) = Tk Flag) v =Y e ( . )

En effet, en notant par z* la racine de f (qu’on cherche) et par zy une valeur approchée de
x*, en supposant que f est de classe C? au voisinage de z*, alors le développement de Taylor
d’ordre 2 de f, au voisinage de x(, donnera :

f(z) >~ f(xo) + @(SC — xo) + f2_('c)(x —10)?, 29 < € < 2™
Donc, pour x = x*, il vient que
f(@*) =0 f(xo) + @(aﬁ* —x9) + %('C)(x* — )%

En supposant que f'(xg) # 0, on aura

N O

S ey e L
Ainsi,

¥~ f (o) () (2% — 20)%

© flzo)  2f(x0)

(x* —x0)?, on obtient une valeur approchée de x*, qu’on note par

En négligaent le terme — 2}} '/'((;[)))
f(zo)

xr1, O T1 = To — o) En itérant le procédé, on trouve la "Formule de récurence de Newton-
Raphson" (1.3).
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Interprétation géométriques
Dans la méthode de Newton-Raphson, toute nouvelle approximation de la racine est construite
au moyen d’une linéarisation de I’équation f(z) = 0, autour de I'approximation précédente.
En effet, si 'on remplace f(z) au voisinage du point x; par 'approximation obtenue par le
développement de Taylor du premier ordre de f en xy, on résout I’équation linéaire résultante :

faw) + (& — zp) f'(w1) = 0,

et en notant sa solution .1, on retrouve la relation (1.3). Egalement, il en résulte géomé-
triquement que le point z;. 1 est I’abscisse du point d’intersection entre la tangente a la courbe
de f, au point (xy, f(xy)), et 'axe (o).

Théoréme 1.13 i) Soit f une fonction de classe C*([a,b]) (ot [a,b] est un intervalle contenant
une racine unique de f). Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées :

1. f'(z) #0,Vx € [a,b],
2. f" garde un signe constant sur [a, b].

Alors, la suite de la méthode de Newton-Raphson engendrée par la relation (1.3) converge
vers la solution unique de l’équation f(x) =0, en partant de l’approximation xy vérifiant

f(xo).f"(x) > 0.

it) L’erreur de cette méthode est estimée par la relation :

@kt — 27| < g% o — z*,

oum = H’linagxgb ‘f’(l’)’ ,M = MaXg<z<b |f”(3§')’ .

Remarque 1.14 D’aprés lestimation précédente, lerreur absolue de la (k+1)%™¢ approzima-
tion (ou racine) est proportionnelle au carré de l'erreur absolue de la (k)™ approzimation.
Donc, la méthode de Newton-Raphson est une méthode itérative du deuxiemme ordre.

Exemple 1.15 Considérons l’équation non linéaire
flx) =2 -2 —4=0.

1. Montrer que cette équation admet une racine unique x* € [1.2].

2. Trouver une valeur approchée de x*, en appliquant la méthode de Newton-Raphson jusqu’a
le troisieme itére, puis calculer ’erreur commise a chaque itération.

Corrigé :
On vérifit facilement que toutes les conditions du Théoréme des valeurs intermédiaires sont
satisfaites par la fonction donnée " f", sur I'intervalle [1,2].

1. Choix du point initial :
Comme f'(z) = 32* — 1, f"(x) = 6z, alors f(2).f”(2) = 24 > 0. Ainsi, on peut prendre
rp = 2 comme un point de départ dans le schéma itératif de la méthode de Newton- Raphson.

2. En utilisant la relation de récurrence (1.3), on obtient
ry =1,8182; Ay = |f(x1)] =0,1925 = 1.925 x 107",
To = 1,7966, AQ = |f(1132)| =0,0024 = 2,4 X 1073,
r3=1,7963; Az =|f(x3)| =0,00019=1,9 x 10~
On remarque que l'erreur commise a I’étape k = 3 est la plus petite erreur.
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2 Reésolution de systéme d’équations non linéaires

Dans cette section, on propose de résoudre le systéme de n équations, avec n inconnus

X1, X, ..., Ty, de la forme
(
fl(xlax% ""7In> = 07
0

fg(l'l,xg,...,l'n) = U,

\ f”(xh'r% 7xn) = 0.

Le systéme (S;) peut toujours se reécrire sous la forme :

F(z)=0; zeR"et F:R" — R",

tels que
1 fi(z)
T2 fo()
T = et F(x)=1]" :
n ()

avec F(x) = Az +b.

2.1 Meéthode du point fixe
Soit x € R™ et soit w € R*. On définit la fonction g, par :

gu(2) = =+ wf(x),

ot f:R" —s R™.
Remarque : il est bien clair que f(z) =z < ¢,(z) = 0,Vz € R".

Dans le théoréme suivant, on montre que sous certaines hypothéses, on peut déterminer la
solution de I’équation f(x) = 0, en constuisant la suite

z© ¢ R™.

Théoréme 2.1 Soit f € CH(R",R"™), vérifiant
1. da > 0 tel que, pour tout x,y € R, on a
(f(@) = fly)x—y) < —alz—yll;,

2. dM > 0, telle que
1F () = FW)lly < M [z —yll,, Va,y € R™.

Alors, la fonction g, (définie précédement) est contractante, si et seulement si,

O<w< 2.
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Vitesse de convergence Soit (2"),>0 C R") et z* € R™). Supposons que (z"),, converge
vers =¥, avec z, # z*,Vx € R™. On dit que :

e La convergence est linéaire s’il existe § € |0, 1], tel que

. z(n+1) _*
i ———— W

= B.

e La convergence est quadratique s’il existe [ > 0, , tel que

|I(n+1)—$*

=i

1imn~>+oo |x(n)7w*|2 _

2.2 Meéthode de Newton

Construire une suite de racines approchées (z(™) qui converge quadratiquement vers la
racine exacte z* de 'équation f(z) = 0 est bien le principe de la méthode de Newton. L’algo-
rithme de Newton consiste alors & construire une suite de R™ définie comme suit :

F(a®) (z0+) = ¢®) = = f(2®),n >0,

z©® e R",

ici F(z(™) représente la matrice différentielle de f au point z(™.

Remarque 2.2 A chaque itération k € N, de l'algorithme précédent, il faut effectuer les opé-
rations suivantes :
— Caleul de F(z®),

— Résolution du systéme d’éqations linéaire :
F(z™) (xk+1) _ x(k)) = —f(z™)

Théoréme 2.3 ("Théoreme de convergence”)

Soit f € CYR™,R") et z* € R", tel que f(z*) = 0. On munit R™ d’une norme ||.|| et on suppose

que F(w(k)) est inversible en tout point x de R™. Alors, il existe b > 0 et > 0, tels que :

1. Si 29 € B(z*,b) = {x € R", ||z — 2*|| < b}, alors la suite (z™),, de I’algorithme de New-
ton, notée par (1), est bien définie, en plus, ™ € B(z*,b),Vn > 0.

2. Si 29 € B(x*,b) alors la suite (1) (de I’algorithme de Newton) converge vers x*.

3. Siz© € B(z*,b) alors ||z —2*|| < B ||z — 2*||,¥n > 0.
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3 Exercices

"Résolution des Equations non linéaires"

Exercice 1.
Séparer les racines de ces deux équations :

fl@)=a"+42+2=0, (3.1)
g(x) =cosx — 2+ 1=0.

Exercice 2. Considérons I'équation,
4dlnx ==z

1. Montrer que cette équation admet une racine unique appartenant a l'intervalle ]1.2, 2[.

2. Trouver le nombre d’itérations nécessaires pour calculer une racine approchée de cette équa-
tion, en appliquant la méthode de dichotomie, sur I'intervalle [1.2,2] et avec une précision
e=10""1.

3. Trouver cette racine approchée avec 5 chiffres significatifs, puis calculer ’erreur commise.

Exercice 3.
Soit I’équation suivante,

f(x):x—%sina:—l. (E)

1. Séparer les racines de I’équation (E).

2. Déterminer un intervalle de la forme [m, m + g] (o m € Z) contenant la racine exacte de
(£).

3. Calculer jusqu’ a l'itération k = 2 une valeur approchée de la racine, en utilisant la méthode
de Nawton-Raphson, puis évaluer ’erreur commise a chaque itération.

Exercice 4.
Considérons 1’équation

h(z) =2 +2—-1=0. (E)

1. Montrer que I’équation (E) posséde une solution unique dans l'intervalle [0, 1].

2. Utiliser la méthode de Newton-Raphson, pour trouver la racine approchée de (E) avec une
précision ¢ = 1073,

3. En remarquant que (F) peut se reécrire sous la forme x = g(z), ot g est 'une des deux
fonctions :

g(z) =1— a3, (3.3)

glx) =1+ (3.4)

1+ 22’

laquelle parmi ces deux fonctions doit-on choisir, pour appliquer la méthode des approxi-
mations successives 7 ( justifiez votre choix).
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4. Estimer le nombre d’itérations qu’il faut établir, pour trouver la racine approchée de (F),
avec la méme précision.

Exercice 5.
On considere le systéme d’équations non linéaires :

x+y?— 22,
y+xz=19
z©

5 + 2y +y+2z=3.305.

1. Montrer que ce systéme admet une solution proche du vecteur () = (1,1, 1)*,
2. Résoudre le systéme par la méthode du point fixe.
3. Résoudre le systéme par la méthode de Newton.

* On arréte les itérations, dans les deux méthodes, lorsque HE(Q:(”))H <1072
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Chapitre 3

Interpolation polynomiale

Considérons P, [X] lespace de tous les plynémes d’ordre inférieur ou égal a n(n € N*) et a
coefficients dans R ou C.

1 Introduction

1.1 Le Probléme d’interpolation polynomiale

Soit f une fonction connue seulement en (n + 1) points :

Mo (zo, f(x0)), Mi(71, f(11)), o) M (20, f(20)),

dont les abscisses (z;)!, sont deux & deux distincts.

Le probléme d’interpolation polynémiale consiste a trouver un polynéme P € P, [X] dont
le graphe passe par les (n + 1) points, c. a. d,

P cP,[X]/P(x;) = f(x;), Vi=0,1,....,n.

e Si on a que deux points (deux données) :My(xo, fo), M1(z1, f1), ou fo, f1 € R alors, le
polynéme P interpolant ces deux points est de degré < 1. Donc, on cherche une droite
P(xz) = ax + b, avec a,b € R.

e Sion a que trois points (ou tois données), le polynéme d’interpolation de ces trois points est
de degré < 2, c.a.d, de la forme P(z) = az? + bx + ¢, a,b,c € R, pour tout x € R.

e En général, si on a (n+ 1) points, alors le polynome P interpolant les (n 4 1) points est de
degré <n (P € P, [X]). Donc, ils existent Cy, C1, ..., C,, € R, tels que

P(x) =Cy+ Ciz + ...+ Cpa" Vo € R. (1.1)

Remarque 1.1 1. Pour déterminer le polynéme d’interpolation P (dans (1.1)), il faut et il
suffit de calculer ses coefficients C;(i = 0,1, ...,n).

2. On interpole (ou approximer par un polynéme) une fonction donnée f (par exemple :
sin, arctan, In, exp ..., etc), pour powvoir calculer la valeur approchée de cette fonction en un
point donné x € Dy, tel que x est différent de x; (i = 0,n). On aura besoin du tableau
ci-dessous pour calculer les Ci(i = 0,1, ...,n) et déterminer, ainsi l’interpolant de f.

Z; i) N Tn
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CHAPITRE 3. INTERPOLATION POLYNOMIALE

1.2 Existence et unicité de 'interpolant

Théoréme 1.2 "FExistence et unicité de l’interpolant”
Soit f une fonction connue en (n + 1) points (z;, f(x;))iy, tels que (x;)!_, sont deuzr & deux
distincts. Alors, il existe un et un seul P, € P, [X] tel que :

P.(z;) = f(z;), pour tout i =0,n.
(Ou bien P,(x;) =y, si la fonction f n’est pas connue).

Preuve : En général, on souhaite trouver un polynéme de degré < n qui interpole les noeuds
(75, yi)"y. Comme P, [X] est un espace vectoriel dont la base canonique s’écrit {1, X, X?, ..., X"},
alors

P.(X)= Zzoaka, ou agp, ai, ..., a, € R.

On a,
( Pu(zo) =wo (ag + a1 + azzd + ... + a, Tl = Yo
Po(z1) = ag + a1y + asx? + ... + a,x =y

=

 Pal(zn) =yn L ag + a1 T, + aax? + ... + a3 =y,

D’on,
([ P(x0) =0 1z o2 ... ap ag Yo
P,(x1) =0 1z 22 ... ¥ a; i

= =

{ Polzn) =y 1z, 22 ... a" a, Un

Ainsi, les coefficients (a;); du polynéme d’interpolation s’obtiennet, en résolvant le systéme
linéaire

Ba =y,
ou (B);; = x},Vi,j € {0,1,...n},a = (ag,a, ..., an)" et y = (Yo, Y1, ..., y)* € R*L.

La matrice B est appelée matrice de Vandermonde. Le déterminant de B se donne par :

d@t(B) = H0§i<j§n(xj — LZ'Z)
Comme z; # x;(Vi # j), alors det(B) # 0. Par conséquent, le systéme Ba = y admet une

et une seule solution donnée par a* = B~y ( a* € R*™). Ceci prouve existence et I'unicité
du polynéme de l'interpolation P,, ou P, (X) = X7_,a; X" VX € R. B
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CHAPITRE 3. INTERPOLATION POLYNOMIALE

2 Interpolation de Lagrange

2.1 Base et polynéme de Lagrange
Définition 2.1 "Base de Lagrange"

Pour tout x € R et i = 0,n, on définit les polynomes de base de Lagrange associés auzx points

d’abscisses (x;)1, et qu’on note par L;, comme suit :

Li(z) = II7_ 2=a)

Exemple 2.2 Déterminer les polynomes de base de Lagrange associés aux points xo =

3

1,1’2 = 5

Corrigé : Pour tout z € R, on a

172 )(z
Lole) = =) = 0D
_ (x —1)(z — %
ey
=2z —1)(z — =
L, (em)  (r—m)a
o) =t =) = A= D=
_@-Ye-Y
0D
= 4z - ) -
o, —w) (- m)a—m)
L) = ey ) = B D=

1 —
2, L1 =

Proposition 2.3 Les polynomes de base de Lagrange, associés auz points d’abscisses (x;),

vérifient les propriétés suivantes :
1. Pout tout i,j € {0,1,...,n},

0 si i#7
2. Pour touti € {0,1,...,n}, L; est un polynome de degré n.
3. L’ensemble B = {Ly, L1, ..., L,} est une base pour P, [X].

1 st 1=
Li(z;) = bij = { ;

Preuve : Exercice.
(*) 0;j : le coefficient de "Kronecker".
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CHAPITRE 3. INTERPOLATION POLYNOMIALE

Définition 2.4 "Polynéme d’interpolation de Lagrange”
On définit P, le polynome d’interpolation de Lagrange, aux points d’abscisses (x;)!,, par

P.(z) = Yo yiLli(z), v € R,
ou L; (i = 1,...,n) sont les polynomes de base de Lagrange, avec y; = f(x;), lorsque f est
définie explicitement.

2.2 Exemple et remarques importantes

Exemple 2.5 Soit f(x) =2+ 2z, v > —2.
Déterminer le polynoéme de Lagrange interpolant (ou passant par) f auz points d’abscisses :
ro=0,21 =1 et z9 = 2.

Corrigé : Comme on a trois points d’interpolation, le polynéme de Lagrange associé est d’ordre
"2". Soit Py ce polyndéme. Donc, pour tout x > —2, on a

Py(x) = yoLo(x) + y1L1(z) + yoLo(),

ol

yozf(xo)z\/i ylzf(ld):\/g; ’yzzf(iﬁz):Q?

o (mm) (@@ -2)
Lo(r) = g sz0 (zo —x)  (0—1)(0—2)
1

— 5= -2)

e w02
Li(z) = Mj—g a (zo—zx)  (1—0)(1—2)

= —l‘(SC - 2)7
2 (z—ap) (z—0)(z—1)
L2(.T) - Hk:O,k;éQ (:L' . xk) - (2 _ O)(Q . 1)
= %x(w - 1)
Par suite, il vient que
V2
= 7(3:— 1)(z —2) — V3ax(x —2) +z(x — 1)
1., 3
:(1—\/5—5):@ —1—(2\/_—%—1):10—1—\/5, Ve > -2 1

Remarque : Ici, on considére comme valeur "exacte" de V2 (ou de \/§) celle obtenue avec la
calculatrice, & 3 ou & 4 décimales (c.a.d, v2 = 1,414 ou /2 = 1,4142).
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CHAPITRE 3. INTERPOLATION POLYNOMIALE

Exercice :

1. En utilisant la méthode de Lagrange, déterminer P; le polyndéme d’interpolation aux points
(x;,y;); donnés par :

2, | 4]6]8]10
vi |1]3[8]20

2. Calculer la valeur de P5(4,5) et P3(9,25), a 3 décimales.

Remarque 2.6 1. Si l'une des valeurs y; est nulle, on a pas besoin de calculer le L; corres-
pondant a cette valeur (car le produit y;L;(x) sera nul, pour tout x € R).

2. Si on ajoute un autre point d’interpolation x,.1 aux points Ty, X1, ..., Ty, alors on doit dé-
terminer a nouveau Lo(x), L1(x), ..., L,(x) et on ajoute L, 1(x). "On dit que la méthode de
Lagrange s’adapte mal au changement de points”.

3 Interpolation de Newton

3.1 Les différences divisées : "Définitions et propriétés"

Définition 3.1 "Les différences divisées (D.D)"

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,b] de R contenant (n + 1) points distincts :
Lo, T1, ., Tn. On définit les différences divisées (D.D) d’ordre ’i’; i = 0,n de f, aux points
TQy L1y ey Ty, COMME SULL :

e o lordre 0" — f[x] = f(x;); i=0,n.

a Uordre '1" —  f|x;, z;] = Ja) =T, i, €{0,1,...,n} (avec i # j).

b Tj—T; ’
s 10 hHY ) ) _ f[xjvxl]_f[xhxj]. roa

e alordre 2" — flx;,xj, 1) = R gL E {0,1,...,n}
T ; 1 _ flzrxe,mi]—flro,x1,.5®i—1]

® dlordrei >3 — flxg,x1,....,74] = .

Ti—T0

flr1,a2, o zn]—fl20, 21, Tn_1]
Tn—T0 '

® dlordre n— flro,x1,..., 2, =
Proposition 3.2 "Quelques propriétés des différences divisées"”

1. \V/Zajvk € {0,1,,n},f[$,,mj] = f[..'['],l'z] et f [xiyxja'rk] = f[xkvmjyxz] .
2. En général,

/ [l‘i,IHh .--,l’z‘+k] =f [%(i)7$a(z‘+1)7 --~7$a(z‘+k)} )

ot o est une permutation de l’ensemble {i,i+ 1,....i + k}.

7 La valeur d’une différence divisée est indépendante de l'ordre des points (x;)P_,”.

Preuve : Exercice.
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CHAPITRE 3. INTERPOLATION POLYNOMIALE

Définition 3.3 "Base de Newton"

Les polynomes de base de Newton (notés N;), associés aux points d’abscisses (x;)1,, sont définis
pour tout x € R par

No(ZE) = ]_,
Nl(x) = (ZU - 550)7
o No(z) = (z — mo)(z — 1),

o Ni(z) = (z —x0)(x —21) X .. X (v —2;_1) =W} (x —ap), Vi>2.

Proposition 3.4 Les polynémes de base de Newton, associés auzx points d’abscisses (x;)P,
ont les propriétés suivantes :

1. Pout tout i € {0,1,...,n}, N; est un polynéome d’ordre ’i’.

2. ¥i > 1, N; admet xg, 21, ...,x;_1 comme racines simples.

3. La partie B* = {Ny, N1, ..., N, } est une base de P, [X].

Preuve : Exercice.

3.2 Interpolation de Newton en fonction des différences divisées

Définition 3.5 "Le polynéme d’interpolation de Newton"
On appelle "interpolant de Newton" d’une fonction f aux points d’abssices (z;)_,, le polynome
P, donné par :

Pn(l‘) - Z?:O dTNZ(x)ﬂ

oux € R d; = f[xg,x1, ..., 2] (Cest la différence divisée d’ordre ’i’, appelée aussi la i"™¢ com-
posante de P, dans la base B*), Ny = 1 et N;(z) = I} (z — x%),i = 1, n.
Donc, on a aussi

P.(z) = f(zo) + > iy f (w0, @1, -.p @] T (2 — ).
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CHAPITRE 3. INTERPOLATION POLYNOMIALE

Tableau permettant le calculer des différences divisées d’ordre :’.
Pour faciliter le calcul des (D.D) d’ordre i,” on utilise le tableau suivant :

Z; Y, = f([L‘l) f[l‘i,xi+1] f[Ii,...,.Z‘i+2] f[l’(),l‘l,...,flfn
zo | do = f(w0)
dy = f [0, 71]
T f(z1) dg = f [%0, 71, 7o)
f[ﬂfl,ifQ]
To f(z2) [ 1, 2, 23] d,
f[l‘27$3]
T3 [ [z3] [ 2, 23, 24]
f[$3,$4]

Exemple 3.6 Considérons la méme fonction de l’exercice 1, c.a.d, f(z) =2+ z,x > —2.
Déterminer le polynome interpolant f aux points d’abssices 0,1,2, en utilisant la méthode de
Newton.

Corrigé : Notons par P le polynéme d’interpolation de Newton associé a f, aux points donnés.
Alors pour tout x > —2, on a

P(x) =) _ diNi(x),
= dgNo(x) + di Ny(x) + daNo(z),
ou No(z) =1, Ni(z)=(z—29)=(x—0)=zet Ny(x)=(x—x0)(x — 1) = 2(x — 1).

Pour calculer les d; on utilise le tableau suivant :

Z; Yi = f(mz) f[ﬂﬁul’iﬂ] f[xo,ﬂﬂl,@]
2o =10 f(i'fo):\/ﬁ:do
f[$07x1]:\/__\/§:d1
r1=1 f(z1) =3 f[$0,$1,x2}=1—\/§—%:d2
floi,a] =2-+3
Ty = 2 flxg) =2

Sachant que

flay, @] = f o, 1] (2—3) = (V3—V2)

To — X 2
1

=1-V3

dy =

>

Ainsi, le polynéme d’interpolation de Newton est :

p<x>:¢§+(f—ﬁ)x+(1—¢§—i2)x<x_1)

=(1-V3
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CHAPITRE 3. INTERPOLATION POLYNOMIALE

Remarque 3.7 1. Le polynome d’interpolation obtenu par la Méthode de Newton ou de La-
grange est le méme polynome (C’est unique d’aprés le Théoreme 1.2).

2. Si on rajoute un point d’interpolation supplémentaire "x, 1", le polynéme de Newton, in-

terpolant f aux points (a:i)?jgl se donne, pour tout x € R, par :

Poii(z) = Py(z) + f[®0, @1y ooy Ty 1| TP (. — k),

ici P, c’est le polynome de Newton interpolant f aux points (z;)},.

Exemple 3.8 1. En utilisant la méthode de Newton, déterminer P le polynome d’interpola-
tion d’une fonction f, passant par les points (—4,1245),(—1,33),(0,5),(2,9).

2. En déduire Py le polynome d’interpolation passant par les points (—4,1245), (—1,33), (0,5), (2,9)
et (5,1335).
Corrigé :

1. Le polynome d’interpolation de Newton passant par les 4 premiers noeuds se donne, pour
tout x € R, par

Py(x) = Z d;N;(x),

= f(wo) + f [wo, 21] (v — w0) + [ [20, 71, T2] (v — 7o) (2 — 71)

+ f[xo, 1, 22, 23] (x — xo)(z — z1)(x — X2).

Pour calculer les différences divisées (D.D), on forme le tableau suivant :

Z; Y = f(xz) f[l‘z‘, $¢+1] f[xz', Lit+1, $i+2] f [l‘i, ---,«'Ez‘+3} f [$07 ---7954]
ro=—4 f(gco) =1245
33-1245 _ _404

n= 1| fa)=3 | I _ g4
— S 5—33 bl 10—94

m — —28 214 - —14 ;

E=o 13

r3=2 | f(z3)=9 EE =88

1335—=0 __

5y =442
xy =5 | f(xs) =1335

Donc, on obtient
Ps(x) =1245 —404(z +4) + 94(z + 4)(x + 1) — 14(z + 4)(x + 1)(z — 0).
2. D’apres la remarque 3.7, on déduit que le polynéme interpolant les 5 noeuds est :

Py(z) = P3(x) + f [0, 1, T2, T3, 4] (T — z0)(x — 21)(x — 22) (2 — x3)
= P3(z) +3(z+4)(z + 1)(z — 0)(x — 2).

Aprés développement, on obtient

Py(z) = 32" — 52° + 62> — 142+ 5, Vo € R. B
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CHAPITRE 3. INTERPOLATION POLYNOMIALE

Remarque 3.9 1. Pour vérifier si le polynome obtenu est correcte ou non, on teste si Py(x;) =
f(x;),¥i=0,4 ou non.

2. La dernicre ligne dans le tableau précédent concerne la 2'™¢ question de exercire (le calcul

de d4)

3.3 Cas particulier : "Des podles équidistants"

Considérons (n + 1) points équidistants (z;,y;),, avec xg € R,xy = xo + h, 20 = xo +
2h, ...z, = xg+ nh ot h > 0 : est le pas du déplacement. On définit aussi les n points
équidistants par la relation de récurence : z; = z;_; + h,h >0, i = 1,n.

Définition 3.10 " Les différences finies progréssives (D.F.P)"
Soient (n+1) points équidistants (z;, y;)—o. On définit les différences finies progressives (D.F.P)
d’ordre k (k = 0,n) par les expréssions suivantes :

e o lordre 0’ : A%; = f(z;) =y, i=0,n.

o o lordre '1" : AYy; =y — i, i =0,n— 1.

e alordre 27 : A%y; = Aly;y — Ay, i =0,n— 2.

o dlordre k> 1 : AFy; = AF 1y, — AF 1y, i =0,n—k.
e alordre n : AMyy = A"y — A"y,

Relation entre les différences finies progressives et les différences divisées

Théoréme 3.11 Soit f une fonction dont on connait ses valeurs auz points équidistants (x;)!.
Alors, on a

Aky;
KIRF
ou h est le pas de déplacement et y; = f(x;),Vi € {0,...,n}.

= f [l’i,l'i_H, ...,J)i+k],k5 = 1,7’1,, Z = O,?’L — ]{,

Preuve : Utilisons le raisonnement par récurrence sur k ( pour tout i = 0,n — k).
1) La relation est vraie pour k = 0. En effet, on a

Aoyi JRp—
010 ,Vi=0,n.

f[ffz] =Y =

2) Supposons que la relation est vraie jusqu’a 'ordre k et montrons qu’elle est vraie pour k+ 1.
Pour tout ¢ = 0,n — k, on a

f [xi, Titts ooes xi+k+1] _ f [ i+1y Li41, ’ z+k+1] f [ iy Li41, ; z+k] .
Titk4+1 — T4
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Or, par hypothése on a

Akyi
Fls, Tigas oo Tir] = TIhE
et AF
Yivr1
floirns Tirs s Bigpen] = AT

D’autre par
Titkt1 — T = (Tiprt1 — Tik) + (Tivk — Tivh—1) + (Tivh—1 — Tipp—2) + .. + (¥ —2i21) = (K +1)h.
Ainsi
¥ [ ] Ak%ﬂ - Akyz‘ Ak+1yi n
Ly Lia1y eeey Lj = = .
i T RIRk (K + 1)h (k+ 1)IRE

4 FErreur d’interpolation

4.1 Erreur commise (effective)

Définition 4.1 Soit P, le polynéme interpolant une fonction f aux noeuz (x;, f(x;))i,. On dé-
finit Uerreur commise (ou effective), en approximant f par P,, en un point x € [min z;, max x;]
par :

Remarque 4.2 1. [l est bien clair que si x = z; (o i =0,n), alors E.(x) = 0.

2. Comme f n’est pas toujours connue, on introduit la notion de la borne supérireure de [’erreur
commise, qu’on note € et on écrit

Par suite, on aura
ou encore : f(x) ~ P,(z) L e.

4.2 Erreur théorique

Théoréme 4.3 Soit P, l'interpolant d’une fonction f aux points d’abssices (z;),, tels que :
a=x9g<x1 <Ty<..<x,=">0(abeER).

Si f € C"([a,b]), alors
1. Vx € [a,b] ,30 = 0(z) € [a,b] tel que

(n+1) n
f(z)-Pp(x) = JC(TS?) x P o(x — ;). (%)
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CHAPITRE 3. INTERPOLATION POLYNOMIALE

2. En posant M = sup,<,<;, | f"™ (2)|, il vient que

@) = Pufa)| < sy > M = )
= (n]—\fl)' x(b-a)

Preuve :
1. Soit x € [a,b].
Cas 1. S'il existe j € {0, 1,...,n} tel que = = x;, alors

£ (0

elag) = Jog) = Pulay) = 0et oy

X H?:O(xj — fL‘Z) = 0.
D’ou le résultat.
Cas 2. Si x # z;, pour tout j € {0,1,...,n}. Dans ce cas, on considére la fonction suivante :

) Vit [a, 0]

Il est clair que g € C"™([a,b]), g(z;) = 0 pour tout i € {0,1,...,n} et que g(x) = 0. Donc,
g admet (n + 2) racines distinctes dans [a,b]. D’aprés le théoréme de Rolle, la fonction
¢’ admet (n 4 1) racines distinctes dans [a, b] . En appliquant le théoréme de Rolle sur ¢/,
on déduit que g” admet n racines distinctes dans [a, b] . Ainsi, on poura vérifier que g+
posséde "une" racine dans [a, b], qu'on note par 6. On a

t—ﬂfi

Mﬂzﬂw—&w—d@ﬂh(

r — I;

J00) =00 £ — e Ly () (110

r — T
o F ()
6(.77) = m X Hi:O(m — :IZ'Z)
2. Posant M = sup,<,<;, ‘f(”+1)(x)| . D’apres (1), 30 € [a, b] tel que
f(n+1)<0) .
|f(z) = Pu()] = w x g (2 — )|
I (z — )]
< (n+1) 0 | =0
< s O =00
M
< —a)". 1
~ (n+1)! x(b—a)

Exemple 4.4 Avec quelle précision peut-on calculer /115 a l'aide de la formule de Lagrange
pour interpoler la fonction f(x) =/t auz points : xg = 100,21 = 121,29 = 144.

Corrigé :
Soit P, le polynome de Lagrange passant par f en (z;)?_,. Alors, pour tout z € [100, 144], on a

(@) = Po()] € o I g(x — )|, ot M= sup |f®(x)].

3! zo<z<w2
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CHAPITRE 3. INTERPOLATION POLYNOMIALE

Pour x = 115, il vient que
TI7_ (115 — ;)| = [(115 — 100)(115 — 121)(115 — 144)| = 2610.
D’autre part, les dérivées de f : x — y/x, jusqu’a l'ordre '3’ sont :

1 " I s
- 2\/57]0 (ZL') __Zx 2
Comme la fonction f® est décroissante sur [100, 144], alors M = | f®)(100)| = 2107°.
Donc,

o 190 =Bt v o

3 _
|f(z) — Py(z)] < mm %2610 =0,16 x 107*.

C’est la précision voulue, ou encore l'estimation de l’erreur théorique au point z = 115. B
Relation entre les différences divisées et les dérivées d’ordre "n"

Lemme 4.5 Soit f € C"([a,b]) et (z;)!y C [a,b] tels que (z;); sont deuzx & deux distincts.
Alors, 30 € [ming<;<p, T;, maxo<i<y ;] vérifiant

(n)
f [.To, 81 ¢ ooog ,T}n] = fn—,(e)

Idée de la preuve : 1l suffit d’appliquer le théoréme de Rolle n fois sur la fonction

d:xz—d(zx)=(f—P)(z),

ot P, est le polynéme de Newton interpolant f, aux point z;,i = 0, n.

Remarque 4.6 1. L’erreur d’inerpolation (effective ou théorique) se donne par les mémes
relations, quelque soit la méthode utilisée (de Lagrange, de Newton ou autres méthodes).

2. D’apres la relation (%), donnée au Théoréme 4.3, rien n'assure que lerreur d’interpolation
tend vers 0’ lorsque n tend vers oo.

3. Cependant, ’erreur d’interpolation dépond de deux termes :

(a) | M = sup,<,z; | fH)(2))]

(b) maXg<z<b H?:() |l' - ZEZ| .

Pour le terme (a), on ne peut pas le minimiser tant que f est fizée dés le début. Par contre,
le terme (b), qui dépond de l’'emplacement du point x avec les points d’interpolations (x;);,
on peut le changer de sorte que l'erreur d’interpolation soit minimale (ou optimale). Cela
est exactement l'objectif du paragraphe suivant.

5 Interpolation optimale "au points de Tchebychev"

5.1 Interpolation de Tchebychev dans l’intervalle [-1,1]

Définition 5.1 " Polynéme de Tchebychev "
Soit n € N. On définit le polynome de Tchebychev d’ordre n, qu’on note T,,, comme suit,
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T.: [-1,1] — [-1,1]
s —  T,(x) = cos(narccos(z)).

* Si on pose z = cosf, ou 0 € [0,27], on aura pour tout n € N

T, (x) = T, (cos0) = cos(nh).
* En développant la fonction cos(nf), on obtient, aussi, pour tout n € N et z € [—1,1],

To(z) = 2" 2™ + ap_ 12" + ap_ox™ 2 + ... + a17 + ao.

Proposition 5.2 Les polynomes de Tchebychev (T),), ont les propriétés suivantes :
1. VYn € N*)Vx € [-1,1],
Toi1(z) = 22T, () — Thmi ().

2. Les racines de chaque polynome T, (ou les points de Tcheby ) sont :

T; =cos () i =0,n—1.

Par suite, Vx € [-1,1], on a
To(x) = 2" Mo — 20)( — 1) X oo X (7 — Tpyy).

3. Les extrémums de chaque polynome T, notés par (z;) sont :

1=0,n

zi =cos (Z),i=0,n,

avec T, (z;) = £1.
Preuve : Exercice. Indication pour 1 : Utiliser la relation :

cos((n + 1)8) + cos((n — 1)f) = 2cosf. cos nd

Théoréme 5.3 Pour tout n € N*, les points (2;),—g—1; racines de T,, sont les meilleurs points
d’interpolation polynomiale, dans lintervalle [—1,1]. Autrement dit,

max |r—Z;| < max |z — x;,
—1<z<1 —1<z<1

ot (2;),—g7—1 sont des points d’interpolation quelconques de [—1,1].

5.2 Interpolation de Tcheby dans un intervalle quelconque de R

Remarque 5.4 1. Les n points d’interpolation de Tchebychev, dans un intervalle quelconque
[a,b] de R, sont donnés par la relation suivante :

A

b b— 2i+1 T
xi:%—i—T‘ICOS(%.ﬂ),@:O,n—l.

2. Soit E(x) Uerreur théorique en interpolant une fonction f en un point x, auz "n" points de
Tchebychev. Alors, on a :

[Bi@)| = 1 (@) — Pul@)] < prrer,

ou M = sup; <<z, ‘f(nﬂ)(x” '
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6 Exercices

"Sur la méthode de Cramer"

Exercice 1. Donnons la forme de Ia matrice A dans les cas sulvants :

1. a;; =0,Vi,j =1,n,i # j < A est diagonale.

2. a;; =0,Yi,j =1,n,i < j < A est triangulaire inférieure.

3. a;; =0,Yi,j =1,n,i > j & A est triangulaire supérieure.

ai; a9 0 0 0 0 0
a11 Q929 Q923 0 0 0
0 as; a3z ass 0 0 0

4. A= 0 0 . 0
0 0 0 agr-1) Gk Gkt 0
0 O . . . . 0
000 0 0 0 0  duwy

0

(A est dite tri-diagonale).

o O OO

0

ann

Exercice 2. Résoudre les 3 systémes linéaires par la "Méthode de Cramer" :

1.
x 21
Al y | =bou A=1| 6 3
z 0 4
Ce systéme admet une solution unique puisque det(A

de Cramer, sa solution (z,y, 2)" se donne par :

1 15 2 15

0 3 2 6 0 2

1 4 1 9 0 1 1

Tr = :——’y:
det(A) 52 det(A)
2.

1 1 -2 4
To | 4 11 -1 1
A s =bou A= 1 92 4
T4 1 4 16

On a det(A) = 720 # 0, alors ce systéme admet une solution unique.

étapes que dans 1, on obtient :

d
2

1
b= 0
1

= 104 # 0. En appliquant la méthode

2 1 1
6 3 0
5 Jo4 1| 3
26" " det(A) 13
-8 14
-1 i
_ 4
g |07 =8
64 —29

En suivant les mémes

—14 -2 4 =8 1 —-14 4 =8
114 -1 1 -1 1 —11/4 1 -1
—8 2 4 8 1 -8 4 8
—29 4 16 64 1 —-29 16 64
T, = =0 =1,29 = =0 =1/2,23 =—-3,24 = 1/4.

Donc, la solution du 2éme systéme linéaire est (1, xo, 23, 24) = (1,1/2,—-3,1/4).

3. La résolution d’un systéme linéaire de 4 équations de type "Ps(x;) = y;,7 = 1,3 ; Py(x) =

3 in
Zi:o a; X
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"Interpolation Polynomiale"

Dans tout ce qui suit P, [X] désigne 'espace des Polyndémes de degré inférieur ou égal a n.
Exercice 1

(1) Déterminer P € P5[X] le polynéme d’interpolation de Lagrange satisfaisant au tableau
ci-dessous.

(2) Donner une valeur approchée de f(4.2) par cette interpolation.

z | 012135
flz)y|-1]2|9]87

Exercice 2 Soit f(z) =Inz, z € RY.

(1) Par la méthode de Lagrange, estimer la valeur de In(0.60) avec :

x 0.40 0.50 0.70 0.80
f(z) | -0.916291 | -0.699314 | -0.356675 | -0.223144

(2) Calculer E,(0.60) lerreur effectivement commise en approximant f par le polyndome de
Lagrange au point x = 0.60. ( On considére comme valeur "exacte" celle obtenue grace a
votre calculatrice).

(3) Estimer E;(0.60) : I'erreur théorique au point x = 0.60. Commenter.

Exercice 3

(a) Reéecrire la formule d’interpolation de Lagrange dans le cas ou les points d’apui (z;)o<i<n
sont équidistants.

(b) Utiliser le méme tableau qu’a 'exercice précédent ; complété par
I'"exacte" valeur de In(0.6), pour estimer la valeur de In(0.54).
Exercice 4 Soit n € N*, z € R.

(1) Calculer I'erreur théorique en interpolant la fonction g :  —— 2", aux points z; = +; i =
0,1,...,n. Expliquer le résultat.

(2) Donner une expression simple de f(x);
f(z) = Li(x) + 28 Ly(x) + ... + n"L,(2),

oul < k<net Ly Lq,..., L, sont les polyndmes de base de Lagrange associés aux points
ri=1 1=0,1,...,n.

Exercice 5

Soit la fonction f (z) = e~ 16 définie sur I'intervalle [1,4] par la table :

i 1 2 3 1
F(z;) | 0.905 [ 0.819 | 0.741 || 0.670
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(1) Calculer l'interpolant de f par la méthode de Newton.
(2) Estimer la valeur d’erreur au point = = 1,5 si | f*(x) |[< 1072 .
Exercice 6

(1) Completer la table de différences divisées suivante :

T f(xz) f[$z‘,$z‘+1] f[%,---,xiw] f[xz', -.-7$i+3]
1,9 | 0,94630
-0,127975
1,51 0,99749 ?
-0,314725 ?
2,3 | 0,74571 ?
-0,795824
2,71 0,42738

(2) Calculer une approximation de f(1,8), en utilisant le polynéme de Newton passant par les
3 premiers points.

(3) Donner une estimation de l'erreur de U'interpolation en z = 1, 8.
(4) Sachant que f(x) = sinz, estimer l'erreur théorique en x = 1, 8.

(5) Quel polynéme est le plus précis, celui trouvé en 2, ou le polynéme de Lagrange passant par
fenx=1,51,9 et 2,37 Justifier.

Exercice 7 Considérons les polyndémes de Tchebychev définis par :

T.(x) = cos(n.arccosz); = € [—1,1] et n>0.
1) Vérifier que : Ty(z) =1, Ti(z) ==z,
et que Vn > 1,141 (z) = 22T, (z) — -1 () .
Exercice 8
On considére la fonction f(z) = 7= définie sur [—1,1].
a) Déterminer I'interpolant de f aux points optimalaux ( n = 3).

b) Au point x = 2/3, comparer les erreurs obtenues par U'interpolation de f aux points équi-
distants et celle aux points de Tchebychev.
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Chapitre 4

Approximation au sens des moindres
carrés

Dans ce chapitre, on désigne par "IM.A.S.M.C" : la meilleure approximation au sens des
moidres carrées.

Introduction
Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,b] de R, explicitement ou connue seulement en
un nombre fini de points (;);_g7, de [a,b].

Le probléme d’approximation de f au sens des moidres carrés (A.S.M.C) consiste a
déterminer une fonction ¢* d’écriture simple ( un polynéme , une exponentielle,...,etc) de telle
sorte que " la distance entre f est ¢*soit minimale ".

1 Notions préliminaires

Définition 1.1 Soit E un espace vectoriel sur un corps K (ou K =R ou C).

L’application < .,. >: E X E — R est dite produit scalaire sur E, si et seulement si elle
verifi ce qui suit :

I.<z,x>>0VreFet(<z,c>=0&2=0).

2. <zx,y >=<y,xr >, Ver,y € E.

3. <x,ay+pPzr>=a<z,y>+p<x,z> Vr,y,z€ EVa, ek

Remarque 1.2 Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé "un espace préhal-
bertien”.

Exemples :

1. (R™, < .,.>) est un espace préhilbertien avec le produit scalaire : < z,y >= """ x;y;.
2. (Cla,b],< .,.>) (ou C([a,b]) est I'espace vectoriel des fonctions continues sur l'intervalle

réel [a, b]) est un espace préhilbertien avec le produit scalaire : < f, g >= ff f(@)g(x).w(z)de,
ou w est une fonction appellée " fonction poids".
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Définition 1.3 Soit E un espace vectoriel sur K (ot K =R ou C). Une application N : E —»
R est appelée norme si, et seulement si les troix propiétés suivantes sont vérifiées :

1. N(z) =02 =0,V € E.
2. N(Az) = |M\ N(z), Ve € E, YA € K.
3. N(x +y) < N(z)+ N(y), Yo,y € E.

Vocabulaire et remarques :
Une norme se note par N(.) ou ||.|| .

Si |||l est une norme sur l'espace vectoriel E, alors le couple (E,||.||) est appelé¢ un espace
vectoriel normé.

" La norme la plus connue " :

Un produit scalaire < .,. > sur ' X E permet de définir une norme sur F par la relation :

Ve e E,|z|| = /< z,x >,

ce qui est équivalent aussi a :

Ve e B, ||z||* =< z,2 > .

Définition 1.4 " Vecteurs Orthogonaux "
Soit (E,< .,.>) est un espace préhilbertien. On dit que x,y de E sont " orthogonaux" par
rapport au produit scalaire < .,. > ssi (si et seulement si) : < x,y >= 0 et on note v L y.

Définition 1.5 Dans un espace préhilbertien (E,< .,. >), un systéme (ou ensemble) de vec-

teurs {Vi,Va,...,Vi,} de E est dit orthogonal, par rapport au produit scalaire < .,. >, ssi
Vi,7=0,m, on a
0 si i
<V, Vi >= o
’ { IVilI* si i =3,

en plus, si on a H%H2 = 1,Yi,7 = 0,m alors, on dit que le systeme {Vi, Vs, .., V,,} est "
orthonormal ".

Exemple 1.6 1. La base canonique (e;);—t7) de R™ (e1 = (1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0), e3 =
(0,0,1,...,0),...) munie du produit scalaire euclidien ( c.a.d : < x,y >= >  x;y;) est
une base orthonormée de l’espace R™, car Vi,j = 0,n, on a
< ene; >:{ O st 07
1 s1 1=

2. Les polynomes (T,,)n>0 de Tchebychev (étudiés au chapitre 1) forment un systéme orto-

gonal sur [a,b], par rapport a la fonction poid w(x) = \/11_7 et au produit scalaire défini
par : ¥Ym,n € N,

1
1
<Tn,T,>= To(x)l(z). —=dz
/1 (@) T (@) ——

st nF#Em
si n=m=20
sinon (c.a.d:n=m et m#0.)

Il
vy 3 O
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2 Meilleure approximation dans un espace normé

2.1 Formulation du probléme

Définition 2.1 Soit f € E (ou (E,||.|) : un espace vectoriel normé) et soit G un sous-espace
vectoriel de E. On dit que ©* de G est une meuilleure approzimation de f dans G, ssi

If ="l = mingeg [|f = [ ---.ooo. (P)

Remarque 2.2 1. St f € G, alors p* = f.

2. Le probléme (P) est équivalent au probléme suivant :
* * 2 7 2
e € G tel que | f — ¢*||" = mingee || f — ¢l
ce qui est équivalent a
o e G tel que : < f— ", f—@" >=mingeg < f—p, f —¢p >

2.2 Existence et unicité de la meilleure approximation

Théoréme 2.3 Soient E un espace vectoriel normé et G un sous-espace vectoriel de E. Si

dim G < +o00, alors tout élément f € E admet au moins une approximation dans G, au sens
de la Définition 2.1.

Théoréme 2.4 "Propriété caractéristique de la M.A.S.M.C"

Supposons que les hypothéses du théoréme précédent sont satisfaites. On dit que p* (p* € Q)
est une meilleure approzimation (au sens des moindres carrés) d’un élément f (f € E) dans
G, si et seulement si :

| < f—¢",0>=0, VoG]
c.a.d. que le vecteur f — @* est orthogonal 4 chaque vecteur ¢ de G (donc orthogonal & G).

Remarque 2.5 On peut voir le probléme de la M.A.S.M.C comme un probleme de projection
orthogonale d’un élément f € E, sur le sous-espace vectoriel (s.e.v) G. Dans ce cas, f — ¢*
est un vecteur orthogonal a G.

Théoréme 2.6 "Unicité de la M.A.S.M.C"
Sila M.A.S.M.C d’un vecteur f de E dans un s.e.v G de E existe, alors elle est unique.

2.3 Construction de la M.A.S.M.C

Soient E un espace vectoriel normé et G un sous-espace vectoriel de E avec dim G < +o0.
Soit B = {p1, ¢2, ..., om} une base de G (c.a.d. B C G} B libre et génératrice). Considérons ¢*
la MLA.S.M.C de f (f € E) dans G. Puisque ¢* € G et B est une partie génératrice de G, alors

Jay, as, ..., a, € R, tels que p* = Zaigoi.
i=1

Du Théoréme 2.4, on a < f — ¢*, ¢ >= 0, Vo € G. En substituant la valeur de ¢*, cela
donne : < f—37" a;p;, @; >=0, Vj =1,m (car (©;);_1;; est une base de G). Il résulte que
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< fopj>— < [0 a; < @i, p; >=0,Yj =1, m. Ainsi, on obtient
< fipj >= Zai < @i, p; >,¥j=1,m.
i=1

Cette derniére relation donne le systéme (de "m” équations linéaires) suivant :

(S a < i1 > =< f, 01>
Zzlai<%‘,¢2>=< fop2 >

L > @ < @i om > =< frpm >

<p,01> <p,pp1> <P3,p1> 0 < Op,P1 > aj < f,p1 >

<P, 02> < P2, > < P3,02 > . < Oy, P2 > as < f,p2 >
(S) <= | ' =

<QOLOm > <P2,0m > <P3,0m > o < Oy P > A, < f,om >

Donc, pour calculer les a;,7 = 1,2, ...,m (les composantes de notre approximation ¢*, dans
la base B), il faut et il suffit de résoudre le systéme linéaire (S) qui est de la forme M x a = b,
ol
(M);; =< @i, >,Vi,j €{1,2,...,m},a = (a1,a2,...,a,)" et by =< f,@; > Vi=1m.
Comme les ¢; # 0,Vi = 1,2,...,m, on peut vérifier facilement que le det M = 0. Ainsi, le
systéeme (S) admet une et une seule solution a* = M~! x b. L’approximation qu’on cherche a

calculer est alors,
m
* *
Y = E a; Pi.
i=1

Remarque 2.7 Si la famille (ou la partie) B = {@1, 2, ..., om} est orthogonale, alors le sys-
teme (S) s’écri comme suit :

||901H2 0 ) 0 .. 0 ay < fyp1 >
0 HQDQH 0 .. 0 s < f,p9 >
0 0 0 .. [eml m, < from >

ce qui donne : a; = j—i““% Vi =1, m. Par suite, on aura
1 b

" =2 (—<f’“"">) X i (M%)

2
llspll

Remarque 2.8 Si la base B = {1, 2, ..., om} n'est pas orthogonale, alors la matrice M du
systeme (S) devient pleine ( pas beaucoup de zéros), donc elle sera difficile a inverser!. Ainsi,
la résolution du systéme (S) devient trés difficile !
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L’orthogonalité de Gram-Schmidt

Si la famille B = {¢1, 2, ..., pm } d’'un espace préhilbertien (F, < .,. >) n’est pas orthogonale,
on peut construire une autre famille {e, ey, ...,e,,} C E, & partir de {1, @9, ..., om} tel que
{e1, ea, ..., em} soit orthogonale par rapport au méme produit scalaire < .,. >, comme suit :

€1 = Y1
Vi=2,...m

i—1 [ <p;,e;>
(== D0 () x e

Exemple 2.9 Soit E = C ([0, 1]) l’espace muni du produit scalaire :

<fg>= /f r)dz,Nf,ge E

et soit B = {1,z} la base canonique de Py [X]. Construire a partir de B une autre base "or-
thogonale” par rapport a ce produit scalaire ¢

Corrigé :

On peut vérifier par un simple calcul que B n’est pas orthogonale par rapport au produit
scalaire donné. D’aprés 1'orthogonalité de Gram Schmidt, on peut construire B’ = {e;, es} une
autre base de P; [X]; tel que B’ soit orthogonale. En effet, on a

{ ep=1(ou1l:2— 1(z)=1,Vr € R)

<z,1> 1
62 — 5 — P~
(111 2

Dong, la partie {1,z — %} est bien orthogonale, tant que

1

1

<61,62>:/ 1><(x—§)dx:—[x2—x]é:0.l
0

3 Meilleure approximation d’une fonction au sens des moindres
carreés

a) Le cas continu :
Soit E = C ([a,b]) et soit le produit scalaire défini par :

Vf,ge E,< f,g >= /f(ar)g(x)w(w)dw

ol : w est une fonction strictement positive sur [a, b] et intégrable sur |a, b, appelée fonction
"poinds". On définit sur FE la norme suivante :

1A =v<TT> = (J @) w@)dz) ... (%)

Remarque 3.1 Si la fonction poids n'est pas donnée, alors on prend w(x) = 1,Vz € [a,b]

Définition 3.2 Soient f € E = C ([a,b]) et G un sous espace vectoriel de dimension finie de
E. On dit que * € G est une meilleure approximation au sens des moidres carrés (M.A.S.M.C)
"le cas continu” de la fonction f, dans G ssi :

|2 _ 2
If = "II" = min [f — Il

ou ||.| est la norme définie par (x).
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3.1 Approximation polynomiale au sens des M.C "le cas continu"

Soit f € E = C([a,b]) et considérons G = P, [X]. Ici, on cherche a approximer, au sens
des moidres carrés, la fonction f par P* de G. Or l'espace G = P, [X] est engendé par la
partic A = {1,z,2% 2%...,2™} (Puisque A est une base de G, donc elle est génératrice). Par
conséquent,

m
Jag, a1, ag, ..., a,m € R, tels que P*(x) = Zaixi, Vo € [a,b].
i=0
D’aprés le Théoréme 2.4 (propriété d’orthogonalité), on a < f — P*,P >= 0, VP € G. En
substituant la valeur de P*, en tout = € [a,b], on auwra < f — > " a;z', 2! >=0, Vj =0,m
(car (27);_g5, est une base de G). Ainsi, on obtient < f,27 >=Y"" a; < 2',27 >,Vj = 0,m.
Ce qui donne le systéme linéaire, de m + 1 équations, suivant :

Z?;Oai<:cf,1> =< f,1>
Yompa <zt >=<f,xr>

Sorpa; < ztia™ > =< fz™ >

\
Par définition du produit scalaire, on a : < z', 27 >= fab vriw(z)dr = fab T w(x)dr et
< f,a) >= fab 2 f(z)w(x)dz,Vi,j = 0,1, ...,m. Par conséquent

Yo ai fa: x%w(m)dw = ff fb(m)w(x)dx
Sooa; [ o w(z)de = [ xf(r)w(z)ds

(

| S [P e (@) = e f(eue)de

*Si on prend w = 1, sur [a, b], alors on trouve

fab l.dz ff xdx f: 2dx .. f; z™dx ao ff f(z)dz
fab xdx ff 22dx ff 23dx .. ff ™ dr a f; zf(x)dx
(S) = | - =
Yamdr [Pamtldr [Pamtde L [P a?mde am b f(x)dx
Ja Ja o a o 2" f()

Ona (S§) <= M x a=b, avec (M);; =< 2',27 >,Vi,j € {0,1,...,m} ,a = (ag, a, ..., ay)" et
(b); =< f, 2" >,¥i=0,m.

Comme la matrice M est symétrique, alors elle est semblable & une matrice diagonale dont
les coefficients < z%,2" ># 0,¥i = 0,1,...,m (car les 2* # 0). Donc, M est inversible et par
suite le systéme (S) admet une solution unique donnée par a* = M~ x (b). L’approximation
polynomiale de f est alors définie par

P*(z) = Zaf:v,-, pour tout = € [a,b] .
0=1
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Remarque 3.3 1. Le calcul des composantes de la matrice M et du vecteur b nécessite la
pluspart du temps des intégrations numeériques.

2. La base A = {1,x,2 x>..., 2™} dite la base canonique de l’espace P, [X] conduit ¢ une
matrice (M) pleine (du systeme M x a = b), donc elle sera difficile & inverser!. Ainsi, il
est préférable de considérer une autre base pour P, [X], de sorte qu’elle soit orthogonale
par rapport au produit scalaire considéré.

Exemple 3.4 Soit la fonction f(x) = x3, définie sur [0,1]. Déterminer P; € Py [X]; Uap-
prozimation de f au sens des moindres carrées.

Corrigé :

[ est définie continuement sur [0, 1] (et non pas dans un nombre fini de points), donc on est
dans le cas continu. Comme Py € Py [X], alors Jag, a1 € R, P} (z) = ag + ayz,Vz € [0,1]. (ici
la base de G = Py [X] est {1,z}). Donc, ag, a; sont solutions du systéme linéaire suivant :

< Pll>=<f1>
<P X>=<fX>

[} (ao + arz)dz = [ f(x)dx
- { Jo #lao+ az)de = [§ xf(x)de

= ) ()= ()
=1 w)w)-0)
=(a)=(om0 )

Ainsi, 'approximtion de f au sens des moidres carrées (le cas "continu"), dans ’espace P; [X]

est: Pf(z) = 3z — .M

(<f-P X >:O,j:m)<:>{

N[= =

Remarque 3.5 1. La fonction f a approzimer est en général une fonction quelconque (pas
nécessairement un polynome), mais pour simplifier les calculs, on a pris f € P3 [X]| dans
l’exemple précédent.

2. La base {1,z} de Py [X] n'est pas orthogonale, donc la matrice du systéeme précédent
n’était pas diagonale. Par la méthode d’orthogonalité de Gram Schmidt, on peut obtenir
{1,z — 3} comme base orthogonale de Py [X] (voir Uezercice 1). Ainsi, le calcul de Py
peut se faire aussi comme suit :

On pose Py (x) = by + by (z — 3),Vz € [0,1]. D’apés la relation (**) (page 19), on trouve

bo = SoriF = 1 et b = Fefie = 5. Ainsi
1 1 9 1 9 1
Pi(x)=by+bi(r—5)=~+(r—5)=—r—,V 0,1].
1(1’) o + 1(§E 2) 4—|—5(1’ 2) 101’ 5’ CCE[, ]
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b) Le cas discret :

Définition 3.6 Soit f une fonction dont on connait ses valeurs f(x;),_g5. On dit que ¢* est
une approrimation au sens des moindres carrés " le cas discret " de la fonction f dans un
espace vectoriel G, ssi :

|2 _ 2
If = 7lI" = min [If — Il

ot ||.|| est la norme définie par :

|

Il = V<TT> = (i [f ()] w(xs))

* Cette norme est définie a partir du produit scalaire suivant :

<fg>= Z f(z)g(x:)w(z:),
i=0
ot : f,g sont deux fonctions définies discrétement (c.a.d; définies en un nombre fini de points
(7:)=o7) et w est la fonction " Poids" (strictement positive).

Remarque 3.7 Comme dans le cas continu, si la fonction poids w n’est pas donnée, alors on
la considere w = 1.

3.2 Approximation polynomiale au sens des M.C "le cas discret"

Dans ce cas particulier, nous prennons G = P, [X].
L7 . : . 4 5 f . ,ﬁ . . .
approximation au sens des moindres carrés d’une fonction f, définie discrétement en (;);_g,

(a condition que m < n), par un polynome P € G se fait comme suit :
* Pour tout z € [z, x,], on pose
P(z) = Zaixi, ag, a1, Az, ..., Ay € R,
i=0
tant que A = {1, z,2% x%..., 2™} est une base de G = P, [X]. A
D’apreés la propriété d’orthogonalité (Théoréme 2.4), on a < f — P, P >=0, VP € G. Ce qui
donne : < f—3""a;x', 27 >=0, Vj = 0,m (car (27),_g;; est une base de G). Ainsi, on obtient

m
< f,a’ >:Zai <z 2l > ¥j=0,m.

=0
i.e. . . .
S fa) (@Y w) =Y ay 257 Vj=0,m...(R)
i=0 =0 j=0

En considérons w = 1, ceci donne le systéme linéaire, de m + 1 équations, suivant :

ZZ:O 1 z;%o L ) z;%o 75?3 2?7:10 " " Qo Z?:o f(zi)
n
Zj:(} Zj Zj:(} x; ijo Ly e Zj:O ;" a1 > ico Tif (@)

(R) = | =

m Z?:O z" (z3)

o -

n m n m—+1 n m—+2 n 2m
Zj:() &y j=0L; Ej:o € Zj:o 5
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* Le systéme d’équations linéaires (R) est appelé Systéme d’équations normales. Il admet

*

une solution unique a* = (a3, aj, ...,a’ )t € R™"! (puisque c’est un cas particulier du systéme

(S)). Par suite, 'approximation de f sera P(z) = ", ajz,Va € [x¢, z,] . Ainsi, on a approximé
une fonction définie discrétement ( en n+1 points) par un polynéme de degré < m (avec m < n).

Exemple 3.8 Soit f connue en xg = 0,21 =1 et x9 = 2, avec

Yo = f(wo) = Ly1 = f(z1) = 0,92 = f(z2) = 2.

Déterminer la meilleure approximation de f au sens des moidres carrés, dans l’espace Py [X],
relativement a la base canonique de cet espace ¢

Corrigé :

Ici la fonction f & approximer n’est pas définie continument, mais seulement discrétement, aux
points g, x1, Ta. Donc, on est dans le cas discret ("le systéme (R)").

Comme notre approximation est dans P; [X] avec la base canonique {1, z}, alors on la note par
Py avec P(x) = ag + ayz, Vo € [z, x22] = [0,2].

Dans cet exemple, on am =1 < n = 2, d’aprés le Théoréme 2.4 (la propriété d’orthogonalité),
les coefficients ag,a; du polyndéme P; sont solutions d'un systéme linéaire (de m + 1 =
équations) suivant :

(B %) ()t ) = () ()2

La résolution de ce systéme donne :a = (3,1)". D'ot Py(z) = (= +1).1
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4 Exercices

"Approximation au sens des moindres carrés”

Exercice 1.

A partir de la base canonique {1, z, 2%} construire une base orthogonale pour I’espace vectoriel
P,[X], en utilisant 'algorithme de Gram Schmidt.

Exercice 2. Trouver le polyndéme P* qui réalise le minimum suivant :

i (] =)

Indication : untiliser la base orthogonale obtenue dans ’exercice 1.

Exercice 3.

Soit P* € P,,[X] le meilleur approximant, au sens des moindres carrés, de la fonction f dont
on connait les valeurs { f (z;)}1,.

Montrer que si m = n alors, P* n’est que l'interpolant de f aux points (x;); .

Exercice 4. A partir des données suivantes :

T 1 1.1 1.8 2.2 2.5 3.5 3.7 4
g (z;) | 6.008 | 5.257 | 9.549 | 11.098 | 15.722 | 27.130 | 28.828 | 33.772

1. Calculer la droite (respectivement la parabole) qui réalise la M.A.S.M.C de g.
2. Calculer les erreurs obtenues dans les deux cas. Que remarque t-on ?

3. Justifier géométriquement les résultats obtenus.

Exercice 5.
Soit f une fonction passant par les points suivants :
(—=2,17);(—1,4);(0,3);(1,8) et (2,61). Relativement a ces points faire :

1. Déterminer le polynome P* € Py[z] de la M.A.S.M.C discréte de f.
2. Donner la table des différences divisées de f et en déduire le polynéme interpolant f.
3. Calculer f(0.5) par ces deux approximations. Conclure.

Exercice 6.
Soit la fonction f(z) = 2* — 1 définie sur [—1, 1].

1. Déterminer P l'interpolant de f aux points {—1,—0.5,0.5,1}.
2. Déterminer Pj € P3[X] : 1la M.A.S.M.C discréte de P relativement aux points {—1, —0.5,0.5, 1}.
3. Déterminer Py € P5[X] : la M.A.S.M.C continue de P;. Conclure.
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Chapitre 5

Intégration numérique

1 Introduction

Soit f une fonction intégrable sur [a,b]; a,b € R. On pose

I(f) = [} f(z)dz.

Le probléme d’intégration numérique d’une fonction (donnée explicitement ou connue seulement
en un nombre fini de points) consiste a approcher son intégrale I(f) par la some suivante :

oll les coéfficients C; € R,i = 0,n sont appelés les poids, les points x; € [a,b],i = 0,n sont
dites les noeuds.
On écrit

I(f) = J(f) + R(f),

avec R(f) est 'erreur de I'intégration numérique.

Les méthodes d’intégration numériques se répartissent en deux grandes catégories :

1. Méthodes interpolatoires.
Dans ces méthodes, la fonction f (& intégrer) est remplacée par son polyndéme d’inter-
polation. Donc, les noeuds (x;); sont connus (fixés), et on cherche la valeur de chaque
poids C;,1=0,1,...,n.

2. Méthodes de Gauss.
Dans ces methodes, en utilise des polynoémes orthogonaux pour lesquels les points de
subdivision de 'intervalle [a, b] (c.a.d, les noeuds) sont imposés.

Définition 1.1 "Formule de Quadrature”
Le calcul numérique d’une intégrale simple s’appelle quadrature mécanique, et toute formule
corespondante a ce calcul s’appele formule de quadrature.
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Remarque 1.2 La formule définie dans (5.1) est une formule de quadrature.

Remarque 1.3 Pour obtenir une formule de quadrature, il suffit de remplacer la fonction f
par son approximation 'h’ qui doit étre facile a intégrer, ce qui est le cas si la fonction 'h’ est
un polyndéme.

Sih € G, ou G est un espace vectoriel engendré par la famille {¢1, 2, ..., om}, alors on aura

I(h) :Zai/ p(x), (1.1)

ou les (a;)i, sont les coefficients du polynome h et I(f) est dite "formule de quadrature”,
réalisant une approximation de I(f). On écrit :

I(f) =~ I(h) ou bien I(f) = I(h) + R(f),
ot R(f) est l'erreur de la formule (1.1).

Définition 1.4 "Formule de Quadrature Composée”

Si on décompose (ou subdivise) l'intervalle de l’intégration en un nombre fini de sous-intervalles,
puis on utilise sur chaque sous-intervalle une formule de quadrature, alors la formule induite
est dite : formule de quadrature composée ou composite.

Définition 1.5 "Degré de précision”

Soit m € N. On dit que m est le degré de précision (ou d’exactitude) d’une formule de qudrature
si : R(px) = 0,Ypy, € P, [X], et pour au moins un p € Ppyq [X], on a R(p) # 0, ot R est
Uerreur de cette formule de quadrature.

Remarque 1.6 Si le degré de précision d’une formule de quadrature est plus élevé, on dit que
cette formule est plus précise (ou exacte).

Théoréme 1.7 Le degré de précision d’une formule est égale a m, ssi on a

R(z*) = 0,Vk = 0,m et R(z™*) #0,

avec R : Uerreur de la formule de quadrature considérée.

Preuve : Exercice.

Définition 1.8 "Ordre d’une formule de quadrature”
Soit m € N. Une formule de quadrature est dite de degré m si son degré de présicion est égale
a ce m.

Définition 1.9 "Convergence d’une formule de quadrature”
On dit q’une formule de quadrature J(f) =>""_ C;f(x;) est convergente vers la valeur exacte
de l’intégrale sst,

lim, o0 1o Cif (z:) = [ f(z)da.
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2 Meéthodes d’intégration numérique
Méthodes interpolatoire : Dans ces méthodes, on remplace f la fonction a intégrer par

'P,” son polynome d’interpolation, aux points donnés (;);_g5; C [a, b] , pour obtenir une formule
de quadrature de la forme

J(f) = ZCiAi- (2.1)

Exemples :

e Si on interpole f avec la méthode de Newton, on aura, pour tout x € [a, b],

P,(x) = Z Ni(z)f [xo, 21, ..., z4] -

Par suite,

J(f) :/ Pu(a)de = 37 Cof [, 1), (2.2)

avec C; = f; N;(z)dz.

* L’intérét ici est que les coefficients Cj(i = 0,n) ne dépendent pas du nombre de
points d’interpolation, c.a.d, on peut calculer de nouveaux termes de la somme (2.2), en
ajoutant d’autre points "sans modifier les coefficients précédents". Ceci n’est pas le cas,
si on interpole f avec la méthode de Lagrange.

e Sil'interpolation de f est faite par la méthode de Lagrange, alors on a pour tout x € [a, b],
P.(x) =31, f(x;) x Li(x), ainsi, on obtient

J(f) = / Puahde = Y Cif(w) (2.3)

ou C; = fab Li(z)dx,

ot les (L;); sont les polynomes de base de Lagrange relatifs aux points (z;);.

* L’intérét ici (ou l'avantage) est que la formule (2.3) est sous la formule généralisée
(2.2), ou les seuls inconnus sont les coefficients C;(i = 0,n). Par contre dans (2.2), les
inconnus sont les C;(i = 0,n) et les f [zg, z1, ..., 7] .

Théoréme 2.1 Toute formule de quadrature interpolatoire, utilisant (n 4+ 1) noeuds distincts,
admet un degré de précision auz moins égal a n’ (c.a.d, le degré > n).

Preuve : Exercice.
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Exemples de formules de quadrature interpolatoires

2.1 Meéthode de Newton-Cotes

Ce sont les méthodes interpolatoires par la méthode de Lagrange, ot les points d’interpola-
tion (x;)i—o, sont équidistants. c.a.d, ot z; = xo + ih, pour tout i =1, ..., n,
avec h = =20 : c’est le pas du déplacement, n € N* : c¢’est le nombre des sous-intervalles de
[0, ) -
Si on pose P,(z) = >, f(z;)L;i(x) : 'interpolant de Lagrange de f aux points équidistants
(x; = g +ih,Vi =0,...,n), on aura pour tout i =0,...,n et z € R,

(o) = I (x — xg)
LZ( ) Hlfc;? (l‘z - fk)
1o (t — k)

=D im =

Ce qui donne, pour tout i =0, ...,n,

T 1n—ip o II7_o(t—5)
f Li(x)dz = z'(rzfi)! 0 J(t(li) dt.

Remarque
Pour vérifier la formule précédente, il suffit de poser x = zg + th (et que dx = h x dt).

Ainsi, il en résulte (de la relation (2.3)), la formule de Newton-Cotes :

() =(b—a) X, Hif () () |

C; »
b—a

oub=ux,,a=u1xetles"H;, = ,i = 0,n (H; sont appelés les coefficients de Cotes).

2.2 Meéthode du trapéze

Cette méthode est un cas particulier de celle de Newton-Cotes, ot n = 1. Donc, d’aprés la
formule de Newton-Cotes, on obient :

Ji(f) = (b —a) (Hof (xo) + H1f(z1)),

avec Hy = fl G 1)alt tet Hy = fol =D g — 1. Dou,

t—1

J(f) = 52 [f(a) + ()]

*Si f € C*([a,b]), lerreur (ou le reste) de cette méthode se donne par

R(f) = —L f@(¢), € € [a,0],

avec h = b — a.
Ainsi, 'ordre de la méthode du trapéze (simple) est bien m = 1.
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2.3 Méthode des trapézes (trapéze généralisée)

Pour minimiser I’erreur de la formule du trapéze, on peut subdiviser l'intervalle de 'inté-
gration [a, b] en 'n’ parties égales [Io,xl] - [®n_1, z,] , puis appliquer sur chacune d’elles la
formule du trapeze simple. Posons h = alors il vient que :

/f dx—/ e dx+/ f(z)de + /xj:f(x)dx

~ 3 [(f(xo) + (@) + (f(21) + f(22)) + -+ (f(@n1) + f(2n))]

Donc, la formule du trapéze composée se donne par :

Jr(f) =% [f(@o) + flza) + 23075 f(=)]

ouh=(b—a)/2.
* Pour f € C?([a,b]), le reste (ou l'erreur) de cette formule est le suivant :

Rp(f) = =2 f@)(g) = =0 () (g) = =22l O)(¢),

pour & € [a, b].

Exemple 2.2 Déterminez une valeur approrimative de I, = fol e‘xgdx, en utilisant les mé-
thodes du trapéze (simple) et trapéze composée (n = 2), puis estmier l'erreur d’intégration de
chaque méthode.

Corrigé :
a) Trapéze simple.

el +1

~ (), 68309.
5 ;

*Estimons 'erreur théorique :

Ri(f) = -2 (), ¢€lablet h=b—a=1 Do

L= [ o= B i+ f0) = 5t 4 e

1
[Ri(f)] < = sup [F®
12 p<e<a
Or f(z) = e et f"(z) = 27" (22 — 1), alors supge,<; | fP(E) |= |f7(1) |= 0,7358. Ainsi
|Ry(f)] < 2552 ~0,0613.
b) Trapéze composée (n = 2).

h
[125

fla +22fx1], (b—a)/n.

Par suite, I; ~ 1 [f(0) + f(1) + 2f(3)] , puisque h = (b—a)/2 =, 20 =a= 0,21 =20 +h = §
et 1o =b=1. A1n81

I ~ [6_0 +e 4 QG_i} ~ (,7319.

N | —
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* Estimons l'erreur théorique :

nh3

Ra(f )|—‘——f (5)‘ ‘ 20/

2200, 7358| 20,0153,
12 ‘

Remarquons que la méthode des trapézes (n = 2) est plus précise que celle du trapéze simple,
puisque Ry(f) = 0,0153 < Ry(f) =0,0613. &

2.4 Meéthode de Simpson

Cette formule est aussi un cas particulier de celle de Newton-Cotes, ou n = 2. Donc, en
utilisant la relation (**), on obtient

J(f) = 552 (£(a) + 4£ (5D + f(0)) = [, f(e

ou bien

Jo(f) = 2 (f(a) +4£(<L2) + f(b)),

b—a

avec h = =7

2.5 Méthode de Simpson généralisée (ou composée)

D’une maniére analogue & la méthode du trapéze, on peut généraliser la formule de Simpson,
en subdivisant l'intervalle [a,b] & n = 2k intervalles partiels égaux (k € N*) et 'n’ doit étre
paire, puis on applique la formule de Simpson (simple), sur chacun de ces intervalles :

xo,xo—l—Qh xo + 2h, xo + 4h], -+ [0 + (n — 2)h, x,],

Tn—2

avec rg = a, xn—beth——“.

/f d:z:—/f dx—l—/f Ydx + - /f

=3 [f(l’o) +Af(xy) + fla] +- -+ 5 [f(mn 2) +4f(p_1) + flxn)] .

wW |

Ce qui donne,

']S(f) = % f<x0) + f(xn) +4 % Zz 1(i:impaire) f<$2> +2x Zz 2(i:paire) f(xl>:| )
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L’erreur d’intégration. Si f € C*([a,b]), alors

1. L’erreur de Simpson simple se donne par :

Ry(f) = 5 f9(8),

ot h = (b—a)/2.

2. L’erreur de Simpson généralisée est :

ou encore,
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3 Exercices

"Intégration numérique”

1 T
11:/ e_xgdx, ]2:/ sin zdx.
0 0

1. Déterminer une valeur approximative de 7, en utilisant la méthode du trapéze, puis par
celle du trapéze généralisée (n = 2). Estimer Ierreur théorique a chaque fois.

Exercice 1. Soient :

2. Calculer l'intégrale I par la méthode de Simpson, puis par celle de Simpson composite,
ou le nombre de subdivisions de 'intervalle [0, 7] est n = 4. Estimer 'erreur théorique
de chaque méthode.

3. Comparer les résultats obtenus dans (2) avec la valeur exacte de l'intégrale Io.

Exercice 2.

Calculer 'n’ le nombre de subdivisions nécessaires de l'intervalle d’intégration [—m, 7], pour
évaluer & 0.5 x 1073 prés, grace a la méthode de Simpson, l'intégrale : I = f:r cos xdzx.
Exercice 3.

Déterminer 'n’ le nombre de subdivisions nécessaires des intervalles d’intégration pour évaluer
4 0.5 x 107° pres, par la méthode des trapézes, les intégrales :

0 0
d d
Ji = / = / o
1 1+e 1 1+sinz
Exercice 4.

Soit f : [—1,1] — R une fonction continue.

1. Calculer les coefficients des formules de quadrature suivantes :

1) + )xlf(%),exacte pour f € Py [X], (1)

[ s = s

1
/ f(x)dx ~ )\Of(—g) + )xlf(—%) + )\Qf(%) + Agf(§)7exacte pour [ € P3[X].
-1

2. Donner la formule (1) pour un intervalle d’intégration [a, b] quelconque de R, en utilisant
le changement de variable suivant :
¢ :10,1] = [a,b];0(x) = (b—a)x + a.

3. Construire la formule composée correspondante a la premiére question avec des noeuds
équidistants.
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Chapitre 6

Dérivation numérique

1 Introduction

Comme pour l'intégrale, on voudrait étre en mesure d’évaluer numériquement la dérivée
d’une fonction difficile & manipuler, ou qui n’est donnée que par un ensemble discret de valeurs
(données expérimentales par exemple), ou bien intervenant dans des équations différentielles.
Ce probléme de dérivation numérique est trés commun en ingénierie et en analyse numérique
(c’est la base des méthodes de différences finies).

On considére une fonction f : [a,b] — R de classe suffisamment élevée, = €]a, b[ fixé. On veut
approcher (au mieux!) les dérivées de la fonction f au point z.
Or, la dérivée premiére de f en x est définie par

Fla) — tn LD 1)

h—0 h

Donc, une idée simple pour calculer numériquement la 17¢ dérivée de f, au point x, consiste a
se donner une valeur |h | 1, et & calculer I'une des quantités V,, f(x); Vi, f(z) ou §,f (), avec

Vinf(x) = flz +h) = f(z),

Vinf(x) = f(x) = f(z = h),
Oonf(x) = [z +h) = f(x = h).

Une des méthodes les plus anciennes utilisées pour obtenir des formules de dérivation "nu-
mérique" consiste a construire des quotients différentiels a 1’aide des développements de Taylor.

Définition 1.1 i) On définit l’erreur commise lorsqu’on remplace la dérivée de f en x, par
l'une des formules d’approximation ci-dessous, par

Eh = émacte('r) - épprowimative(m)'
i) On dit que la formule de dérivation est d’ordre m, s’il existe une constante C' > 0,
dépendant de f telle que,

|Eh| < Chn,

et on écrira fréguemment de fagon abrégée |Ey| ~ O(h™).
i11) La constante C' est dite "facteur de convergence de la méthode".
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CHAPITRE 6. DERIVATION NUMERIQUE

2 Approximation de la premiére dérivée

2.1 Formules & deux points

Soit f : [a,b] — R une fonction suffisamment dérivable sur [a, b]. Fixons x €la,b] et h > 0,
tels que © — h,x + h €]a, b|.

e Le développement de Taylor d’ordre 1 de f, & droite de x, donne

Flo k) = f(@) + f'(@)h + 31",
ou { € |z, o+ h|. Ainsi,

f/(l‘) _ f(ZB + h})L B f(fB) + gf//(§)7

ce qui donne la formule de différence progressive :

(@) = frgle) = LeH=l0) - Yof@) (FDP)

avec une erreur d’approximation,

2
e Le développement de Taylor d’ordre 1 de f, & gauche de x, donne
1
flw=h) = f(z) = f@h+ (R,

avec § € Jv — h,z[. Ce qui donne la formule de différence regéssive :

Fl(@) = f,(x) = Lo=Le=h) - Yf@) - (FDR)

dont I'erreur d’approximation est :

Ey="pne).

2
Remarque 2.1 Les formules obtenues (FDP) et (FDR) sont deux approzimations d’ordre
1 de la dérivée premiére; dont l'erreur commise, a chaque fois, E et Ey tendent vers 0 quand
h tend vers Q.

e Soient, maintenant, hy, hy > 0 tels que x + hy,x — hy €]a,b[. Augmentons l'ordre du
développement de Taylor de f autour de x, pour avoir

3
fl@+h) = f(@) + f'(x)h + %f”(f)h% + %f/,l(£1)7 §1 €z, o+ hy,

1

h3
f(x —hy) = f(x) — f'(x)ha + §f”(f)h§ - ﬁf’”(&)a §r € ]z — ho, 2.
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Par soustraction, on trouve

Flo ) = flo = h) = /(@) + ho) + 5 [1(6) + S (62)],

ce qui donne la formule de différence centrée :

~ __h h 1 1
F'(@) ~ gy f (@ + ) — oty (@ — he) + (h—2 - h—1> f(z).
Le cas de points équidistants :

Quand on est dans le cas ot hy = hy = h, la formule de différence centrée se simplifie notable-
ment, pour donner la formule centrée-points équidistants :

fl(z) = fi (z) = [ethofe=h) _ dal@) - (FDC)
avec une erreur commise,
h2 " " h2 "
E= (&) + 7€) = =" (&), § €lv —h,x+h[.

12 6

Remarque 2.2 1) Les deux formules ci-dessus de différence centrée sont des formules d’ap-
proximation d’ordre 2 et par suite, plus précises que les deux premiéres formules décentrées
(FDP) et (FDR).

2) La formule centrée (FDC) n’est autre que la moyenne des deux formules décentrées, dans
le cas de points équidistants.

3) La dérivation numérique est une opération trés instable, c’est a dire trés sensible auz erreurs
d’arrondi (soustraction entre des termes voisins).

Exemple 2.3 Pour illustrer les formules si-dessus, considérons les données suivantes :

(20, f(x0)) = (1,7/2), (w1, f(21)) = (2,3) et (x2, f(2)) = (3,3/2).

Estimer la valeur de f'(2), en utilisant les formules ci-dessus, puis évaluer lerreur commise a
chaque fois.

Corrigé :
1) La formules de différence progressive (FDP) :

Flaa) = fla) _ -3 _ 3

"(2) ~ = ——
f() To — X1 3—2 2’

2) La formules de différence régressive (FDR) :

oy L @) = flw) 3-F 1
1'(2) = T, — To _Q—i__?

3) La formules de différence centrée (FDC) :

_ 3 _ 7
poy= ot _ans
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*Les données ont été calculées pour la fonction f : z —— —%x‘c‘ + %x + %, donc, on a
/ _ 1,.2 1 / _ 11
fl(x) = —32° + 5 et f'(2) = —53.
* Evaluons les erreurs d’approximation commise, avec chaque formule.

11 3 7
B = 17'2) = iu®l = |15+ 5| = 15

11 1 )
B = 17 - ] = |35 + 5] = 1

11 1
Bl=17® - £l = |15 +1| = 5

Ainsi, la meilleure formule pour approcher f'(2) est celle de (FDC). B

Remarque 2.4 Les formules a deux points peuvent également étre obtenues a partir du poly-
nome d’interpolation de Lagrange.
Etant donné deuzx points (xq, f(xo)) et (1, f(z1)). Le polynome de degré 1 passant par ces deux
points est :

r — I

Py(x) = o _xlf($0)+ P——

T — Xo

f(x1).

Une approzimation de la dérivée f', en tout point x, peut alors étre obtenue en dérivant direc-
tement l’interpolant.

f'(w) =~ Pi(z) =

f(zo) +

Ty — X1 1 — T

f(z1).

En choisissant (xg = x,xy = x+h); (x1 = x,20 = —h) et (1 = x+h,x0 = v — h), on obtient
les approzimations (FDP), (FDR) et (FDC), respectivement.

2.2 Formules a trois points

Pour approximer la dérivée de f en un point = €la, b], il est possible de développer d’autres
formules, en effectuant un développement de Taylor de f, autour de z, avec un pas 2h.
*Par exemple,

2 3
Flao+h) = f(&) + hf' (@) + o (@) + (@), &€ Joa Al (2.)
f(x+2h) = f(x)+2hf'(x) + 20° f"(z) + %lf’f’”(@), & €z, x + 2h[. (2.2)

En combinant les relations (2.1) et (2.2), on obtient

f’(l’) _ 4f<ZL' + h) — f(Qxh"' 2h) — 3f(£E) + h2 <2f//,<§1) . lf///(SQ)) ' (23)

3 3

Si f” (la dérivée du troisiéme ordre) est continue sur lintervalle [z, z + 2h] alors, d’aprés le
théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un £ €]z, z + 2h[, vérifiant

F7E) = 21"(6) = f"(&)-
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Par conséquent (2.3) devient de la forme

4 (e +h) = fla+20) = 3/@) | ["(€)
2h 3

f(x) = h?, € € la,x+ 2h]. (2.4)

Ce qui donne la formule de différence progressive a trois points :

f’(:l?) - 4f(x+h)—f(22;l+2h)—3f($)'

* De méme, en écrivant le développement de Taylor en z — h et z —2h, on obtient la formule
de différence régressive a trois points :

f(z) ~ 3f(x)—4f(x2—hh)+f(z—2h)'
L’erreur d’approximation commise, par les deux formules précédente se donne par :

h2
|E| = gf”(f),g € |z — 2h,z + 2h].

* Enfin, en effectuant le développement de Taylor en x — h et x + h, on aura la formule de
différence centrée a trois points :

f’(a:) - f(th);hf(I*h)'

Exemple 2.5 Considérons la fonction f: x +—> —1—12x3 + 1—12x + % de l'exemple précédent pour
les données :

(zo, f(20)) = (0,7/2); (w1, f(z1)) = (1,7/2); (22, f(22)) = (2,3);
(23, f(23)) = (3,3/2); (24, f(z4)) = (4, -3/2).

* Formule progressive a trois points (équidistants) :

poye WU 3@ _3+6-9_ 3

* Formule regressive a trois points (équidistants) :

3f(2) —4f()+ f(0) _9-14+5 3

f(2) ~ B 5 e

Remarque 2.6 Les trois formules a trois points (quelconques ou équidistants) peuvent égale-
ment étre obtenues a partir du polyndome de Lagrange interpolant ces trois points.

Interprétation géométrique :

Pour les différences a "deux points", on estime la dérivée "approchée" par la pente du segment
de droite joignant les deux points. Dans le cas des différences a trois points, on détermine le
polynéme d’interpolation de degrée 2 (passants par ces trois points), dont la pente en g, en x4
et en x5 donne, respectivement, les difféerences progressive, centrée et régressive.
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3 Approximation des dérivées d’ordre supérieur

Pour obtenir une approximation de la dérivée seconde (ou d’ordre supérieur) nous procédons
de la méme fagon, c.a.d, en utilisant le développement limité de Taylor d’ordre 4 (ou d’ordre
supérieur), ou bien & partir des dérivées du polynéme de Lagrange passant par des points donnés
(x;, f(x;)). Par exemple, pour la dérivée seconde, on reprend le polynoéme de degré 2, passant
par troix points (déja utilisé pour calculer la dérivée premiére) :

Pi(z) = (x — 1) (x — 29) F(o) (x — o) (x — 22) £

(o —a) (@ —22)” " (ay = 20) (5 — 22)

(= 20)& = 21) y .

" )@ — )

L’approximation de la dérivée seconde, en tout point = € |a,b[, se donne par :

f'(x) ~ Py(x)
2 2 2

B [ RAGA P prumpess AL prpupes ey

f(x2).

Ainsi, en prennant (xg = x,21 = x + h,x9 = = + 2h);(xg = x — 2h, 217 = © — h,x9 = x) et
(xo =2 — h,x; = x,19 = x + h), respectivement, on obtient les approximations suivantes :

e formule de différence progressive :

f”(ﬂ?) ~ f(x+2h)—2’]:2(x+h)+f(a:),

e formule de différence régressive :

f”(ﬂ?) ~ f(x—?h)—?]{Q(x—h)—i—f(a:),

e formule de différence centrée :

F() o Ketn=2E)iG=h)

Exemple 3.1 Considérons la fonction f : x — e**. Estimons la valeur de f"(0), en choisis-
sant h = 0,0312.
Corrigé :

1. Formule progressive :

f(O+2h) —2f(0+ h)+ f(0)

f"(0) ~ 3 = 4.2589,
2. Formule régressive :
1" f(:L‘—Zh)—Qf(J]—h)—l—f(l’)
17(0) ~ 2 = 3.7592,
3. Formule centrée :
—9h) — 2 _
(0) =~ f0—-2h) —2f(0-R) + f(0) _, 4013,

h2

2x0

En comparant ces résultats avec la valeur exacte de f"(0) qui est : 4e**” =4, on conclut

que la formule centée est la plus précise.
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4 Exercices

"Dérivation numérique"

Exercice 1.
Considérer la fonction x — f(x) = 2%, x € [1,5] passant par les points :

(x()ayo) = (17 2); (xhyl) = (274); <x27y2> - (378); (Z)E3,y3) - (47 16) et ($4,y4) - (5732)'

1. Approcher la valeur f’(x5), en utilisant les troix formules vues en cours (formules a deux
points).

2. Evaluer les erreurs d’approximation, sachant que f'(z) = (In2)2%,x € [1,5].
3. Quelle est la meilleure formule pour approcher f'(3)7

Exercice 2. Soit la fonction f(z) = 2% + z + sinz et considérons le point z = 0.

Tracer un tableau permetant de voir 1’évolution des dérivées premiéres numériques, en x = 0,
en fonction de h et de comparer les résultats des 3 formules de différences (a deux points
équidistants).

* Prenner h = 0.5,0.25,0.0125 puis h = 0.0123.

Exercice 3.

Refaire la méme question de I'exercice 2, en utilisant les deux formules progressive et regréssive
a trois points équidistants.

Exercice 4. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C*[a, b] (ou plus). On se fixe un nombre
h > 0 "assez petit", et un point (quelconque) x €|a, b|.

1. Montrer que le rapport A approche une dérivée de f que I'on déterminera, o

—2f(x+2h)+32f(x + h) —60f(x) + 32f(x — h) — 2f(x — 2h)
24h?

2. Donner 'ordre de précision de cette approximation.

A:

3. Commenter les résultats obtenus.

Exercice 5. Considérons g : [a,b] — R une fonction de classe C®[a, b]. On se fixe un nombre
h > 0 "assez petit", ainsi qu'un point (quelconque) z €]a, b[. Soit le rapport

f(z+3h)—3f(x+ h)+3f(zh) — f(x3h)

B = e

1. Montrer que le rapport B approche une dérivée de g que I'on déterminera.
2. Donner 'ordre de précision de cette approximation.

3. Vérifier que A coincide avec une formule de dérivation numérique que 1’on donnera.
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