Chapitre 1

Rappels sur les propriétés de la loi

Normale

1.1 Quelques propriétés de la loi Normale

Avant toute chose nous allons dans ce chapitre introductif rappeler les notions les plus

importantes de la loi normale qui nous serviront en permanence par la suite.

Définition 1 On appelle variable aléatoire normale ou gaussienne toute variable aléatoire ab-

solument continue dont la densité de probabilité f est définie par
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F1G. 1-1 — La courbe représentative de la loi N (m, o)

1.1.1 Fonction de répartition de la loi Normale N (m, o)

Soit Z une variable aléatoire qui suit une loi Normale de moyenne m = p et d’écart type o
et dont la densité de probabilité est notée f et la fonction de répartition de la loi normale est

donnée par :

F(z)=P(X <) = /f(t)dt

1.1.2 Loi normale centrée réduite

On dit que X suit une loi normale centrée réduite et on note X ~ N (0, 1) si sa loi admet

pour densité la fonction
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La courbe représentative de la fonction f est donnée par la Figure 1.2. Sa densité de pro-

babilité est la fonction f définie par
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Fic. 1-2 — Représentation graphique de f

— Cette fonction f est paire, la courbe a un axe de symétrie qui est la droite des ordonnées.

En z = 0, la fonction f vaut

1
0) = ——.
1) Vor
— Les points d’inflexion de la fonction g se trouvent en x = —1 et x = 1.
2
x

— En général, les valeurs de f (x) = \/%e_? sont données a ’aide d'une table pour z > 0

Définition 2 La fonction de répartition de la loi N'(0,1) est souvent notée :

T 2
1 JR—
O(r)=P(X<z)=—= (e 2dt
. X—-m
Théoréme 3 Si X ~ N (m, o) alors Z = ~ N(0,1)

On utilise la lettre Z pour désigner une loi normale centrée réduite.



1.1.3 Calculs de probabilités

Théoréme 4 Si une variable aléatoire X suit une loi normale centrée réduite alors pour tous

réels a et b tels que a < b, on a :

Pla<X<b)=P(X
P(X>a)=1-P(X<a)=1—-(a)
P(X<—-la])=1-@

Ve e Ry & () =1—P(—x)
P(X|<z)=2®(x)—1

» P (X € IR) =1, laire de la partie comprise entre I’axe des abscisses et la courbe représen-
tative de f est égale & 1 unité d’aire.
P(X<0)=P(X >0
P(X<—-a)=P(X >a).
» (X >a)et (X <a) étant des événements contraires : P (X >a)=1— P (X <a)

» La symétrie de la courbe impose :
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P(—ug<X<ug)=1l-o

PY<— 1) =2 P(Y> ug) =2

5
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1.1.4 Probabilité d’intervalle centré en 0

Théoréme 5 X est une variable aléatoire qui suit une loi normale centrée réduite. Soit o un

réel de lintervalle |0, 1]. Il existe un unique réel strictement positif u, tel que :

P(—uqg < X <up)=1-a.

Exemple 6 X est une variable aléatoire qui suit une loi normale centrée réduite.
Déterminer lintervalle I centré en 0 tel que P(X € I) =0,8.

On donnera les bornes de lintervalle avec une précision de 1072,

Solution 7 On a donc : 1 —a=0,8< a=0,2

On doit donc avoir :

B(ug) =1 — % — 0,9 uy = dH0,9)
on trouve :

U =~ 1,28 donc I = [—1,28,1,28]

Exemple 8 On suppose qu’une certaine variable X ~ N(0,1). Pour quelle proportion d’indi-
vidus est-ce que X < 1,567

On cherche P(X < 1,56) (rappel : on écrit aussi ® (1,56). On cherche 1,56 dans la table

0.6...

1.5 ... 0.9406...




Done P(X < 1,56) =0,9406.

Exemple 9 On suppose qu’une certaine variable X ~ N(0,1). Pour quelle proportion d’indi-
vidus est-ce que X > 1,497

On cherche P(X > 1,49). On écrit d’abord

P(X >1,49)=1—P(X <1,49) =1 — ®(1,49).

0.09

On cherche ® (1,49) dans la table.
149 | ... | ... | 0,9319

On a ®(1,49) = P (X < 1,49) = 0,9319, donc :

P(X >1,49) =1-0,9319 = 0, 0681



P(X < —1/1) i P(X =1,1)

-1,1 0 1,1

Exemple 10 On suppose qu’une certaine variable X ~ N(0,1). Pour quelle proportion d’in-

dividus est-ce que X < —1,1 7 On cherche P(X < —1,1), c’est-a-dire
O(-1,1)=P(X >1,1)=1—P(X <1,1) =1 0,8643 = 0, 1357.

par ezemple ® (—1.1) =1— P (1.1).



Pour n'importe quel a > 0,

I | P(X < a) ‘L = table
| P(X=>a) /k =1- l E = cas |
| P(X < —a) J\ = /\\ = cas Il
IV | P(X > —a) 4{ f = Z i = cas |

Exemple 11 On suppose qu’une certaine variable X ~ N (11,2). Pour quelle proportion d’in-
dividus est-ce que X < 147
On cherche P(X < 14).

> P(X <14)=P(E5H < 4H)y = p(Z < 15).

» On cherche 1,5 dans la table.

On trouve finalement P (X < 14) = 0,9332.



Chapitre 2

Echantillonnage

2.1 Introduction

La théorie de I’échantillonnage étudie les liens entre une population et des échantillons de
cette population.

Dans cette partie, nous allons étudier comment se comporte un échantillon (éléments pris
au hasard) dans une population dont on connait les caractéristiques statistiques (lois,...) d’une
variable considérée X. Dans ce cas, prendre un échantillon aléatoire de taille n consiste a consi-
dérer n réalisations de X ou encore considérer n variables aléatoires X7, ..., X, indépendantes,

de méme loi que X.

2.1.1 Avantages de I’échantillonnage

L’analyse d’un échantillon, par rapport a celle de la population, cout moindre, gain de temps

et c’est la seule méthode qui donne des résultats dans le cas d’un test destructif.

2.2 Population - Echantillontion

2.2.1 Population

On appelle population la totalité des unités de n’importe quel genre prises en considération

par le statisticien. Elle peut étre finie ou infinie.



2 Uliatio N Echantillon
N 7 n
S
o La moyenne: La moyenne:
- 1 .
4; m = TZ'\' Y = lz,\-r
n

- La Variaﬂce'll La Variance :
3 o = % Z\ X;=m)? - %ZI,\', -X)?
] . ’
E Proportion : ‘ Fréquence

p = Donnée K
] F = &»
(& ;

2.2.2 Echantillon

Soit Q = {w1, w3, ...,wn} une population de taille N. Soit X le caractére que I’on voudrait
étudier sur cette population. Avec ’échantillon aléatoire simple : soit X} le résultat aléatoire
du k™€ tirage, c’est une variable aléatoire qui suit la méme loi que X. On note z, le résultat
du k™ tirage et on note (X1, Xo, ..., X,,) le résultat aléatoire de ces n tirages.

Donc les n variables aléatoires indépendantes X7, Xo, ..., X, constituent un échantillon aléa-

toire simple de la variable X si et seulement si

E(X;) = E(X2)=..=FEX,) =EX)=m.
o(X1) = o(Xo)=...=0(Xp) =0(X) = UZop-

Définition 12 (X1, Xs,..., X)) sont n v.a. indépendantes et de méme loi (celle de X ),(Par

exemple la loi de Gauss) il est appelé n-échantillon ou échantillon de taille n de X .

Définition 13 La réalisation unique (x1, ...,xy) de l’échantillon (X1, Xa, ..., X;,) est l’ensemble

des valeurs observées.

Exemple 14 On fait I’hypothsée que la taille (en ecm) des 4000 étudiants masculins d’une école
de génie est une variable aléatoire X distribuée normalement, c’est-a-dire que X ~ N(u,0).
Un échantillon aléatoire de taille 50 de cette population est une suite de 50 variables aléatoires

Xi ~N(p,0),i=1,2,...,50.
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Définition 15 (Définition d’une statistique) Une statistique Y sur un échantillon (X1, Xa, ...

est une v.a., fonction mesurable des Xy; Y = f (X1, Xo, ..., Xy) . Aprés réalisation, la v.a. Y

(statistique) prend la valeur f(x1,...,xy) .

Exemples de statistiques :

1 &
1. La moyenne échantionnale X = — Z X;.
n-
=1
n

1 _
2. La variance échantionnale Sg—( = Z (Xi - X )2 .

i=1
Dans notre cours, nous allons travailler sur 1’échantillonnage aléatoire simple, avec deux

cas :

a) Non Exaustif : Avec Remise (car la taille de la population est grande).

b) Exaustif : Sans Remise : (car la taille de population est finie)

2.3 Les distributions d’échantillonnage.

Soit dans une population meére de taille N, une variable aléatoire X pour laquelle 'espé-
rance mathématique m, la proportion P et 'écart-type o, sont connues. De cette population
sont issus k échantillons F4, Fo, ..., B de taille n qui auront des moyennes et des écarts-types

différents. La notion de distribution d’échantillonnage peut étre résumé et schématisée :

Population mére : Q)

Echantillon 1

Echantillon 2

Echantillon k

Taille : N

Taille : n

Taille : n

Taille : n

Moyenne : m = u (connue)

Moyenne : X1

Moyenne : X»

Moyenne : X

Proportion : P (connue)

proportion : fi

proportion : fo

proportion : fj

2

Hop (connue)

Ecart-type : o

Ecart-type : 01

Ecart-type : 09

Ecart-type : o

2.4 Distribution échantillonnale de la moyenne X

Dans une population meére de taille NV, on peut tirer plusieurs échantillons de taille n :

Pour chaque échantillon, on peut calculer une moyenne :

I
X:n;XZ-.

11
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et une variance
1 « _\2
S% = nE(XZ.—X) .
1=

La valeur de ’espérance mathématique F ()_( ) et de la variance S?—( varient d’un échantillon
a lautre.

C’est cette variation qui donne naissance a la distribution des variables aléatoires :

— Echantillonnage de la moyenne ou moyenne d’échantillon X, caractérisée par :

E(X) : I'espérance mathématique des moyennes calculées sur tous les échantillons de taille

Syg : écart type de la distribution d’échantillonnage, qui représente la dispersion de I’en-

semble des moyennes d’échantillons de taille n autour de E(X)

— Variance d’échantillon S? définie par

S =
¢ n-1

On a bien entendu E(S2) = 02,,.

Nous verrons plus tard que cela signifie que S? (variance corrigée de I'échantillon) est un
estimateur sans biais de o2
1) Cas : moyenne m et écart-type o,,, de la population connus

A) Si la population est infinie ou si I’ “echantillonnage est non exhaustif (tirage

avec remise)

— L’espérance mathématique de la variable aléatiore X est égale a celle de la population

mere :

— Pour la variance V(X)

_ o — ag
Alors dans ce cas X ~ N (m, pop ) , o bien X suit approximativement A <m, pOp>

Vn Vn

12



(en pratique n > 30)

Exemple 16 Une machine effectue l’ensachage d’un produit.
On sait que les sacs ont un poids moyen de 250g avec un écart-type de 25¢.

Quelles sont les caractéristiques de la moyenne des poids d’un échantillon de 100 sacs ¢

Solution 17 (P): m = p =250, 0 = 2,5; (E) : n =100 > 30

X suit la loi normale de paramétres m = 250 et Tpop _ 25 _ 2,5.

N
B) Si I’échantillonnage est exhaustif (tirage sans remise) dans une population finie :

(Taille N sera donnée )

— g %)
Donc dans ce cas X ~ N (m, pop IV
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de X

Distribution
de X

Wil

o
Remarque 18 o = 22 est aussi appelé l'erreur-type de la moyenne.

\/ﬁ
Remarque 19 5i les échantillons sont issus d’une population mére finie et sont constituée sans
remise. L’espérance mathématique de X est toujours égale & m, mais l’écart-type est corrigé
par le facteur d’exhaustivité (facteur de correction)

Opop [N—n . Ppop i n p
=~ /1 — & tel que — représente le taux de sondage.
n N e que g Tep g

ox = \/ﬁ N_-1 f

Exemple 20 Dans une usine textile, on wutilise une machine automatique pour couper des

morceaur de tissu. Lorsque la machine est correctement ajustée, la longueur des morceaux de
tissu est en moyenne de 90cm avec un écart type de 0.60 cm.

Pour contréler la longueur des morceaux de tissu, on tire dans la production d’une journée
un échantillon aléatoire de 200 morceauz.

a) Si l'on suppose que la longueur X des morceaux de tissu suit une loi normale, calculer la
probabilité que la moyenne de I’échantillon soit au plus égale a 89.90 cm, ceci dans 2 cas :

—Production de la journée : 10000 morceaux

—Production de la journée : 2000 morceauz.

b) Déterminer la méme probabilité sans faire ’hypothése que X soit distribuée normalement.

Solution 21 a) Production journaliére = N = 10000, Taille de [’échantillon = n = 200,
n
— =0.02
N
Méme si ’échantillonnage est exhaustif, ce n’est pas la peine de tenir compte du coefficient

d’exhaustivité.

14



7 _ 96 _ o

i Vi /200
Comme X ~ N(90,0.6) — X ~ N((90,0.042))

P(X <89.9) =P (T < 89(‘)90;290> = P(T < —2.38) = 1 — ®(2.38) = 0.0087 — 0.87%

n
Production journaliére = N = 2000 — N 0.1 — on doit tenir compte du coefficient

Dans ce cas E (X) =90 cmetog =

d’exhaustivité

2
Tpop |N —n 0.6 /2000-200 _ 0.04

53‘( Jn N_lzm 2000—1
X ~ N(90,0.04)

P(X <89.9) =P <T <

89.9 - 90

0.04
Meéme si l’on ne fait plus ’hypothése que X soit une variable normale, comme n = 200 > 30,

) = P(T < —2.5) = 1 — ®(2.5) = 0.0062 — 0.62%

le théoréme central limite permet de dire quel X «~ N(90,0.042) pour N = 10000. On trouvera
donc la méme probabilité

P(X < 89.9) = 0.0087 — 0.87%.

Définition 22 On appelle variance empirique de l’échantillon (X1, Xa, ..., X,) de X , la sta-

tistique
1 o 2 L .
52 = EZ(Xi—X) — EZXE—XZ.
i=1 i=1
n
Sa réalisation est s%( = %Z (z; — &)? (qui est la variance de I’échantillon), aussi appelée
=1
variance observée.
2y _n—1 5
E (SX) T n T pop-

Calculons F (Sg—()

= 3 e + @] - [VE) + (BX))]
=1
= S V) + (BXOP] - o, —m?
=1
= V(X)+ (B(X))? %wap m? = g% + m? %Ugop m?

15



Conclusion 23 La moyenne des variances d’échantillon n’est pas la variance de la population,

mais la variance de la population multipliée par

. Bien str, si n est trés grand, ces deux

nombres seront trés proches l'un de ’autre.

2) Cas écart-type o de la population inconnu

A) Cas des grands échantillon (n > 30)

-Si la variance est inconnue, un grand échantillon permet de déduire une valeur fiable pour

2

Opop €1 calculant la variance de I’échantillon S?% et en posant

n 1 _
Opop = ——75% = Z(Xi—X)Q.

n > 30 _
Donc si - , X suit N/ <m, n S)

. n—1
Opop iNCONNDUE

B) Cas des petits échantillons : (n < 30)

On considére exclusivement le cas ou X suit une loi normale dans la population.

n < 30 X —-m

Si: , T'= suit une loi de Student & n—1 degrés de liberté, notée T,,_1.

Opop INCONNUE =1

Exercice 24 Le responsable d’une entreprise a accumulé depuis des années les résultats a un
test d’aptitude a effectuer un certain travail. Il semble plausible de supposer que les résultats
au test d’aptitude sont distribués suivant une loi normale de moyenne m = 150 et de variance
02 =100 : On fait passer le test & 25 individus de Uentreprise. Quelle est la probabilité que la

moyenne de [’échantillon soit entre 146 et 1547

Solution 25 On considére la variable aléatoire X moyenne d’échantillon pour les échantillons
de taille n = 25 : On cherche a déterminer P(146 < X < 154)

Nous sommes en présence d’un petit échantillon (n < 30) et heureusement dans le cas ou

- o
la variable X suit une loi normale. De plus, opep est connu. Donc X suit N <m, p0p> =

N
X -1
N (150,12). On en déduit que Z = TE)O suit N'(0,1).

16



La table donne

146 — 150 154 — 150

—_— << —
2 2

= 2P(0<Z<2)=2x(P(Z<2)—P(Z<0)=2x(0,9772-0,5).

P(146 < X<154):P< ):P(2<Z<2).

= 2x0,4772 = 0,9544.

2.4.1 Distribution de la variance d’échantillon S?—(

Supposons que X suit une loi normale.

On considére la variable

nS2 n 1 < _\9 n X, - X 2
V=—"=——-) (X;,-X)" = ( - ) :
Tpop  Tpop™ ZZ; ; T pop

D’aprés la décomposition de Sg—( :

o2 Tpop
pop n
X — X — 2
Ona: " N(0,1) = < : m) ~ x? (Khi-deux 1 degret de libérté).
Opop T pop

n
Xi —m . . .
D’ou g < ~ x2 (Comme somme de n carrés de variables aléatoires indépen-
o
i=1 pop
dantes normales centrées réduite)

T —m L —m )
O pop ~N (07 1) = O pop ~ X1-
NG Jn

17



D’ot, on en déduit :

2
Y:nSX

2

0_2 ~ Xn—-1
pop

) NS T 2 0—123017 2

c’est a dire SX ~

7 Xn—1

x2_; (Khi-deux n — 1degret de libérté)

o? ol
B(5%) = % (n—1) et Var (S%)

=2(n—1)-EF

n2
Exercice 26 On préléve 25 piéces dans une production industrielle. Une étude préalable a
montré que le diamétre de ces piéces suivait une loi gaussienne de moyenne 10mm et d’écart-

type 2mm. Entre quelles valeurs a-t-on 85% de chances de trouver l’écart-type de ces piéces?

Solution 27 Pour commencer, il faut déterminer o et 3 t.q.

nS?—( nS?—( nSg—(
9 pop 9 pop 9 pop
2 n.S2
= 17P(TX >ﬁ)—[1fP(TX > )]
pop pop
nSZ S2
= P(TX > ) —P(TX > ).
o
pop pop
2
On sait que 2X

~ X% | = X3, et alors on cherche dans la table du X*
Tpop

a 24 degrés de
liberté les valeurs o et 8 comme suit :

nS?—(
P(T > a) = 0.90

Zgoﬁ_) d’apres la table de X*
P(—% >p)=0.05

O pop

on trouve a = 15,659 et § = 36,415

18



et alors :

255%
P | 15.659 < —5= < 36415 | = 0.85.

P(2.5054 < S? < 5.8264) = 0.85.
P(1.58 < S < 2.41) = 0.85.

2.4.2 Distribution d’échantillonnage d’une proportion F

Soit une population comportant deux modalités A et B. Soit p la proportion d’individus
de la population possédant la modalité A. 1 — p est donc la proportion des individus de la
population possédant la modalité B.

On extrait de la population un échantillon de taille n. Soit X la v.a qui représente le nombre

d’individus dans I’échantillon ayant la modalité A.

X

Définition 28 La v.a. F = — s’appelle fréquence empirique. Sa réalisation f est la proportion
n

d’individus dans ’échantillon ayant la modalité A. O X est le nombre de fois ou le caractére

apparait dans le n—échantillon.

Par définition X suit B(n,p). Donc E(X) = np et Var(X) = npq.
i) Si la population est infinie ou si ’échantillonnage est non exhaustif (tirage

avec remise), on montre que :

— Loi de probabilité pour F
Sin est grand n > 30 et np > 15, ng > 15, on peut approcher la loi binomiale par

la loi normale de méme espérance et de méme écart-type. Donc F' suit approximativement

1-— F—
N (p, p(p)> , et la variable T' = 7]), suit alors approximativement la loi N'(0, 1).
n p(1-p)
n

1—
Et on écrit F' ~ N (p, M)

n

19



ii) Si I’échantillonnage est exhaustif (tirage sans remise) dans une population

finie (n > 0,05N)
N [p(l=p) |N—mn
F N(p, n N—1>

Exercice 29 Selon une étude sur le comportement du consommateur, 25% d’entre eux sont

influencés par la marque, lors de l’achat d’un bien. Si on interroge 100 consommateurs pris au
hasard, quelle est la probabilité pour qu’au moins 35 d’entre eux se d “eclarent influencés par la

marque !

Solution 30 Appelons F' la variable aléatoire : “proportion d’échantillon dans un échantillon de
taille 100”. Il s’agit ici de la proportion de consommateurs dans I’échantillon qui se d “eclarent
influencés par la marque. On cherche a calculer P (F > 0.35).

1l nous faut donc déterminer la loi de F'. Or np = 100 x 0.25 = 25 et ng = 100 x 0.75 = 75.

Ces deux quantités étant supérieures a 15, on peut considérer que F suit
1—
N (p, M) — N (0.25,0.0433) .
n

F—-02
On utilise la variable T = WOB; qui suit la loi N'(0,1). Il vient

P(F>035)=P(T>231)=05—-—P(0<T<231)=0.5—-0.4896 = 0.0104.
Conclusion 31 Il y a environ une chance sur 100 pour que plus de 35 consommateurs dans un

100— échantillon se disent influencés par la marque lorsque [’ensemble de la population contient

25% de tels consommateurs.

Exercice 32 Le directeur financier d’'une société sait par expérience que 12% des factures
émises ne sont pas réglées dans les 10 jours ouvrables suivant [’échéance. Il fait prélever un

échantillon aléatoire de 500 factures.

Exemple 33 Quelle est la probabilité qu’au moins 70 factures ne sont pas réglées dans le délais,

sachant quel’ensemble des factures pouvant étre étudiées est de plusieurs dizaines de milliers

Solution 34 Soit F' =" proportion d’échantillon dans un échantillon de taille 500",

20



P <F > 570(;)> =7- Distribution d’échantillonnage d’une proportion F, échantillonnage ez-
haustif (tirage sans remise) dans une population finie,

mais n < 0,05N, donc il ne faut pas tenir compte du facteur d’exhaustivité.

Ieep=0,12,g=1-p=1-0,12=0,88.

Comme n = 500 > 30, np = 500 x 0;12 = 60 > 15, ng = 500 x 0,88 = 440 > 15 =

approximation de la loi binomiale par la lot normale

N N(ﬁ p“n_”)”@”’ W)ZMO,u,o,ow)

500
139 — 0,12
2) P >0 _ pys 01392012
70 0,015
0,019

= 1—P<Z< ):l—P(Z<1,27):1—<I>(1,27):1—0,8997z0,1

0,015

10% de chances pour que plus de 70 factures dans un 500 échantillon soient

&Q

non réglées dans le délais.
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Chapitre 3

Estimation de Parameétres

3.1 Introduction

L’estimation consiste a donner des valeurs approchées aux parameétres d’une population
(p, 1y 02) ou (proportion, moyenne, variance) & partir des données de 1’échantillon (f, Z, s2).
Dans les problémes d’estimation, on cherche a se faire une idée de la valeur d’'un parameétre
inconnu de la population meére & partir de données observées dans un échantillon - induction
du particulier au général.

L’objectif est d’obtenir une bonne estimation de m = u, p et o a partir de z, f et s, compte
tenu de 'existence d’une dispersion dans la distribution d’échantillonnage.

On supposera vérifiée I’hypothése d’échantillonnage aléatoire simple. La statistique inféren-

tielle peut se résumer par le schéma suivant :
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POPULATION — ECHANTILLON — CARACTERISTIQUE
P M o’ taille n DE L'ECEAN:I’IL.LON
fx,s
Echantillonnage Déduction
aléatoire Statistique descriptive

Inférence statistique

FiG. 3-1 — Statistiques Inférentielle

Dans cette section nous allons définir un estimateur et nous allons étudier ses propriétés
statistiques. Les méthodes utilisées pour déterminer un estimateur d’un parametre seront pré-
sentées dans le chapitre suivant

Les méthodes d’estimation se divisent en 2 grandes catégories :

1. |L’estimation ponctuelle : on estime la valeur du parameétre inconnu de la population

meére par un seul nombre a partir de I'information fournie par 1’échantillon.

2. |L’estimation par intervalle de confiance : on estime un paramétre d’une population
donnée par deux nombres qui forment un intervalle & I'intérieur du quel le paramétre de

la population a de grandes chances de se trouver.

Les estimations par intervalles indiquent la précision d’une estimation et sont donc préfé-

rables aux estimations ponctuelles.

3.2 Définition d’un estimateur

Soit (X7, ..., X},) un échantillon aléatoire indépendant et identiquement distribué de méme

loi que X, X — L (0) ou la loi L est supposé connu et le parameétre 6 est inconnu
Définition 35 Un estimateur de 6, noté 0, est une statistique 0 = T (X1, Xa, ..., X).

Toute valeur T'(x1, x9, ..., x,) de cet estimateur 6 est appelée une estimation de 6
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- Il importe de faire la distinction entre 'estimateur de 6 (qui est une variable aléatoire
réelle ) et 'estimation de 6 qui est une grandeur numeérique.

- On désignera souvent un estimateur quelconque de 6 par le symbole 0 (ou par 0, pour
rappeler que la taille de I’échantillon est n)

L. 1 & .
Exemple 36 1) 0 = X = -~ ;Xi (Estimateur de ), 0 ~ N <(9, \;%)

n
Q) p=z= Z x; (Estimation)
i=1

S|

3.3 Propriétés d’un estimateur

3.3.1 Estimateur sans biais :

Soit # un estimateur de 6.
Définition 37 On dit que 0 est un estimateur sans biais du paramétre 0 si E[0] = 0

— El0] : esperance mathematique de. 6

— Un estimateur de 6 est dit asymptotiquement sans biais si lim E [9] =40
n—~aoQ

3.3.2 Estimateur convergent :

Théoréme 38 On dit que 0 est un estimateur convergent de ssi

lim E[0] =0
lim V[ =0

Définition 39 0 est dit biaisé si E[0] # 0 et b <9> = E[0] — 0 s’appelle le biais de 0.

Définition 40 Soient 91 et 92 deux estimateurs sans biais de 0. 91 est dit plus efficace que 92
siV (él) <V (é2>
2

» On utilise souvent S2 pour estimer o2.
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Perte quadratique : C’est I’ “ecart au carré entre le parameétre et son estimateur :

Risque d’un estimateur :C’est la moyenne des pertes

R (0.0) = | (o-0)").

R (é, 9) =F [(0 — é) 1 est le risque quadratique moyen.

3.4 Estimation ponctuelle des paramétres usuels

On souhaite estimer un parametre 6 d’une population (cela peut étre sa moyenne g, son
écart-type o, une proportion p).
3.4.1 Estimation ponctuelle de la moyenne de la population

Soit (X1, X2, ..., X,) indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) n observations de

X ~ N (u,0) ou grand échantillon (n > 30). Vi = I,n E(X;) = p, V(X;) = o2

Théoréme 41 La variable aléatoire X définie par

1 n
X:EZXi

=1

est un estimateur convergent et sans biais de p

Preuve. 1) Estimateur sans biais
1 ¢ 1 (< 1 ¢
s (1) e (5) -
1= 1= =

La moyenne empirique calculée sur un échantillon est une bonne estimation de la moyenne
dans la population.

2) Estimateur convergent en probabilité :
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-Cas : population infinie ou tirage non exhaustif :

_ 1 < 1 — 1 <
V(X) = S}:V(nZXi>=n22 n—z —0
=1 =1 =1 n—>oo

= V(X)=5% —0

n—auoo

-Cas : population finie et tirage exhaustif (sans remise) :

2
V_g_oN-nN-n_ . n o) g2
V(X)—SX—nN_l,N_1~1 N~1,V(X)—S)£_)OOO

3.4.2 Estimation ponctuelle de la variance et de 1’ “ecart-type de la popula-

tion

e Cas : u connue

Soient X1, X, ..., X, n v.a indépendantes de méme loi de moyenne p et de variance o2.

Théoréme 42 La variable aléatoire S%, d efinie par

1
SeQCh = EZ(Xl - M)Q

i=1

est un estimateur convergent et sans biais de o2uniquement si W est connue.

Preuve. En effet

1- Sech est sans biais
In oy 1 5
=P L X2 it
=1 =1
E<2X2>—2 ZE(X)JF/E
i=1

S|

S|

ZE X2>
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Or par définition :

Donc

Finalement :

1
E (Sgch) == ;Z (02 +M2) —p? =0’

i=1
Donc si p est connue alors Sezch est un estimateur sans biais de 2.

2-Estimateur convergent

ViSea) =V <111 Zn: (i - “)2> = % Zn:V (X = )]
=1 :

- 4 > (-0 - [ -]

_ 1 [E ((X - u)4> - {E (X — “)2}2] — 0 lorsque n — oo.

n

Cas : u inconnue

En général on ne connait pas, p on le remplace par son estimateur sans biais : X et on
introduit la variance

empirique associée

n

1 _
5’?—( = - Z (Xi - X )2 : la variance calculée sur 1’échantillon.
i=1
Théoréme 43 La variance empirique S?—( est un estimateur biaisé et convergent de o®. Il est

asymptotiquement sans biais. Avec
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Théoréme 44 La variance empirique corrigée :

2 _ 1 & v\ 2
Sc_n—lz(Xl X) _<n—1>s

=1

est un estimateur sans biais et convergent de la variance de la population o>

e Sin grand, £ (S?—() ~F (Sg) et on préfére

e Si n petit, on préfére

Exemple 45 Les priz d’un article en 5 différents marchés d’une région donnée sont

¢t |1 (2 |3 [4 |5
x; | 75| 82|83 | 78|80

Calculer les estimations ponctuelles de la moyenne et de I’ ecart-type

Solution 46 L’effectif n = 5 de [’échantillon est inférieur & 30 et la moyenne i et la va-
riance o2 de la population sont inconnus. On utilise les expressions d’estimation ponctuelle les

sutvantes : 5
3985
Moyenne : & = éz =79,6

Ecart-type : 6pop =

? 1 2 3 4 5) Total

On ajoute encore une ligne a la table : | z; | 75 82 83 78 80 398

A _ 31722—-54-6336,16 __
= Gpop = |/ SH20LE3616 _ 391

x? | 5625 | 6724 | 6889 | 6084 | 6400 | 31722
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3.4.3 Estimation ponctuelle de la proportion de la population :

Soit une population comportant deux modalité A et B. Soit p la proportion d’individus
possédant la modalité A. 1 — p est donc la proportion des individus possédant la modalité B.
On extrait de la population un échantillon de taille n. Soit la variable aléatoire Y : nombre

d’individus dans I’échantillon ayant la modalité A

Exemple 47 Par exemple, o l'issue d’une chaine de fabrication, un article est défectueuz avec
la probabilité p, non défectueux avec la probabilité 1 — p = q. Pour chaque article fabriqué, on
peut définir la variable aléatoire X : lorsque larticle est défectueux, X prend la valeur 1 et
P({X =1}) = p, lorsque l’article n’est pas défectueuxr, X prend la valeur 0 et P ({X = 0})
= q. X suit une loi de Bernoulli de paramétre p. Considérons un n-échantillon aléatoire simple
de cette variable X soit X1, Xo, ..., X,, de réalisation x1,xs,...,T,. Ces n variables aléatoires
indépendantes suivent toutes la méme loi, celle de X, c’est-a-dire B (p). Leur somme Y =

X1+ Xo+ ... + X, suit une loi binomiale de paramétres n et p,
Y ~B(n,p) et P({Y =k}) = CkpF (1 —p)"F,

pour k vartant de 0 a n

.. ) . Y Xi+..+X .
Définition 48 La variable aléatoire F = — = 21T T 4n s’appelle fréquence empirique, sa
n n

1 2
nn

dont on connait la distribution de probabilité : P ({Y = k}) = CkpFq" % ¢=1—1p

réalisation f est la proportion d’individus dans I’ "echantillon ayant la modalité A.

Cette variable fréquence est une variable aléatoire dont I'univers image est {0,

La réalisation de cette variable fréquence est f = x1 + ... + z,, c’est-a-dire la fréquence de
l’échantillon ou encore fréquence (ou pourcentage) des articles défectueux dans I’échantillon.
—Espérance de la variable fréquence F' : on sait que F' = % et E(Y)=FE(X1)+...+
E (X,,) = np donc
E(F)=p

—Variance de la variable F' : on a V (Y) = npq donc

V(F)= 5% = %v (Y) = p(ln_ D)
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Donc F' est un estimateur sans biais et convergent de p.

1. Pour toute n > 30 la distribution des fréquence suit approximativement la loi

normale N (p, p(l—p)> )

n

2. La proportion f observée sur I’échantillon est une estimation ponctuelle de la

proportion p de la population

3.4.4 Deéterminer sp , lorsque la proportion p de la population mére n’est

pas connue.

» L’idée donc est de remplacer p par son estimateur sans biais f ,on obtient :

1—
v(F)=s%= fa=7 tirage avec remise
n
1—-f)N—
v(F)=s%= fa=1 ~ 711 tirage sans remise (n > 0.05V)
n —

Exercice 49 Dans une population d’ etudiants AES, on a prélevé ind "ependamment 2 échan-
tillons de taille n1 = 120, no = 150. On constate que 48 étudiants du 1-er échantillon et 66 du
2-éme ont une formation scientifique secondaire. Soit p la proportion d’ etudiants ayant suivi

une formation scientifique. Calculer 3 estimations ponctuelles de p.

e 48 66 48 + 66
Solution 50 F = . f{ = = — 04, fy = — — 044, fs= — 20 _(.422
otutron 2= 10 2= 155 3= 50 150

3.5 Meéthode d’estimation par intervalle de confiance

Dans le cadre de I'estimation ponctuelle, on associe un nombre, une estimation a un pa-
rameétre dont la valeur est inconnue. La précision de cette estimation peut étre déterminée en
calculant un intervalle de confiance pour ce parameétre, c’est-a-dire un intervalle contenant la
valeur inconnue du parameétre avec une grande probabilité donnée.

Soit X une variable aléatoire dont la loi dépend d’un parametre 6 inconnu. Soit (X1, Xo, ..., X5,)

un n-échantillon issu de X et a €0, 1].

Définition 51 On dit que [C1,C3] est un intervalle de confiance, de niveau 1 — «, (ou de
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seuil &) du paramétre 0 si on a
P({C&SQSCQ}):l*Oé

Les bornes de Uintervalle Cy et , Cy sont les statistiques basées sur I’échantillon aléatoire. A
priori C; et Cs sont des variables aléatoires, une fois les réalisations de ’échantillon obtenues,
on dispose des valeurs numériques z1, x2, ..., T,. On remplace C; et Cy par leurs réalisations et
on obtient les bornes de l'intervalle recherché. Cet intervalle est une réalisation de I'intervalle
de confiance [C1, Cs].

— Plus le niveau de confiance est élevé, plus la certitude est grande que la méthode d’esti-

mation produira une estimation contenant la vraie valeur de 6
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Remarque 52 1) Les niveaux de confiance les plus fréquemment utilisés sont 90%, 95%, 99%
2) « est appelé le seuil (le risque), on choisira dans la plupart des cas un risques symétriques,
c’est-a-dire tels que

P{#<Ci})=P({0>Cy}) = %

3) Si on augmente le niveau de confiance 1 — o, on augmente la longueur de l'intervalle.

3.5.1 Intervalle de confiance pour une moyenne

Supposons qu’une variable aléatoire X suit la loi normale de moyenne m = E(X) inconnue
et de variance connue 02 : X — N (m, 02) m est donc le parameétre inconnu que ’on cherche
a estimer.

On cherche & estimer m et ’encadrer entre deux valeurs & un certain niveau de confiance
1 — « tel que :

P({ClSmSCQ}):l—OZ

Soient X1, Xo, ..., X;,, n variables aléatoires de lois normales et indépendantes.

La statistique utilisée pour construire cet intervalle de confiance et pour trouver les valeurs

Ch et Oy est - B B
X—-EX) X-m
7 = 5 = —F—.
Vn vn
- Xi1+...+X _
Avec X = 21t tAn Son choix est justifié par le fait que X est le bon estimateur

n
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ponctuel de m (estimateur sans biais, convergent et efficace) et que

_ X

o m
X~N<m,\/ﬁ> et Z = ~ N (0,1)

Sl

On a donc :

P —zag)i%mgza =1—-«
T s 2

()

PlX x 2 < <X+ x 2 1
—z —<m z — | =1-«
R

Avec zq est le fractile de la loi N (0,1) d’ordre 1 — a.

2
On obtient alors le théoréme suivant :

2

Théoréme 53 (IC pour ’espérance d’un échantillon gaussien, 0 connue) Si X;, Xo......

est un échantillon gaussien d’espérance inconnue m = pi et de variance connue o > 0, alors

X—Za X+ZOé )

f f

est un intervalle de confiance de niveau 1 — a ot la valeur zo est lue dans la table normale

centrée réduite N (0,1) telle que @ | zao | =1 —

2

| Q

Exemple 54 Soitn =100, c =25 etz =11.5
Donner un intervalle de confiance de niveau 0.95 pour m

Ici, « = 0.05 et 1 — % = 0.975. Le quantile d’ordre 0.975 de la loi N (0,1)
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est zay = 1,96. L’intervalle de confiance est :

2

115 — 1.9622 115 + 1,962
A T1T) M

100
doncm € [11.01,11.99]

feo T

0,025 0,025

I I
- 1,96 0 1,96

— Cas : 02 inconnue

Pour des échantillons de taille n < 30 extraits d’une population suivant une loi normale

d’écart-type inconnu, on utilise la distribution ¢ de Student pour déterminer l'intervalle de
confiance de la moyenne.

Lorsque la variance 2 est inconnue on doit d’abord estimer la moyenne m pour estimer o

2
1 < 2
. s Q2 o
— Estimateur sans biais : S7 = 1 El (Xi — X)
1=

1 n
~ Estimation : s2= —— Y (z; — 2)?
n—1 prt
Dans ce cas, la distribution d’échantillonnage de X a pour moyenne F (X' ) = m et de
variance estimée
2
Var (X) = =%
(%) =5

La statistique de test : T' = chm ~ T(p—1) Student.

NG

On peut alors écrire

| Q




On trouve l'intervalle de confiance de niveau 1 — « pour y :

Se
X—taf X-i—toz\/—

Avec to est le fractile de la loi de student a n — 1 ddl d’ordre 1 — %

Alors nous avons le théoréme suivant :
Théoréme 55 (Espérance d’un échantillon gaussien, variance inconnue) Si X1, Xo,..., X,
est un échantillon gaussien d’espérance inconnue m et de variance inconnue o2 > 0, alors

X—taS X—l—tas

NIRRT

est un intervalle de confiance au niveau 1 — «a de m ot S, est un estimateur de o et la valeur
ta est lue dans la table de Student a k =mn — 1 dégrés de liberté (ddl) 1 —

2
Exemple 56 Un examen de probabilité est organisé pour promotion trés nombreuse on extrait
un échantillon de 4 notes

12.5, 10 ,14.5, 14.

Déterminer lintervalle de confiance a 95% pour la moyenne de tout la promotion
Solution 57 n =4 < 30, en utilisant la distribution t de student on a :

Se

m &€ :B—t005 .’E—i—toos

g+ e U2

et niveau de confiance 1 —a = 0.95=a=0.05 et ddl =k =3, on a
toos = tgp25 = 3.182
2

et T =12.75, S% = 4.08 est une estimation de la valeur inconnue o2, donc

V/4.08 V/4.08
m € |12.753 — 3.182——,12.753 + 3.182——
Vi V4

m € [9.535,15.964]
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Exemple 58 On suppose que le taux de cholestérol X d’un individu choisi au hasard dans
une population donnée suit une loi normale. Sur un échantillon de 20 individus, on constate
la moyenne des tauz observés est & = 1.55(gr pour millr). On constate aussi une variance
empirique S? = 0.25.

Donner un intervalle de confiance pour la moyenne m au niveau de confiance 0.957

Remarque 59 Lorsque la population est distribuée normalement, que o n’est pas connu et que
léchantillon est de faible taille (n < 30), on se référe a la loi de Student Fisher.
Approximation : si la taille de ’échantillon est grande (n > 30) alors on peut remplacer

la valeur du fractile to de Student a (n— 1) ddl : par celle du fractile zow de la loi normale

2 2
centrée-réduite N (0,1).

3.5.2 Intervalle de confiance pour une proportion p inconnue

Pour construire l'intervalle de confiance d’une proportion p (inconnue) des individus possé-
dant un certain caractére appartenant a une population infinie (ou finie si le tirage s’effectue
avec remise), on utilise f , proportion calculée dans un échantillon de taille n. Si n est faible

on utilise les tables de la loi binomiale puisque : nF' ~ B (n,p) , ou on utilise 'abaque.

1 _
Si n est suffisamment grand généralement n > 30 : F' ~ N (p, M)
n

1 n
6 F == X; X; ~
ol - Z avec B (p)

i=1
1 si succés avec p
et Xl =
0 si echec avec 1 — p
1-— 1-—
E (F) =p et la variance V (F) = p(l=p) estimée par son estimateur Fa=7
n n
F—f
— La statistique de test : ————— ~ AN (0,1
a ra—p MO
n
— On peut alors écrire :
F_
P —ZQ S f = 1 —
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— On en déduit l'intervalle asymptotique de confiance de niveau (1 — «) de p :

pe |rmsa [T gy [TO-D)
2 2

Cette approximation de la loi Binomiale par la loi Normale n’est valable que lorsque

n > 30, np > 5, ng>>

Remarque 60 On peut élargir cet intervalle, en remarquant que f (1 — f) est maximal pour

f=1/2 et vaut 1/4. On aura :

1 1
f_%zgmf_'—%zg
2 2

Est un intervalle de confiance de p au seuil de confiance 1 — «

(cet élargissement n’est acceptable que si 0,3 < f <0,7)

3.5.3 Marge d’erreur dans P’estimation de p
Cas de I’échantillon indépendant (non exhaustif)

La formule donnant la taille “n” minimum de ’échantillon est la suivante

zaf (1= f)

Sa réciproque (Marge d’erreur dans ’estimation de p)

N i)
— n
2

Remarque 61 FE est un pourcentage c’est la marge d’erreur qu’on se donne
Exemple 62 Les responsables d’une étude de marché ont choisi au hasard 500 femmes dans

une grande ville et ont constaté que 35% des femmes retenues dans l’échantillon préférent utiliser
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une marque de lessive A plutot que les autres. Ils veulent déterminer intervalle de confiance a

95% de la proportion des femmes de cette ville qui préférent la marque de lessive A

Solution 63 f =0:35) s = % = 0.021331 :

P(0.35 — 1.96 x 0.02133 < p < 0.35 + 1.96 x 0.02133) = 0.95

L’intervalle de confiance est donc [0.3082,0.3918]. Il y a donc entre 30.82% et 39.18% des

femmes de cette ville qui préférent la marque de lessive A (avec un risque de 5% de se tromper).

Exemple 64 Les responsables d’une étude de marché ont choisi au hasard 500 femmes dans
une grande ville et ont constaté que 35% des femmes retenues dans I’échantillon préférent utiliser
une marque de lessive A plutot que les autres.

Supposons qu’avant de tirer I’échantillon, les responsables de I’étude aient d “ecidé d’estimer
la proportion p a £2% pres.

Quelle devrait étre dans ce cas la taille minimale de I’échantillon & tirer, en désirant toujours

avoir un intervalle de confiance a 95% et en considérant que f = 0.35

Solution 65 Pour avoir la proportion a 2% pres, il faut que :

1.96\/M —0.02

n
= (1.96)2 0'3512& — (0.02)?
1.96)% x 0. :
D (E 8;;? “O _ 918491 ~ 2185
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