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Td1l Corrigée

Solution 1 On a

1
fleth) = S@+n)TA@+h) = (@+h)T
1 1 1 1
= §xTAx + 5hTAh + 5a;TAh + §hTAac —(z+h)T

1
= f(@)+ Az -b)Th+ 5hTAh.
De plus,
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ce qui montre que h® Ah = o (h)

Solution 2 On résout :

. —3y? +22=0 xz%yz z=0
VJ(z,y)O@{ély?,_ny:O @{ 329 ©

2. Soitt € R. On a J (tdy,tds) = t*d5 — 3t3d d3 + t2d3.
Supposons dy # 0. Puisque

Y (t) = 4t3ds — 9t3d1d3 + 2d3t et " (t) = 12t2dy — 18td1d> + 2d2,

on a ' (0) =0 et " (0) = 2d3 > 0, donc 0 est un minimum local de 1. Si
di =0 etdy #0, alors J(0,tds) = t*d} et 0 est un minimum local de 1. Enfin,
le cas d = 0 est trivial. La conclusion attendue s’ensuit.

3. Soit (z,y) € R? tel que x = y>. Alors, J(x,y) = —y* et il est alors
clair que J (z,y) < J(0,0) si x = y* et y est suffisamment proche de 0. Par
conséquent, 0 est un max local de la restriction de J a cette parabole.

4. On a HessJ (z,y) = <—26y 12y_26—ny) et HessJ (0,0) = (g 8)
Puisqu’une valeur propre de la hessienne en (0,0) est nulle, on ne peut rien
conclure de ce calcul. En revanche, les deux questions précédentes prouvent que
(0,0) est un point selle de J.

Solution 3 La fonction f est dérivable dans R? car composition de fonctions
dérivables. Les



dérivées partielles

Vf (x,y) = (8xf (xvy)’ayf (x’y)) ( Y +xyef”y 1‘2€zy)

sont elles-mémes dérivables dans R? car composition de fonctions dérivables.
La fonction f est de classe Cy sur R? et donc elle est différentiable dans R?.
En particulier elle est différentiable au point (1,0). Dés que la fonction est
différentiable, elle admet une linéarisation au voisinage de (1,0)

f(x,y) = f(170)+('75_1)8$f(1v0)+yayf(170)+0( (w—1)2+y2),
flz,y) = 1+(x—1)+y+o( (x—1)2+y2>:m+y+o( (x—1)2+y2)

Cette linéarisation est valide localement, au voisinage du point (1,0), et pas
dans tout R?> | Pour approcher la valeur f (1.1,—0.1) on calcule:

f(11,-01)~11-01~1

Solution 4 8( ) ) 8( ) )
xy~e®Y zy-ey
o dx + ay

ou en passant par la régle de Leibniz

d (:zryzexy) =

dy

d (xyzexy) = (y2 + myB) e“Ydx + (Qxy + x2y2) e™dy

Si on pose h(u,v) = (v,uv?) = (z,y) c. ad. z=vety=uv?, onaG=foh
et donc

et~ FwoZuo+Fwo?wy
= 20w?.0+ (v — 2uv )
= (1—2u)v!

0G (u,v) of Oz

ov ox

=4fww7w>+§ww@mw
= 2uuv? 1—|—('U —2uv)

= duv* (v — )
. 2 N x:tQ
Si on pose 7y (t) = (t ,3t) = (z,y), c.a d. y=3t ona H= fo~ et donc

dH (t d(fo 9 : 9 -
0= WD ) = e anya o+ a0
= 20°3t.2t+ (t* —6t) .3
= 24t* — 18t

On veut calculer les dérivées de g o f, donc on applique la régle de la chaine:



Og (zy 0 (zy?

CF) o 260
= Vayy?

dg (zy?) 5 9(zy?)

2- Soit (z,y) = h(u,v) = (z (u,v),y (u,v))

ox ox
o = (& £)= (3 o)

ok of 0

) = L) 22 ) + L (0 () 22 ()
= ( ,v)° 0+2m(u v)y (u,v) v

ok B af Jy

) = L) 52 ) + 5L () 2 ()
= ( v)? 1+2x(u v)y (u,v) 2uv

3- En alternative, on peut passer par les matrices Jacobiennes.
Puisque

(# @y F@y)=(* 20
Solution 5 on a
ey = Tfh(u)-Th(uv)
0?20y ) (1 g)-

v° 2uv

= (yZ.O +2xy0? Y21+ 2xy.2uv)
= (20% (w,0)y (wv) y(u,)® +duve (u,0)y (u,0))

8- On veut calculer la dérivée de la fonction f oy, donc on applique la régle de
la Chaine:

d(ziv)(t) _ W gi( ORTOEIORS CIORTONI0

=y ) + 22Oy 1)y (1)

Solution 6 Déterminons les points critiques de f, en tout point x = <§1> on
2

a

ngfl (,y) = z2(1 — x120 — Qx%)@—mf—rlrz—rg
2 2
ngQ (xvy) = xl(]. — 1T — 2x%)e‘$1—$1I2—w2



Le systéeme d’équations aanl (z,y) =0 et 8f - (z, ) = 0 admet les solutions :

iy = '(0,0), F) = "(1L,-1), d = (-11), 3 = * (\/5.\/2) i) =
K (*\/g, f\/g) D’autre part, on a :

O f (w1,22) (A(xlny) B(I1,$2)>
Oxiza  \C(z1,22) D(z1,22)

Az, 22) = 29 (4:16? + 4222 + 2103 — 621 — 2{E2)

B(z1,22) = 21 (41}% + 423 + x%xg — 22 — 6302)

C(z1,22) = (1 — 202 — 3z129 — 227 + 21‘%332 + 5x?xd + 2x123).
Déterminons la nature de Z(1y. On a :

82
(97:1"]; (fﬁ(l)) =0 et det (H2f(§1‘(1))) =-1
1

On en déduit que &1y = *(0,0) n'est ni un minimum ni un mazimum.
Déterminons la nature de * (1,—1). On a

of . _ . el et _
Tx% (.7}(2)) =3¢ 1>0 et det (H2f (.13(2))) = -1 301 | T 8¢ 2
On en déduit que T3y = * (1, —1) est un minimum local.
Déterminons la nature de Z(4y. On a
of . 5e~1 . _Bset et 8
3730% (13(4)) = — <0 et det (H2f (13(4))) = _é B ﬁ = 56 2
3 3

On en déduit que T4 = t (\/g, \/%) est un maximum local

Solution 7 L’ensemble S est un convezxe si
VX, X € S,V € ]O, 1[ X+ (1 — /\)Xg € S.

Soit X1, Xs deux vecteurs de S, alors
X1 €85 = X1 = (x1,y1) € R? tel que y; — 22 >0
X5 € 81 = Xy = (w2,92) € R? tel que yo — 23 >0,
on obtien

AX14+(1 = X)X = Az, y1)+(1 = A) (22, 92) = Az + (1= A @2, Ays + (1= A) o) € R?

Dy + (1= A o] — Pz + (1= A) 2] Dy + (1= A) 2] — [A%f F(1-N222 20 (1- ) mg}

> Da?+(1-Na2] - {A%c% F (-2 +20(1 - )\):clxg}
> A1-=Nz2+ ) ( — N 22 =22 (1 = \) z120

= A1=)) (2] 4 23 — 22122)

= A (1 )\) ($1 — l‘g) >0 V({ELJ?Q) S R?



d’ot le résultat.

L’ensemble S est un conveze siV (X1, X2) € S,VA €]0,1[ et AX;+(1 — X) Xz €
S.

Soit X1, Xs deux vecteurs de Ss, alors

X1 €8 = X, = (x1,y1) €ER? tel que x1 > 0,91 >0y +21 <1

Xy €8, = Xy = (22,y2) € R? tel que 2 > 0,y2 > 0 yp + 22 < 1

on obtien:

AX) + (1= X)X = Az + (1= A) 2o, Ays + (1 — A) g) € R?

avec Ax1 + (1 —=XN) w2 >0 carzy >0, 20 >0X€]0,1], et (1 —X) €]0,1]
de plus

A1+ I —=Nze+ A +1 =Ny = Azi4+y)+ Q=X (z2+y2) <1
= )\X1+(1—)\)X2652

et donc Sy est un convexe



