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Td1 Corrig�ee

Solution 1 On a

f(x+ h) =
1

2
(x+ h)TA(x+ h)� (x+ h)T b

=
1

2
xTAx+

1

2
hTAh+

1

2
xTAh+

1

2
hTAx� (x+ h)T

= f(x) + (Ax� b)Th+ 1
2
hTAh:

De plus,

0 �
��hTAh��
khk2

�
h2 kAk2
khk2

= kAk2 khk2 ;

donc lim

��hTAh��
khk2

= 0

ce qui montre que hTAh = o (h)

Solution 2 On résout :

rJ(x; y) = 0,
�
�3y2 + 2x = 0
4y3 � 6xy = 0 ,

�
x = 3

2y
2

y3 = 0
,
�
x = 0
y = 0

2: Soit t 2 R. On a J (td1; td2) = t4d42 � 3t3d1d22 + t2d21:
Supposons d1 6= 0. Puisque

 0 (t) = 4t3d42 � 9t2d1d22 + 2d21t et  00 (t) = 12t2d42 � 18td1d22 + 2d21;

on a  0 (0) = 0 et  00 (0) = 2d21 > 0, donc 0 est un minimum local de  . Si
d1 = 0 et d2 6= 0, alors J(0; td2) = t4d42 et 0 est un minimum local de  . En�n,
le cas d = 0 est trivial. La conclusion attendue s�ensuit.
3: Soit (x; y) 2 R2 tel que x = y2. Alors, J (x; y) = �y4 et il est alors

clair que J (x; y) < J (0; 0) si x = y2 et y est su¢ samment proche de 0. Par
conséquent, 0 est un max local de la restriction de J à cette parabole.

4: On a HessJ (x; y) =

�
2 �6y
�6y 12y2 � 6x

�
et HessJ (0; 0) =

�
2 0
0 0

�
.

Puisqu�une valeur propre de la hessienne en (0; 0) est nulle, on ne peut rien
conclure de ce calcul. En revanche, les deux questions précédentes prouvent que
(0; 0) est un point selle de J .

Solution 3 La fonction f est dérivable dans R2 car composition de fonctions
dérivables. Les
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dérivées partielles

rf (x; y) = (@xf (x; y) ; @yf (x; y)) =
�
exy + xyexy; x2exy

�
sont elles-mêmes dérivables dans R2 car composition de fonctions dérivables.
La fonction f est de classe C1 sur R2 et donc elle est di¤érentiable dans R2.
En particulier elle est di¤érentiable au point (1; 0). Dès que la fonction est
di¤érentiable, elle admet une linéarisation au voisinage de (1; 0)

f(x; y) = f(1; 0) + (x� 1)@xf(1; 0) + y@yf(1; 0) + o
�p

(x� 1)2 + y2
�
;

f(x; y) = 1 + (x� 1) + y + o
�p

(x� 1)2 + y2
�
= x+ y + o

�p
(x� 1)2 + y2

�
Cette linéarisation est valide localement, au voisinage du point (1; 0), et pas
dans tout R2 ! Pour approcher la valeur f (1:1;�0:1) on calcule:

f(1:1;�0:1) � 1:1� 0:1 � 1

Solution 4

d
�
xy2exy

�
=
@
�
xy2exy

�
@x

dx+
@
�
xy2exy

�
@y

dy

ou en passant par la régle de Leibniz

d
�
xy2exy

�
=
�
y2 + xy3

�
exydx+

�
2xy + x2y2

�
exydy

Si on pose h (u; v) =
�
v; uv2

�
= (x; y) c. à d. x = v et y = uv2, on a G = f � h

et donc

@G (u; v)

@u
=

@f

@x
(u; v)

@x

u
(u; v) +

@f

@y
(u; v)

@y

u
(u; v)

= 2vuv2:0 +
�
v2 � 2uv2

�
v2

= (1� 2u) v4

@G (u; v)

@v
=

@f

@x
(u; v)

@x

v
(u; v) +

@f

@y
(u; v)

@y

v
(u; v)

= 2vuv2:1 +
�
v2 � 2uv2

�
:2uv

= 4uv2 (v � u)

Si on pose  (t) =
�
t2; 3t

�
= (x; y), c.à d.

�
x = t2

y = 3t
, on a H = f �  et donc

dH (t)

dt
=

d (f � )
dt

(t) =
@f

@x

�
t2; 3t

�
_x (t) +

@f

@y

�
t2; 3t

�
_y (t)

= 2t23t:2t+
�
t4 � 6t

�
:3

= 24t4 � 18t

On veut calculer les dérivées de g � f , donc on applique la régle de la cha¬ne:
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1-

@g
�
xy2

�
@x

= g0
�
xy2

� @ �xy2�
@x

=
p
xy2y2

@g
�
xy2

�
@y

= g0
�
xy2

� @ �xy2�
@y

=
p
xy2

�
x2 � 2xy

�
2- Soit (x; y) = h (u; v) = (x (u; v) ; y (u; v))

Jh(u;v) =

�
@x
@u

@x
@v

@y
@u

@y
@v

�
=

�
0 1
v2 2uv

�

@k

@u
(u; v) =

@f

@x
(h (u; v))

@x

@u
(u; v) +

@f

@x
(h (u; v))

@y

@u
(u; v)

= y (u; v)
2
:0 + 2x (u; v) y (u; v) v2

@k

@v
(u; v) =

@f

@x
(h (u; v))

@x

@v
(u; v) +

@f

@x
(h (u; v))

@y

@v
(u; v)

= y (u; v)
2
:1 + 2x (u; v) y (u; v) 2uv

3- En alternative, on peut passer par les matrices Jacobiennes.
Puisque �

@f
@x (x; y)

@f
@y (x; y)

�
=
�
y2 2xy

�
Solution 5 on a

Jk(u;v) = Jf(h(u;v)):Jh(u;v)

=
�
y (u; v)

2
2x (u; v) y (u; v)

�
:

�
0 1
v2 2uv

�
:

=
�
y2:0 + 2xy:v2 y2:1 + 2xy:2uv

�
=

�
2v2x (u; v) y (u; v) y (u; v)

2
+ 4uvx (u; v) y (u; v)

�
3- On veut calculer la dérivée de la fonction f � , donc on applique la régle de
la Chaîne:

d (f � )
dt

(t) =
df (x (t) ; y (t))

dt
=
@f

@x
(x (t) ; y (t)) _x (t) +

@f

@y
(x (t) ; y (t)) _y (t)

= y (t)
2
_x (t) + 2x (t) y (t) _y (t)

Solution 6 Déterminons les points critiques de f; en tout point x =
�
x1
x2

�
on

a : (
@f
@x1

(x; y) = x2(1� x1x2 � 2x21)e�x
2
1�x1x2�x

2
2

@f
@x2

(x; y) = x1(1� x1x2 � 2x22)e�x
2
1�x1x2�x

2
2
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Le système d�équations @f
@x1

(x; y) = 0 et @f
@x2

(x; y) = 0 admet les solutions :

x̂(1) =
t(0; 0); x̂(2) =

t (1;�1) ; x̂(3) = t (�1; 1) ; x̂(4) = t
�q

1
3 ;
q

1
3

�
; x̂(5) =

t
�
�
q

1
3 ;�

q
1
3

�
. D�autre part, on a :

@2f (x1; x2)

@x1x2
=

�
A(x1; x2) B(x1; x2)
C(x1; x2) D(x1; x2)

�
A(x1; x2) = x2

�
4x31 + 4x2x

2
1 + x1x

2
2 � 6x1 � 2x2

�
B(x1; x2) = x1

�
4x32 + 4x1x

2
2 + x

2
1x2 � 2x1 � 6x2

�
C(x1; x2) = (1� 2x21 � 3x1x2 � 2x21 + 2x31x2 + 5x21x22 + 2x1x32):
Déterminons la nature de x̂(1). On a :

@2f

@x21

�
x̂(1)

�
= 0 et det

�
H2f(x̂(1))

�
= �1

On en déduit que x̂(1) = t (0; 0) n�est ni un minimum ni un maximum.
Déterminons la nature de t (1;�1). On a

@2f

@x21

�
x̂(2)

�
= 3e�1 > 0 et det

�
H2f

�
x̂(2)

��
=

���� 3e�1 e�1

e�1 3e�1

���� = 8e�2
On en déduit que x̂(2) = t (1;�1) est un minimum local.
Déterminons la nature de x̂(4). On a

@2f

@x21

�
x̂(4)

�
= �5e

�1

3
< 0 et det

�
H2f

�
x̂(4)

��
=

����� � 5e�1

3 � e�1

3

� e�1

3 � 5e�1

3

����� = 8

3
e�2

On en déduit que x̂(4) = t
�q

1
3 ;
q

1
3

�
est un maximum local

Solution 7 L�ensemble S est un convexe si

8X1; X2 2 S;8� 2 ]0; 1[ �X1 + (1� �)X2 2 S:

Soit X1; X2 deux vecteurs de S1, alors
X1 2 S1 ) X1 = (x1; y1) 2 R2 tel que y1 � x21 � 0
X2 2 S1 ) X2 = (x2; y2) 2 R2 tel que y2 � x22 � 0;
on obtien

�X1+(1� �)X2 = � (x1; y1)+(1� �) (x2; y2) = (�x1 + (1� �)x2; �y1 + (1� �) y2) 2 R2

[�y1 + (1� �) y2]� [�x1 + (1� �)x2]2 = [�y1 + (1� �) y2]�
h
�2x21 + (1� �)

2
x22 + 2� (1� �)x1x2

i
�

�
�x21 + (1� �)x22

�
�
h
�2x21 + (1� �)

2
x22 + 2� (1� �)x1x2

i
� � (1� �)x21 + � (1� �)x22 � 2� (1� �)x1x2
= � (1� �)

�
x21 + x

2
2 � 2x1x2

�
= � (1� �) (x1 � x2)2 � 0 8 (x1;x2) 2 R2
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d�où le résultat.
L�ensemble S est un convexe si 8 (X1; X2) 2 S, 8� 2 ]0; 1[ et �X1+(1� �)X2 2

S:
Soit X1; X2 deux vecteurs de S2, alors
X1 2 S2 ) X1 = (x1; y1) 2 R2 tel que x1 � 0; y1 � 0 y1 + x1 � 1
X2 2 S2 ) X2 = (x2; y2) 2 R2 tel que x2 � 0; y2 � 0 y2 + x2 � 1
on obtien:

�X1 + (1� �)X2 = (�x1 + (1� �)x2; �y1 + (1� �) y2) 2 R2

avec �x1 + (1� �)x2 � 0 car x1 � 0; x2 � 0 � 2 ]0; 1[ ; et (1� �) 2 ]0; 1[
de plus

�x1 + (1� �)x2 + �y1 + (1� �) y2 = � (x1 + y1) + (1� �) (x2 + y2) � 1
) �X1 + (1� �)X2 2 S2

et donc S2 est un convexe
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