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Exercise 1 On considère les matrices A :=

0@ 1 1

0 1

1A et B :=

0@ 0 1

�1 0

1A.
1) La matrice A est-elle diagonalisable ?

2) La matrice B est-elle:

i) diagonalisable dans R ?

ii) trigonalisable dans R ?

iii) diagonalisable dans C ?

(Justi�er les réponses).

Exercise 2 Soit A la matrice de M3(R) suivante :

A =

0BBB@
0 1 0

�4 4 0

�2 1 2

1CCCA
1: La matrice A est-elle diagonalisable ?

2: Calculer (A� 2I3)2, puis (A� 2I3)n pour tout n 2 N:En déduire An.

Exercise 3 Pour quelle(s) valeur(s) de � la matrice

A =

0@ 1 �

0 1

1A
est-elle diagonalisable
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Exercise 4 Soient l�application

f : R3[X] �! R3[X]
P 7�!f(P )=3xP�(x2�1)P 0

et B =
�
1; x; x2; x3

	
la base canonique de R3[X].

1: Calculer Mf (B):

2: f est-elle diagonalisable ? si oui, e¤ectuer la diagonalisation.

Exercise 5 Soit M la matrice réelle 3� 3 suivante :

M =

0BBB@
0 2 �1

3 �2 0

�2 2 1

1CCCA
1: Déterminer les valeurs propres de M:

2: Montrer que M est diagonalisable.

3: Déterminer une base de vecteurs propres et P la matrice de passage.

4: On a D = P�1MP , pour k 2 R exprimer Mk en fonction de Dk, puis calculer

Mk.

Exercise 6 La matrice

A =

0BBBBBBBBB@

1 2 3 4 5

0 6 7 8 9

0 0 10 11 12

0 0 0 13 14

0 0 0 0 15

1CCCCCCCCCA
est-elle diagonalisable ?

Exercise 7 Soit u une application linéaire de R3 dans R3, telle que sa représentation ma-

tricielle (dans la base canonique) soit donnée par la matrice suivante:

B =

0BBB@
3 2 6

2 1 4

�2 0 �3

1CCCA
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Calculer le polynome caractéristique de B, en déduire les valeurs propres de B.

2) Montrer que u est trigonalisable dans R.

3) Déterminer les sous espaces propres de u. En déduire que u n�est pas diagonalisable.

Dans la suite on cherche à calculer Bn pour n 2 N.

4-a:) Soit P (x) = (x� 1)2(x+ 1). Montrer que P (B) = 0:

4-b:) Pour tout n 2 N, on e¤ectue la division Euclidienne de xn par P (x). Le reste étant

un polynome de degré 2, il existe des coe¢ cients réels an; bn, cn et un polynome Q(x) tels que

xn = P (x)Q(x) + anx
2 + bnx+ cn;8x 2 R (1)

Montrer le système d�équations

(�1)n = an � bn + cn (2)

1 = an + bn + cn (3)

n = 2an + bn (4)

4-c:) En déduire an, bn et cn en fonction de n.

4-d:) En déduire une expression de Bn en fonction de n.

Exercise 8 Soit A =

0BBB@
0 1 0

0 0 1

1 �3 3

1CCCA la matrice de f 2 L(R3) par rapport à la base canonique

B de R3; montrer que A est trigonalisable et déterminer B0 = fv1; v2; v3g une base de R3 telle

que

MatB0(f) =

0BBB@
1 1 0

0 0 1

0 1 1

1CCCA
Exercise 9 Soient (un)n2N ; (vn)n2N et (wn)n2N trois suites réelles dé�nies sous forme récur-

rente par

u0 = 1; v0 = 1; w0 = �1
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et, pour tout n 2 N; par le système suivant :

(S) :

8>>><>>>:
un+1 = 2un+ 3vn� 3wn

vn+1 = �un + wn
wn = �� un+ vn

Écrire le système (S) sous la forme matricielle

Xn+l = AXn

avec Xn =

0BBB@
un

vn

wn

1CCCA pour tout n 2 N:

2� Calculer les valeurs propres de A. En déduire que A est diagonalisable.

Proposer une base C de vecteurs propres de A.

3� Soit P la matrice de passage de la base canonique de R3 à C. Calculer P et P�l, puis

expliciter la matrice B dé�nie par B = P�1AP:

4� Calculer An pour tout n 2 N:

5� En déduire les expressions de un, vn et wn en fonction de n.
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Correction du TD 2

Corrig�ee (Exercice 1)

Le polynome caractéristique vaut PA(x) = (x � 1)2 dont 1 seule valeur propre de A. Le

sous-espace propre associé est

E1 : = Ker(A� I) =

8<:
0@ x

y

1A ; (A� I)
0@ x

y

1A = 0

9=;
=

8<:
0@ x

0

1A ;x 2 R
9=; = V ect

0@ 1

0

1A
(cas réel), donc dim(E1) = 1 Or la multiplicité de la valeur propre 1 est �(1) = 2, donc par Th

du cours A n�est pas diagonalisable. Dans le cas de C le raisonnement est le même.

2 � i) Le calcul donnne PB(x) = x2 + 1 = (x � i)(x + i). Les valeurs propres, �i, ne sont

pas dans R donc la matrice B n�est pas diagonalisable dans R.

2� ii) La matrice ne peut pas non plus etre trigonalisable dans R pour la meme raison. On

rappelle aussi le Th�eor�eme du cours: la matrice est trigonalisable dans R ssi PB(x) est scindé

dans R (ce qui n�est pas le cas ici).

2� iii) On a deux valeurs propres distinctes �i en dimension 2, d�après un résultat du cours

cela implique que la matrice est diagonalisable.

Corrig�ee (Exercice 2) Soit A la matrice de M3(R) suivante :

A =

0BBB@
0 1 0

�4 4 0

�2 1 2

1CCCA
1: La matrice A est-elle diagonalisable?

Calculons son polynôme caractéristique
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PA(�) =

���������
�� 1 0

�4 4� � 0

�2 1 2� �

��������� = (2� �)(�
2 � 4�+ 4) = (2� �)3 :

la matrice A admet une unique valeur propre 2, si elle était diagonalisable, elle serait sem-

blable à la matrice 2I3, elle serait donc égale à 2I3 ce qui n�est pas le cas, elle n�est donc pas

diagonalisable.

2: Calculons (A� 2I3)2, puis (A� 2I3)n pour tout n 2 N.

On a

(A� 2I3)2 =

0BBB@
�2 1 0

�4 2 0

�2 1 0

1CCCA
0BBB@
�2 1 0

�4 2 0

�2 1 0

1CCCA =

0BBB@
0 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA
ainsi,

(A� 2I3)0 = I; (A� 2I3)1 =

0BBB@
�2 1 0

�4 2 0

�2 1 0

1CCCA ;
et, pour tout n > 2, on a (A� 2I3)n = 0: On en déduit An

Notons B = A � 2I3, on a A = A � 2I3 + 2I3 = B + 2I3 avec Bn = 0 pour n > 2. Par

ailleurs, les matrices B et 2I3 commutent, ainsi

An = (B + 2I3)
n =

nX
k=0

CknB
k (2I3)

n�k òu Ckn =
n!

k! (n� k)!

Or, pour k > 2, on a Bk = 0 d�où pour n > 2

An = C0nB
0 (2I3)

n + C1nB
1 (2I3)

n�1

= 2nI3 + 2
n�1nB

= 2nI3 + 2
n�1n (A� 2I3)

= 2n (I3 � nI3) + 2n�1nA
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Corrig�ee (Exercice 3) La matriceM =

0@ 1 �

0 1

1A a une seule valeur propre � = 1: Donc La
matrice est diagonalisable si est seulement si elle semblable a une matrice identité

0@ 1 0

0 1

1A
c�est a dire que

M =

0@ 1 �

0 1

1A =

0@ 1 0

0 1

1A
, � = 0

Corrig�ee (Exercice 4) Il y a trois étapes :

Le calcul de Mf (B). On voit que

8>>>>>><>>>>>>:

f(1) = 3x = 0 + 3x+ 0x2 + 0x3

f(x) = 1 + 2x2 = 1 + 0x+ 2x2 + 0x3

f(x2) = 2x+ x3 = 0 + 2x+ 0x2 + 1x3

f(x3) = 3x2 = 0 + 0x+ 3x2 + 0x3

Ce qui donne

Mf (B) =

0BBBBBB@
0 1 0 0

3 0 2 0

0 2 0 3

0 0 1 0

1CCCCCCA
Calculons le polynôme caractéristique de Mf (B). En e¤et, on a

PMf (B)(x) =

������������

�x 1 0 0

3 �x 2 0

0 2 �x 3

0 0 1 �x

������������
= x4 � 10x2 + 9 :

Les valeurs propres de A sont f�1; 1;�3; 3g : D�après (Si f admet n valeurs propres distinctes

deux à deux, alors f est diagonalisable), Mf (B) est diagonalisable.
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IDiagonalisation de Mf (B) : Tout d�abord, calculons les vecteurs propres

de Mf (B), on trouve

Mf (B) =

0BBBBBB@
1 1 1 1

�3 �1 1 3

3 �1 �1 3

�1 1 �1 1

1CCCCCCA

0BBBBBB@
�3 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 3

1CCCCCCA

0BBBBBB@
1
8 �18

1
8 �18

3
8 �18 �18

3
8

3
8

1
8 �18 �38

1
8

1
8

1
8

1
8

1CCCCCCA :

Corrig�ee (Exercice 5) Déterminons les valeurs propres de M .

Ce sont les racines du polynôme caractéristique

PM (�)

���������
�� 2 �1

3 �2� � 0

�2 2 1� �

��������� = �1

������ 3 �2� �

�2 2

������+ (1� �)
������ �� 2

3 �2� �

������
= (1� �)(�2 + 2�� 8)

= (1� �)(�+ 4)(�� 2)

La matrice M admet donc trois valeurs propres distinctes qui sont : 1; 2; et �4:

2: Montrons que M est diagonalisable. Nous venons de voir que M , matrice réelle 3 � 3,

admet trois valeurs propres réelles distinctes, cela prouve que M est diagonalisable.

3: Déterminons une base de vecteurs propres et P la matrice de passage.

Les trois sous-espaces propres distincts sont de dimension 1, il su¢ t de déterminer un vecteur

propre pour chacune des valeurs propres.

� = 1: Le vecteur v de coordonnées (x; y; z) est un vecteur propre pour la valeur propre 1

si et seulement si8>>><>>>:
2y � z = x

3x� 2y = y

�2x+ 2y + z = z

,

8>>><>>>:
�x+ 2y � z = 0

3x� 3y = 0

�2x+ 2y = 0

,

8<: x = y

x = z

Le sous-espace propre associé à la valeur propre � = 1 est la droite vectorielle engendrée par le

vecteur e1 de coordonnées (1; 1; 1).
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� = 2 : Le vecteur v de coordonnées (x; y; z) est un vecteur propre pour la valeur propre 2

si et seulement si

8>>><>>>:
�2x+ 2y � z = 0

3x� 4y = 0

�2x+ 2y � z = 0

,

8<: 3x� 4y = 0

�2x+ 2y � z = 0

Le sous-espace propre associé à la valeur propre � = 2 est la droite vectorielle engendrée par le

vecteur e2 de coordonnées (4; 3;�2):

� = �4 : Le vecteur v de coordonnées (x; y; z) est un vecteur propre pour la valeur propre

�4 si et seulement si 8>>><>>>:
4x+ 2y � z = 0

3x+ 2y = 0

�2x+ 2y + 5z = 0

,

8<: x� z = 0

3x+ 2y = 0

Le sous-espace propre associé à la valeur propre � = �4 est la droite vectorielle engendrée par

le vecteur e3 de coordonnées (2;�3; 2).

Les vecteurs e1, e2 et e3forment une base de E composée de vecteurs propres, la matrice de

passage P est égale à 0BBB@
1 4 2

1 3 �3

1 �2 2

1CCCA�
4- Exprimons Mk en fonction de Dk, puis calculons Mk.

On a

D =

0BBB@
1 0 0

0 2 0

0 0 �4

1CCCA
pour k 2 N, on a

Dk =

0BBB@
1 0 0

0 2k 0

0 0 (�4)k

1CCCA
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et

Mk = PDkP�1

Calculons donc la matrice P�1 : on a P�1 =
1

detP
(comP )t: Or

detP =

���������
1 4 2

1 3 �3

1 �2 2

��������� =
���������
1 6 2

1 0 �3

1 0 2

���������
= �6

������ 1 �31 2

������ = �30
et

comP =

0BBB@
0 �5 5

�12 0 6

�18 5 �1

1CCCA
d�où

P�1 =
�1
30

0BBB@
0 �12 �18

�5 0 5

�5 6 �1

1CCCA
Corrig�ee (Exercice 6) La matrice A est triangulaire supérieure donc ses valeurs propres sont

ses coe¢ cients diagonaux 1; 6; 10; 13; 15. Cela fait 5 valeurs propres distinctes donc A est

diagonalisable
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Corrig�ee (Exercice 7)

PB (�) =

���������
3� � 2 6

2 1� � 4

2 0 �3� �

���������L3  L3
=
+ L2 =

���������
3� � 2 6

2 1� � 4

0 1� � �1� �

���������
= (1� �)

���������
3� � 2 6

2 1� � 4

0 1 �1

���������C2  C2
=
� C3 = (1� �)

���������
3� � �4 6

2 �3� � 4

0 0 �1

���������
= (1� �)

������ 3� � �4

2 �3� �

������ = � (�1 + �)2 (1 + �)
et les valeurs propres sont donc 1 (racine double) et �1 (racine simple).

2) PB (�) est scindé dans R, donc B est trigonalisable dans R.

3) Calculons E1 = Ker(B � I):On a

(B � I)

0BBB@
x

y

z

1CCCA = 0,

0BBB@
2 2 6

2 0 4

�2 0 �4

1CCCA
0BBB@
x

y

z

1CCCA = 0

,

8>>><>>>:
x+ y + 3z = 0;

x+ 2z = 0;

�x� 2z = 0

,

8<: x+ y + 3z = 0;

x+ 2z = 0

, x = �2z et y + z = 0

Ainsi on trouve que E1 = V ect

0BBB@
�2

�1

1

1CCCA, et donc dim(E1) = 1.
Comme dim(E1) < 2 = �1, la matrice ne peut être diagonalisable.
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Il reste à calculer E�1 = Ker(B + I)

(B + I)

0BBB@
x

y

z

1CCCA = 0,

0BBB@
4 2 6

2 2 4

�2 0 �2

1CCCA
0BBB@
x

y

z

1CCCA = 0

,

8>>><>>>:
2x+ y + 3z = 0;

x+ y + 2z = 0;

�x+ z = 0

,

8<: x+ y = 0;

y + z = 0
, x = y = �z

Donc E�1 = V ect

0BBB@
1

1

�1

1CCCA et dim(E�1) = 1:

4-a.) Th de Caylay-Hamilton: PB(B) = 0 donc ici donne le résultat désiré.

4-b.) Notons que P (1) = 0, ainsi que P (�1) = 0. On obtient ainsi les relations (2) et (3)

en remplacant par x = �1 et x = 1 dans la relation (1) de l�énoncé. Ensuite, dérivons (1) par

rapport à x: on obtient

nxn�1 = P 0(x)Q(x) + P (x)Q0(x) + 2anx+ bn

En injectant x = 1, et comme x = 1 est racine double de P on a P (1) = P 0(1) = 0 et donc

on obtient la relation (3) désirée.

4-c.) Par di¤érence des deux premières relations on obtient

bn =
(1� (�1)n)

2

La troisième relation donne alors

an =
(n� bn)

2
=
n

2
+
(�1)n
4
� 1
4

En�n

cn = 1� an � bn = 1�
n

2
� bn
2
= :::::
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4-d.) On a alors, en utilisant (1) et le fait que P (B) = 0:Bn = anB2 + bnB + cnI = ::::::

Corrig�ee (Exercice 8) On a PA(�) = �(��1)3:Le polynôme caractéristique est scindé, alors

A est trigonalisable. On a

T =

f(v1) f(v2) f(v3)0BBB@
1 1 0

0 1 1

0 0 1

1CCCA
v1

v2

v3

avec T = MB0(f), alors d�après la matrice ci dessus on a f(v1) = v1; f(v2) = v1 + v2 et

f(v3) = v2 + v3

.Posons v1 =

0BBB@
x

y

z

1CCCA, alors f(v1) = Av1 = v1 est équivalente à

Av1 =

0BBB@
0 1 0

0 0 1

1 0 0

1CCCA
0BBB@
x

y

z

1CCCA =

0BBB@
y

z

x� 3y + 3z

1CCCA = v1 =

0BBB@
x

y

z

1CCCA

nous donne y = x; z = y et x� 3y + 3z = z, donc on peut prendre v1 =

0BBB@
1

0

0

1CCCA

De même en résolvant l�équation f(v2) = Av2 = v1 + v2 avec v1 =

0BBB@
1

0

0

1CCCA et v2 =

0BBB@
x

y

z

1CCCA

on trouve v2 =

0BBB@
1

1

0

1CCCA et en résolvant l�équation Av3 = v2 + v3, on trouve v3 =

0BBB@
1

1

1

1CCCA
Corrig�ee (Exercice 9)
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1� Pour tout n 2 N, le système (S) s�écrit comme suit:

:

0BBB@
un+1

vn+1

wn+1

1CCCA =

0BBB@
2 3 �3

�1 0 1

�1 1 0

1CCCA
0BBB@
un

vn

wn

1CCCA
2� Calculons les valeurs propres de A. Soit � 2 R. En ajoutant la troisième colonne à la

deuxième colonne, puis en factorisant par 1� � dans la deuxième colonne, on obtient :

���������
2� � 3 �3

�1 �� 1

�1 1 ��

��������� =
���������
2� � 0 �3

�1 1� � 1

�1 1� � ��

��������� = (1� �)
���������
2� � 0 �3

�1 1 1

�1 1 ��

���������
Il su¢ t alors de développer par rapport à la première ligne :

���������
2� � 0 �3

�1 1 1

�1 1 ��

��������� = (2� �)
������ 1 1

1 ��

������+ 3
������ �1 1

�1 1

������
D�où det(A��I3) = �(�+ l)(�� l)(��2) pour tout � 2 R .Ainsi SpectA = f�1; 1; 2g Pour

chaque valeur propre, la dimension du sous-espace propre associé est égale à 1. La matrice A

est ainsi diagonalisable. Une base C de vecteurs propres de A est

C =

8>>><>>>:
0BBB@
1

0

1

1CCCA ;
0BBB@
0

1

1

1CCCA ;
0BBB@
�1

1

1

1CCCA
9>>>=>>>;

3� P =

0BBB@
1

0

1

0

1

1

�1

1

1

1CCCA ; P�1 =
0BBB@

0

1

�1

�1

2

�1

1

�1

1

1CCCA et B = diag (�1; 1; 2)

4� Pour tout n 2 N,

An = P � diag((�l)n; 1; 2n)� P�1
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D�où

An =

0BBB@
2n 2n + (�1)n+1 (�1)n � 2n

1� 2n 2� 2n 2n � 1

1� 2n (�1)n+1 � 2n + 2 (�1)n + 2n � 1

1CCCA
De Xn+1 = AXn pour tout n 2 N, il vient Xn = AnX0 pour tout n 2 N. On obtient

�nalement, pour tout n 2 N :

un = 2� (�1)n+1 + 3� 2n; vn = 4� 3� 2n; wn = 4� 3� 2n + 2� (�1)n+1:
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