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Td1l Rappels et notations de calcul différentiel

Exercice 1 On considére la fonction quadratique définie sur R™ par:

1
f(z)= §xTA:r —27b,

ot A est carrée et symétriqgue montrez que V f (r) = Ax — b.

Exercice 2 On considére la fonction quadratique définie sur R™ par

f(z) = inA:Jc —27p,

o A est carrée et symétrique montrez que V2f (z) = A.

Exercice 3 On définit la fonction J : R? — R par J(z,y) = y* — 3zy® + 2.

1. Déterminer les points critiques de .J.

2. Soitd = (dyi,dg) € R%. En utilisant 'application t — J (tdy,tds), t € R montrer
que (0,0) est un minimum local le long de toute droite passant par (0,0).

3. Le point (0,0) est-il un minimum local de la restriction de J & la parabole
d’équation x = y??

4. Calculer la matrice hessienne de J. Quelle est la nature du point critique (0,0)
Exercice 4 (régle de Leibniz) Soit f : R? — R définie par
f(z,y) = zy®e™.

Calculez la différentielle de f



Exercice 5 (Dérivées des fonctions composées) Soit f : R? — R une fonction dont

0 0
on connait 8732 (x,y) = 2zy et 85 (x,y) = 22 — 2y. Pour F(x,y) = Inf(x,y), calculer
oF oF

I (w,y) et oy (z,y)

Exercice 6 (Cas usuels de fonctions composées) Soit f : R? — R une fonction dont

L Of B of 2
on connait Dz (z,y) =2xy et By (z,y) = x° — 2y.

oG G
Pour G (u,v) = f (v,uw?), calculer B (u,v) et g (

u,v)

Exercice 7 Soit f : R? — R une fonction dont on connait

Of (o — OF (py) =22 —
5 (&Y) = 2y et Dy (z,y) =" —2y.
Pour H (t) = f (t2, 3t) , calculer a}gt(t).

Exercice 8 Soit f : R? — R la fonction f (z,y)) = xy>.

1) Soit g : R — R une fonction telle que ¢’ (z) = \/=.
dg (wa) ot dg (a:yQ)

Calculer

oz dy
Soit (z,y) = h(u,v) = (z(u,v),y(u,v)) un changement de variables dont on
connait la matrice Jacobienne Jy(y ) = Ju  Jv | = , et soit k= foh.
9y Gy v? 2uw
ok ok Oou Ov
Calculer 90 (u,v), 90 (u,v)

Soit v (t) = (x (t) ,y (t)) une trajectoire dans R? dépendante du paramétre t. Cal-

culer la dérivée en t de la fonctiont t — f (z (t),y (t))

Exercice 9 Soit f (z1,z2) = T122€Xp (—ZL‘% — 212 — m%) .

€1
Déterminez les points critiques de f, en tout point x =

Z2



Exercice 10 Montrer d’aprés la definition que la fonction : f (z,y) = 22 +y? est différen-

tiable dans R?. Calculer la différentielle

Exercice 11 Soit f : R? — R définie par : f (x,y) = ze™V.
Est-elle différentiable au point (1,0) 7 Si oui, linéariser f au voisinage de (1,0) et

approcher la valeur f(1.1,—0.1).

Exercice 12 On considére lapplication de R? dans R qui a (x,y) associe x° + y3 + 3zy.

1. Calculer le gradient de f et sa matrice hessienne.

2. Utiliser le gradient de f pour calculer la dérivée de l’application x — f (x,e").

3. Donner l’équation du plan tangent a la surface d’équation z = f (x,y) au point
(1,1,5).

4. Déterminer les points critiques de f.

5. Utiliser la matrice hessienne de [ pour déterminer la nature de ces points
critiques.

6. En considérant lapplication © — f (x,x), montrer que f n’a pas de mazimum

global, ni de minimum global sur R?.
Exercice 13 Soit la fonction f : R3 — R3 définie par
fla,y,2) = (2 = 1)* (y — 1)* + 2%
f est-elle convexe ¢

Exercice 14 Demontrez que les ensembles ci-dessous sont converes

S1={(z,y) eR*x —y?> >0}, Sp = {(z,y) € R}z >0,y > 0,2 +y < 1}



