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Chapitre

[’ensemble des nombres réels R

1.1 Ensembles usuels de nombres

Notations :

e On note par N, 'ensemble des entiers naturels : N ={0,1,2,3,....}

e On note par Z, ’ensemble des entiers relatifs, c’est a dire 'ensemble des entiers naturels
et leurs opposés : Z = {.... —2,-1,0,1,2,3....}

e On note par Q, '’ensemble des rationnels, c’est ’ensemble des quotients ]—), ou p et g sont
q

deux entiers relatifs, avec ¢ non nul : Q = {B/p € ZLetqeZ*}
q

o On note par R, I'ensemble des réels, il contient les nombres rationnels et les nombres
irrationnels tels que v/2, 7....

o Ces ensembles privés de 0 sont respectivement notés par N*, Z*, Q*, R*

Remarque :
NCcZcQcCR

1.2 Définition axiomatiques des nombres réels

On note par R, 'ensemble des nombres réels dans lequel sont définies deux lois de compo-
sition internes suivantes :

> (z,y) > x+y
> (r,y) = z.y

et une relation d’ordre notée (xr < y) ou (y < z) satisfaisant les quinze axiomes suivants :
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1.2.1 Les axiomes de Parithmétique

Al. Quels que soient x,y € R; x + y = y + x (commutativité de I’addition)
A2. Quels que soient z,yet z € R; (z+y)+2 =+ (y+ 2) (associativité de I'addition)

A3. Il existe un élément 0 € R tel que, pour tout r e R; x +0 =2z

A4. Pour tout = € R, il existe un élément —z € R tel que x + (—z) = 0.

A5. Quels que soient x,y € R; x.y = y.x (commutativité de la multiplication)

AG6. Quels que soient x,yet z € R; (z.y).z2 = x.(y.2) (associativité de la multiplication)
AT. 1l existe un élément 1 € R tel que, pour tout x € R; z.1 =«

A8. Pour tout € R*, il existe 7! € R* tel que : z.27 ! =1

A9. Quels que soient x,yet z € R; x.(y + z) = x.y + x.z (distributivité)

Remarques :

1. Les axiomes (Al) et (A2) permettent de calculer la somme de trois nombres z,yet 2
clairement sous la forme x + y + z et le symbole Y désigne la somme de n termes avec la
facon suivantes :

2. De l'axiome (A3) I’élément neutre 0 pour I'addition dans R est unique.
3. De l'axiome (A4) 'inverse additif d’'un nombre z € R est unique noté par —z.

4. Les axiomes (Ab) et (A6) permettent aussi de calculer le produit de trois nombres z, y et z
clairement sous la forme x.y.z et le symbole [] désigne le produit de n termes avec la fagon
suivante :

k=n
T1.02.23..... Ty = H T
k=1

5. De l'axiome (A7) I’élément neutre 1 pour la multiplication dans R est unique.

1
6. De l’axiome (A8) I'inverse multiplicatif d’un nombre z € R* est unique noté par z71 = —.
x

1.2.2 Les axiomes de ’ordre

A10. Quel que soit x € Ron a : x <z (Réflexivité)
Al11. Quels que soient z,y € Ron a :si x <yety<xalors x =y (Antisymétrie)

A12. Quels que soient x,y,z € Rona:siz <yety<zalors x <z (Transitivité)
A13. Quels que soient z,y e Rona:z<youy <z
Al4. Quels que soient z,y,z € Rona:siz < yalors (x+2z < y+z)et (z.2 <y.zs10 < 2)

Remarques :

1. Les axiomes (A10), (A11), (A12) et (A13) éxpriment que < est une relation d’ordre totale
(voir cours d’algebre)

2. A partir de la relation (inférieur ou égal <) définie précédemment, on peut définir sa
relation symétrique (supérieur ou égal >) avec la maniére suivante :

Pour tous réels z,y € R; x > y si et seulement si y < x.
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La relation > est aussi une relation d’ordre totale sur R.

3. On définit la relation (strictement inférieur <) par :
Pour tous z,y € R, = < y si est seulement si (z < y) et (x # y).
et la relation (strictement supérieur >) par :
Pour tous x,y € R, & > y si est seulement si : (z > y) et (z # y).

Avant d’énoncer ’axiome de la borne supérieure (A15) nous avons besoin des définitions sui-
vantes

Définition 1.1 : (Majorants et minorants d’un ensemble)

Soit E' un sous-ensemble non vide de R (E C R).

e On dit que F est borné supérieurement ou majoré s’il existe un nombre M € R
tel que : pour tout x € E, x < M Dans ce cas le nombre réel M est appelé un
majorant de E.

¢ On dit que E est borné inférieurement ou minoré s’il existe un nombre m € R
tel que : pour tout x € E, m < x Dans ce cas le nombre réel m est appelé un
minorant de E.

e On dit que E est borné s'il est a la fois majoré et minoré dans R, c’est-a-dire s’ils
existent deux nombres réels m et M tels que : pour tout r € R, m <z < M.

Exemples :
1. E=)4,5]
3 et 4 sont deux minorants de E puisque : quel que soit x € E, 4 <z et 3 < x.
5 et 6 sont deux majorants de F puisque : quel que soit x € E, v <5 et x <6.
2. E={-2,-1,0,1,4,6}
—2 est un minorant de F puisque : quel que soit x € E, —2 < .
6 est un majorant de E puisque : quel que soit x € E, x < 6.
Remarques :

1. Le majorant et le minorant d’un ensemble E ne sont pas uniques. En effet, dans R
I'ensemble E=]4,5] admet un nombre infini de minorants et majorants.

2. Le majorant et le minorant d’un ensemble E peuvent appartenir ou non a E.
En effet, 'ensemble £ = {—2,—1,0,1,4,6}, —2 et —4 sont deux minorants de FE, —2
appartenant a F et —4 n’appartenant pas a E.
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Définition 1.2 : (Minimum et maximum d’un ensemble)

Soit E un sous-ensemble non vide de R (E C R).

« Le minorant de F qui appartient a E est appelé le plus petit élément ou (mi-
nimum de E. On le note par min(F). C’est-a- dire :

m est un minorant de E.
m = min(E) équivalent et

m appartenant a E

o Le majorant de F qui appartient a E est appelé le plus grand élément ou
maximum de E. On le note par max(FE). C’est-a- dire :

M est un majorant de F.
M = max(FE) équivalent et
M appartenant a E

Exemples :

1. E=15,20]
min(E) = 5 puisque 5 est un minorant de F et 5 appartient a E.
max(F) = 20 puisque 20 est un majorant de E et 20 appartient a E.

2. E=]0,6[
min(F) n’existe pas puisque il n’existe pas un minorant de E qui appartient a E.
max(F) n’existe pas puisque il n’existe pas un majorant de E qui appartient a E.

Remarques :
1. Si min(E) existe il est unique.

2. Si max(F) existe il est unique.

Définition 1.3 : (Bornes supérieure et inférieure)

o Le plus grand minorant de E est appelé la borne inférieure de E. On le note par
inf(E). C'est- a- dire :

m est un minorant de E.
m = inf(E) équivalent et

m est le plus grand minorant de F

o Le plus petit majorant de E est appelé la borne supérieure de E. On le note par
sup(E). C’est-a-dire :

M est un majorant de F.
M = sup(F) équivalent et
M est le plus petit majorant de E

Finalement, nous pouvons énoncer ’axiome de la borne supérieure comme suit :



Chapitre 01 L’ensemble des nombres réels R

1.2.3 Axiome de la borne supérieure

A15. Tout sous-ensemble non vide et majoré de R posseéde une borne supérieure. C’est-
a~dire :

Quel que soit E C R et (E # ¢); E est majoré implique sup(E) existe dans R.

Conséquence :

Tout sous-ensemble non vide et minoré de R possede une borne inférieure. C’est-a-dire :

Quel que soit E C R et (E # ¢); E est minoré implique inf(F) existe dans R.

1.3 Quelques propriétés fondamentales de R

Les propriétés suivantes sont des conséquences des axiomes précédents

1.3.1 Inégalités

Soient z,y,z,t € Ron a :
I.Siz<yalorsz—2<y—=z

xz<y.z  s1z> 0
2. Siz <y alors =Y o
xz>y.z s1z<0

x2<y? si0<zx <y
yv2<a? six<y<0
1

1
4. Si0<z<gyalors 0 < — < —
y o x

3. Si x <y alors {

1 1
Siz<y<O0Oalors —-<—<0
y

ot

1 1
6. Six <yavecxr <0ety>0alors — < —
r Yy

7.5 0<z<lalors0<a"<z" 1< .. < 2?2 < <1 pour tout n € N*
8. Sil<galorsl<z<a?<... << 2" pour tout n € N*

9. Siz<yetz<talorsx+y<y+t

10. Six<yetz<tavecx >0et z>0alors x.z < y.t

Définition1.4 : (Valeur absolue)

La valeur absolue d'un réel z, notée par |z|, est définie par :

T sizx >0
|z| = .
—x six <0
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1.3.2 Propriétés de la valeur absolue

Soient x,y € R on a :

1. |z| > 0 (La valeur absolue est toujours positive)
2. | = x| = |z

3. |z| > xet|z| > —x

4. |z| = max(—z,x)

5. |z| = 0 équivalent x =0

6. Soit a > 0 alors : |z| < « équivalent —a < z < «
7 |yl = |z]|y|

s =gy 20

y oyl

9. ||z] = ly|| < |z +y| < |z| + |yl (L'inégalité triangulaire)
10. [Jz] = lyl] < | — 91 < || + ]

Définition 1.5 : (Partie entiére d’un nombre réel)

Soit z un nombre réel. Le plus grand entier inférieur ou égal a = s’appelle la partie entiere
de z. Nous le noterons F(z) ou |x]

Exemples :

[11,12] =11, [V3] =1, |-4,33] = =5, |[-7] = —7.

1.3.3 Propriétés de la partie entiere d’un nombre réel

1. Pour tout zt e Rona: |[z] <z < |z+1]
2. Pour tout x € Rona: |z +n|=|z|]+navecn €N
3. Pour tous z,y e Rona: |z|+ |y| <|z+y] <|z]+|y] +1

E(x)

FIGURE 1.1 — La fonction partie entiere
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Remarque :

Pour tous z,y € Ron a :

1.3.4 Caractérisation de la borne supérieure et inférieure

Théoréme : Soit F C Rtq E# ¢ on a:

Vee E,o < M

1. M =sup(F) <
Ve>0,dz*e E, M —e < x*

Vee E,m<x
Ve>0,dz* e E,2*<m+e¢

2. m=inf(F) & {

Remarques :

» Si E admet un maximum alors sup(£) = max(E)
» Si E admet un minimum alors inf(E) = min(E)
» Siinf(F) € E alors inf(F) = min(FE)

» Sisup(F) € E alors sup(F) = max(E)

1.3.5 Propriété d’Archimede

R vérifie la propriété d’Archimede suivante :

Va,b € R (avec b > 0) alors il existe n € N tel que : bn > a

1.3.6 Densité de Q dans R

Entre chaque deux nombres réels distincts a, b il existe un nombre rationnel ¢, c-a-d :
Va,b € R(aveca < b),Ig € Q tq:a<q<b

Dans ce cas on dit que QQ est dense dans R

1.4 Intervalles de R

Définition 1.6 :(Intervalle)

Soit I une partie de R
I est un intervalle de R si et seulement si :

Ve,ye ILVeeRix<cec<y = cel
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Remarques :

1. L’intersection de deux intervalles de R est un intervalle de R.
2. La réunion de deux intervalles de R non disjoints est un intervalle de R

3. La réunion de deux intervalles de R disjoints n’est pas un intervalle de R

Les intervalles dans R se répartissent en 9 types décrits dans le tableau ci-dessous.
Soient a, b deux nombres réels tels que a < b

Description Définition Notation
fermé et borné (segment {r eR/a <z <b} [a, 0]
borné et semi-ouvert a droite | {z € R/a <z < b} la, b]
borné et semi-ouvert a gauche | {x € R/a < z < b} la, b]
ouvert borné {r eR/a <z <b} la, b
fermé non majoré {r eR/a <z} la, +-00]
ouvert non majoré {r eR/a <z} Ja, +o00]
fermé non minoré {z e R/z < b} ] — 00, 0]
ouvert non minoré {z e R/z < b} ] — o0, 0]
droite réelle R | — 00, +00]

Lemme :
Soit E une partie non vide de R, les propositions suivantes sont équivalentes

1. E est bornée dans R.
2. Il existe un intervalle I borné de R tel que : £ C [
3. AM >0 tel que, Vx € E, |x| < M

Définition 1.7 : (Voisinage d’un point)

Soit xg un nombre réel. On dit que V' C R est un voisinage de z( si et seulement s’il
existe un € > 0 tel que : |zg — e, 29 +e[CV

Exemples :

1. [1,3] est un voisinage de 2, mais [1, 3] n’est pas un voisinage de 3

2. A={-2,-1,0,1,2,3,4}, A n’est pas un voisinage de chacun de ses points.
Remarque :

1. On dit que V C R est un voisinage de +00 si et seulement s’il existe a € R tel que :
la,+o0[C V

2. On dit que V' C R est un voisinage de —oo si et seulement s’il existe a € R tel que :
| —o00,alCV

Conséquence :

Tout intervalle I non vide de R contient une infinité de nombres rationnels.
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Définition 1.8 : (Point adhérent et point d’accumulation)

Soit A un sous-ensemble non vide de R et xy € R.

1. On dit que zy est un point adhérent a A si tout intervalle ouvert de centre xg
contient au moins un élément de A c-a-d :

Ve > 0; Jxg —e,20 + €[NA # ¢

2. On dit que x( est un point d’accumulation de A, si tout intervalle ouvert de centre
To contient au moins un élément de A autre que xg c-a-d :

Ve > 0; Jxg —e, 20 +e[\{zo} N A # ¢

Notation :

L’ensemble des points adhérents & A est noté A et est appelé adhérence de A.

Exemple :
Soit A =]1,2] U {3} on a :

e 1 est un point adhérent a A et un point d’accumulation de A, mais 1 ¢ A
e 2 est un point adhérent a A et un point d’accumulation de A, mais 2 € A

e 3 est un point adhérent & A mais n’est pas un point d’accumulation puisque :
. . 1
Si on choisit & = 5 alors : |3 —¢,3+¢[\{3}NA=¢

Remarques :

1. Un point d’accumulation de A est un point adhérent de A mais la réciproque est fausse.

2. Un point adhérent a I’ensemble A qui n’est pas un point d’accumulation est appelé un
point isolé

3. Si A est un ensemble borné dans R alors : M = sup(A) et m = inf(A) sont deux points
d’adhérence de A.

4. L’adhérence d'un intervalle d’extrémités a et b est U'intervalle fermé [a, b].




