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Exercice 1 (8 pts) 

Soit 𝑋 = (𝑋 , 𝑋 ) ~𝑁(𝜇 , 𝛴 ) où 𝜇 = (0,0)  et 𝛴 =
3 𝜌√3

𝜌√3 1
, avec |𝜌| < 1. 

1- 2 pts : Dans quel cas on a 𝑋 ⫫ 𝑋  ? D’après la matrice 𝛴  on a 𝑐𝑜𝑣(𝑋 , 𝑋 ) = 𝜌√3 = 0 
seulement si 𝜌 = 0 et donc on n’a. 𝑋 ⫫ 𝑋  seulement si 𝜌 = 0 et sinon on aura pas 

indépendance. 

2- Posons 
𝑌 =

√
𝑋 − 𝑋

𝑌 =
√

𝑋 + 𝑋
, calculer 𝑐𝑜𝑣(𝑌 , 𝑌 ), 𝑣𝑎𝑟(𝑌 ) et 𝑣𝑎𝑟(𝑌 ). 

On sait que 3 pts :  𝑐𝑜𝑣(𝑌 , 𝑌 ) = 𝐸(𝑌 . 𝑌 ) − 𝐸(𝑌 ). 𝐸(𝑌 ) = 𝐸(𝑌 . 𝑌 ), car 𝜇 = (0,0)  
avec : 

𝐸(𝑌 . 𝑌 ) = 𝐸 𝑋 − 𝑋 = 𝐸(𝑋 ) − 𝐸(𝑋 ) = 𝑣𝑎𝑟 𝑋 − 𝑣𝑎𝑟 𝑋 = 0 et ceci est dû 

au fait que 𝜇 = (0,0)  avec 𝑣𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑋 − 𝐸(𝑋 ) = 𝐸 𝑋 , 𝑖 = 1,2. 

1 pt : 𝑣𝑎𝑟(𝑌 ) =  
√

, −1 . 𝛴 . √

−1
= 2 − 2𝜌 > 0 et  

1 pt : 𝑣𝑎𝑟(𝑌 ) =  
√

, 1 . 𝛴 . √

1
= 2 + 2𝜌 > 0. 

3- 1 pt : Est-ce que 𝑌 ⫫ 𝑌  ? 𝑐𝑜𝑣(𝑌 , 𝑌 ) = 0 ⟹ 𝑌 ⫫ 𝑌 . 

 

Exercice 2 (8pts) 
On suppose que X et Y sont des variables aléatoires indépendantes ayant pour lois de probabilités 
respectives : 

X=xi 1 2  Y=yj -2 5 8 
pi 0,7 0,3  pj 0,3 0,5 0,2 

1- 4 pts : Déterminer la loi de probabilité conjointe de X et Y . 
L’indépendance de X et Y nous donnera les 𝑝 , 𝑖 = 1,2 𝑒𝑡 𝑗 = 1,2,3, avec 𝑝 = 𝑝 . 𝑝  d’où  

𝑋 = 𝑥 \ Y= 𝑦  -2 5 8 Σ 
1 0,21 0,35 0,14 0,7 
2 0,09 0,15 0,06 0,3 

Σ 0,3 0,5 0,2 1 
2- 1 pt : Quelle est la probabilité que X et Y soient pairs ? 

P(X=2k,Y=2k’)=P(X=2,Y=-2)+P(X=2,Y=8)=0,09+0,06=0,15 
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3- 1 pt : Quelle est la probabilité que X vaille 1 sachant que Y est positif ? 

𝑃 𝑋 =
1

𝑌
≥ 0 =

𝑃(𝑋 = 1, 𝑌 ≥ 0)

𝑃(𝑌 ≥ 0)
=

𝑃(𝑋 = 1, 𝑌 = 5) + 𝑃(𝑋 = 1, 𝑌 = 8)

𝑃(𝑌 = 5) + 𝑃(𝑌 = 8)
=

0,35 + 0,14

0,5 + 0,2
= 0,7. 

4- 2 pts : Calculer Cov(X; Y ). 
𝑐𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 𝐸(𝑋. 𝑌) − 𝐸(𝑋). 𝐸(𝑌), avec 
𝐸(𝑋. 𝑌) = ∑ ∑ 𝑝 𝑥 𝑦  , 𝐸(𝑋) = ∑ 𝑥 . 𝑝 , 𝐸(𝑌) =

∑ 𝑦 . 𝑝 𝑒𝑡 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑐𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = −0,78 + 3,25 + 2,08 − (1,3). (3,5) = 4,55 −4,55=0. 
 
 
Exercice 3 (4pts) 
Soit un réel 𝛼 et soit (X; Y ) un couple de v.a. continu dont la loi jointe a pour densité 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝛼𝑒 𝑒 ,     𝑥 > 0, 𝑦 > 0

0,                   𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛
 

1. 3 pts : Déterminer la constante 𝛼. 

Puisque la fonction 𝑓 est une densité de probabilité alors 𝛼 ≥ 0 et ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
ℝ

= 1 et 
donc 

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
ℝ

= 1 = 𝛼 𝑒 𝑒 𝑑𝑥𝑑𝑦

= 𝛼 𝑒 𝑑𝑥 𝑒 𝑑𝑦 = 𝛼 [−𝑒 | ]𝑒 𝑑𝑦

= 𝛼 𝑒 𝑑𝑦 = 𝛼. −
1

2
𝑒 | =

𝛼

2
⇒ 𝛼 = 2 

Alors  

𝑓(𝑥, 𝑦) =
2𝑒 𝑒 ,     𝑥 > 0, 𝑦 > 0

0,                   𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛
. 

2. 1 pt : Déterminer la loi marginale de X. On précisera la densité de cette loi marginale si elle 
existe. 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
ℝ

= 2𝑒 𝑒 𝑑𝑦 = 2𝑒 . −
1

2
𝑒 | = 𝑒 , 𝑥 > 0 

 et bien sûr 𝑓(𝑥) = 0 sinon. 
 
 

Bonne continuation 


