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AVANT-PROPOS

L’intitulé de cette matiére est Equations Différentielles Ordinaires (EDO), dispensée aux
étudiants de Master 1 Mathématiques Appliquées durant le semestre 1, elle fait partie de
I'unité d’enseignement méthodologie, de coefficient 3, avec 5 crédits. L’objectif de cette
matiére est de présenter les notions fondamentales et les théorémes permettant de faire une
étude qualitative des EDO et ceci pour pouvoir étudier la théorie des systémes dynamiques
non linéaires. L’étudiant doit avoir comme pré-requis les matiéres d’analyse, algebre linéaire.
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INTRODUCTION

Les équations différentielles ordinaires (EDO), sont trés importantes dans I'application de
certains phénomeénes réels, car un grand nombre de lois et de relations physiques sont
modélisées en mathématiques par des équations différentielles. L’usage de ces équations vise a
décrire le comportement des systémes évoluant dans le temps.

Une équations différentielle est une relation entre une ou plusieurs fonctions et leurs dérivées.
L’ordre d'une équation différentielle est le degré maximal de différentiation d’une de ces
fonctions. Ici 'inconnue sera une fonction.

Bien qu’il existe plusieurs méthodes de résolution des équations différentielles, un grand
nombre d’entre elles ne peut étre résolu explicitement jusqu’a présent, c’est pour ¢a qu’on
s’oriente vers I’étude qualitative des équations différentielles; & savoir I’étude de 1’existence et
stabilité des solutions des EDO.



CHAPITRE 1
FQUATIONS DU PREMIER ORDRE

1.1 Reésultats fondamentaux

Définition 1 (EDO d’ordre 1). Soit I un intervalle de R, d’intérieur non vide et € un ouvert
non vide de R"™, et f : I x Q — R"™ une application continue. On appelle EDO d’ordre 1 la
relation

dy
=2 =f(t,y)...(E
y = =fty)...(B)
ot l'inconnue y : J — R™, J C I est une application telle que
i- y est dérivable sur J et ¥t € J, (t,y(t)) € I x Q.

ii- Ve J, y(t) = fty(t)).

Remarque 1. Dans ce qui suit on prendra n = 1.

t t
Exemple 1. 1- y=—---(E), =R, Q=R*. Evidemment f(t,y) = —.
Yy

La fonction y(t) =t est une solution de (E) car
e cette fonction est dérivable (linéaire),

Y= = 1= Sl = =

1
2- Prendrey' =y*---(E), I =7, Q=7 et voir si y(t) = T3 définie sur J =|1,4o0[ est
solution de (E). Que se passe-t-il sit =17

Définition 2 (Probléme de Cauchy). Soient (to,yo) € I x Q. Le probléme de Cauchy associé
auz données (to, yo) consiste a trouver une solution y de (E) sur un intervalle J C I
contenant ty et vérifiant y(to) = yo. On l’écrira alors

y = flty)
(P) { y(to) =wo '

/

2
ExempleZ.{y ‘1{ ytheR I I =Q =R

y(to) =

Lemme 1. Une fonction y : J — R est une solution du probleme de Cauchy (P) ssi

5



6 Equations du Premier Ordre

i- y est continue sur J etVt € J, (t,y(t)) € J x QC I xQ,
ii- Yte Jy(t)=yo+ ftto f(s,y(s))ds.

Preuve. 7 =7 Siy:J — R est solution de (P) alors
i- o' = f(t,y(t)), d’on y est dérivable donc continue,
1- ona

dy
W — a.00) = dy = fCelo)ae > [ dy=ole) = stt0) = [ satenas
(Ici y est une fonction et non une variable et donc dy = d(y(s)) = v/(s)ds.)
” <7 (i) et (ii) donnent l'existence de y € C(J) car y est la primitive de la fonction continue
f(.,y(.)) (par composition). Et en dérivant (ii) on aura y' = f(¢,y(t)) on
y(to) — yo = f(t,y(t)) = 0. Donc la fonction y vérifie le probléme (P). O

Définition 3 (Solution maximale). On appelle solution mazimale, une solution y de (E) tel
que lintervalle J soit un intervalle maximal (le plus grand possible).

Ce qui veut dire que pour y : J — R une solution maximale de (F), 'intervalle J 2 Jsur
lequel y est solution de (F) n’existe pas.

Exemple 3. Soity =y*>---(E), ici [ = Q =R, y(t) = et J =]c, +o0o[. La solution

y(t) = ; ne peut pas étre définie sur un intervalle plus grand que J =|c, +00|.

Définition 4 (Solution globale). La fonction y : I — R est appelée solution globale de (E)
(J=1).

Remarque 2. Une solution globale est mazimale.

Exemple 4. Soit y =2y---(E), ici [ =R, Q = [0, 400, en plus pour y(t) = e*, est définie
sur J =R = 1. Donc la solution est globale.

Théoréme 2 (Régularité de la solution). Soit f: I xQ — R etk e N. Si f € C*I x ),
alors toute solution de (E) est de classe C* sur J.

Preuve. Par récurrence on a

e Pour k=0, onveut f € C(I x Q) =y e CY(J)?
y est solution de (F) donc elle vérifie (E), c-a-d y' = f(t,y) qui est continue sur J car
composition de deux fonctions continues f et y (y' existe donc y est continue).
Ainsi 9/ et y sont continues; d’ott y € C1(J).

e Supposons f € CF(I x Q) = y € C*1(J)?
Puisque y est solution de (F), alors y vérifie y' = f(t,y) et donc ¥y est dérivable.
Mais par hypothése on a y de classe C*, avec 3’ continue (composition de deux
fonctions continues de classe C*), et donc ¢’ est de classe C* avec y de classe C* et
donc y € C*1(J).
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1.2 Existence locale et globale, Unicité

/

On se donne le probléme de Cauchy (P) { z(t ) - i(t, y)---(E) ot f:IxQ SR, ICR
0) =%
non vide, €2 ouvert non videde Ret y:J C I — R.

Définition 5 (Fonctions Lipschitziennes). Soit Cy = [ty — T,to + 7| et Cy = [yo — 0, Yo + 70
pour T > 0,79 > 0 et soit C' = Cy x Cs.

On dit que f est une fonction Lipschitzienne par rapport a y, uniformément par rapport a t,
sur C', sl existe k > 0 tel que

Vi€ C1,Vy1,y2 € Co, [ f(Ly1) — f(t,y2)| < kfyr — val-
Si C'=1 x Q on dira alors que f est globalement Lipschitzienne.

Rappel (Théoréme des accroissement finis). Soit f une fonction continue sur [a,b], dérivable
sur ]a, b[. Alors il existe ¢ €]a,b] tel que

f(b) = fla) = f'(c)-(b - a)

Ou encore 36 €0, 1] telle que
f(b) = f(a) = f'(a+0(b—a)).(b—a).
Exemple 5. 1- oy =yl + |t|,y(to) = y(0) = 1. Ici f(t,y) = |y| +|t], I = Q2 =R. Soit

7> 0,79 > 0 et prenons C = [to — 7,tg+ 7] X [yo — ro, 70 +10) = [—7, 7] X [1 =710, 1 +190].
On veut 3k > 0 tel que V(t,11), (t,y2) € Cf(t,y1) — f(E,92)] < Kfyr — vol?
On a

[F(t 1) = F(&y2)l = [1E] + Tyal = (8] + [g2D)] =yl = [ell;
mais par l'inégalité trigonométrique on sait que ||y1| — |yo|| < ly1 — vol-

Ainsi tout k > 1 donnera le résultat V(t,y1), (t,y2) € C|f(t,y1) — f(t, v2)| < k.Jyr — ol

Lemme 3. Supposons que la fonction f: I x Q — R est de classe C' dans un voisinage de

0 0
(to,yo). Alors f est en (to,yo) localement Lipschitzienne par rapport y. (a—{, et (9_f existent et
Y

sont continues sur un voisinage de (to,vo))-

Preuve. Soit (ty,yo) € I x 2. Soit Ty, r9 > 0 ot Cy = [tg — To,to + Tp) C I et
Cy = [yo — 10, Yo + 10) C . D’apres le théoréme des accroissement finis on a l'existence de
0 €]y1, y2[ ou bien |y, y1| telle que

() — St )| = |§—£|<t,r>.ryl (0.

0 0
Mais f € C1(C; x Cy), alors 8_f est continue sur un fermé, donc 8_f est bornée et alors
Y )

dk = sup g(t, 9)|.

(t,@)eC’l X Co 8y

D'ou |f(t,y1) — f(t,y2)] < k.|Jy1 — y2| et donc f est localement Lipschitzienne sur C; x Cy. [
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0
Remarque 3. Pour vérifier la condition de Lipschitz sury de f, il suffit de voir si 6_f est
)

bornée.

3
Exemple 6. ¢y = 4.t4+—y2,y(to) = yo donnée, avec I =|1,+o0l, 2 =]0, c0].
Y
t3
f(t,y) = 4.t4+—y2, écvidement f est continue car fraction de deux polynome dont le
Y
dénominateur n’est pas nul.

o) 12t%y® — 4t°

a—];(t, y) = w, qui est continue sur I x .
Y

af B 47 — 4t3y?

3y (t,y) = CEYr R qui est continue sur I x €.
Donc f € CHI x Q), alors f est localement lipschitzienne.

Théoréme 4 (Cauchy-Peano-Arzela (Existence locale)). Soit
C=lto—T,to+T] X [yo — 70, Y0 + 0] un cylindre de sécurité avec T" < min(Ty, %) pour

Uéquation (E). Alors si f est continue sur C, le probleme (P) admettera donc une solution
locale y : [to — T, to + T — [yo — 70, Yo + To-

Lemme 5 (Lemme de Gronwall/Forme différentielle). i- Soitn : [a,b] — R, une
fonction continue vérifiant

n'(t) < ®(t).n(t) +(t) p.p. t

ou ¢, : a,b] - R,. Alors

n(t) < ela ®(s)ds [n(a) + / t@/}(s)ds] Vt € [a, b].

1-  En particulier si
n < ®.n surla,b] ot nla) =0.
Alors n =0 dans [a, b].
Preuve. L’hypothése est telle que p.p. t € [a, b]
7 (8) < @()n(t) + (1) = 1/ (). PO < B(t)p(t).em I PO 4 g(t).e S 2O
= [/ (t) = B(t).n(t)] . Je P < p(p).em fa PO

Mais

/

(7' (t) — @(t).n(t)] .e” Jo @(rydr _ [77(15).67 [5®(r)dr

alors

t , .
[ [y 0w s = (o). 20— ya)

. . . . . . — s , .
ainsi puisque la fonction positive e Ja 207 gt décroissante, on aura

t t
e 0O @) < [ uts)e HHOds < [us)ds
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et on conclut alors que

n(t) < ela 2 [n(a) + / tw(s)ds] Vt € [a,b].

Le deuxiéme cas est trivial

Lemme 6 (Lemme de Gronwall/Forme intégrale). i- Soit 1 : [a,b] — R, une fonction
continue vérifiant

t
P(t) < Cl/ W(s)ds + Cy p.p. t et pour C1,Cy >0

Alors
Y(t) < Co.e'Y pop. t € [a,b).

1-  En particulier si
t
P(t) < C’l/ W(s)ds p.p. t et pour C; >0
Alors 1 =0 dans [a, b].
Théoréme 7 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz/Existence et Unicité). Soit
C=lto—T,to+T] %X [yo — 70, Yo + 0], avec T,ro > 0, un cylindre de sécurité de l’équation
(E), avec T' < min <T0, %), pour Ty, M > 0.
Alors si [ est continue sur C' et localement Lipschitzienne pour (t,y) € C, le probléme de

Cauchy (P) admettra donc une seule solution y : [to — T, to + T — [yo — 70, Yo + o]

Preuve. Nous allons donner les grandes lignes de la démonstration de ce théoréme.
Puisque le probléme de Cauchy est équivalent avec sa forme intégrale, nous allons utiliser le
schéma de Picard, qui se fait par la construction de la suite de fonctions (y,).en telle que

Yo donné

t
Y=o + / £(5.90(s))ds

v = o + / F(s,1(s))ds

Yn = Yo + /t f(S, yn—1(8)>ds

et on va prouver la convergence de cette suite vers la fonction y qui vérifie le probléme (P).
i- Existence de la suite (y,)nen
On veut prouver que la suite (y,)nen est bien définie, et ceci par récurrence.
n=1y =y + ftz f(s,90(s))ds,
et donc y; est bien définie tant que fti f(s,y0(s))ds existe, et pour cela on veut que
(t, yo) € C.
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ii-

Puisque yg est la donnée initiale, alors |y — yo| < 7o, ce qui est vrai si

s € [to— T, to+ T] et donc (t,y) € C.

Et comme f est continue on aura ftl; f(s,y0(s))ds bien définie.

Supposons ¥, bien définie, i.e. y, = yo + ftz f(s,yn_1(s))ds existe. Et prouvons que
Yns1 est bien définie aussi.

On a y,i1 =y + fti f(s,yn(s))ds, et on veut que (s,y,(s)) € C7 c-a-d |s —to] <T7 et

|yn - y0| S To ? ;
On a |y, —yo| = | [, f(s,yn-1(s))ds|; I'hypothese de récurrence. Mais f est une
fonction continue sur le compact C', donc bornée et on aura

AM > 0,Y(s,yn—1(s)) € C : | f(s,Yn-1(5))| < M

et donc

t
|?/n—yo|§/ |f (s, yn_1(s))|ds < M|t — to],
to

r

ou [t —to] < T < Ty, alors |y, — yo| < M.T, et on veut M.T < rg, donc T' < MO et
T

comme T < Tj on prendra alors 7' < min(7y, MO).Et donc ¥, 41 est définie sur

[to —T,to+T) C [to — To, to + To).

Convergence de la suite (yy,)nen-

Il suffit de prouver que (y,)nen est une suite de Cauchy.

Prenons p, g tels que p < g et posons p = ¢ — n. Ecrivons

Yp =Yg = Yp = Yp+1 T Yp+1 — Yp+2 T Yp+2 — Yp—3 T + Yntp — Yntp-1

et on aura

lyp — 1q| < Z @

k= ()

— 0 quand p — 400

car c’est le reste d'une série convergente.
Passage a la limite
t . .
On a yp1 =y + fto f(s,yn(s))ds, et comme f est une fonction continue sur un
compact, et par le théoréeme de la Convergence Dominée

im_ / Fuls)ds = /t:f(s)ds

et donc

t
Hm goes = o + / i (5, yn(s))ds
—+00

n to

d’on

y(t) = yo + /ttf(s,y(s))ds.

Pour I'unicité de la solution, supposons 'existence de deux solutions y, z au probléme
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(P) telles que

y=m+[U@mm@

zZ=1yo+ /t f(s,2(s))ds
w—azvhwwww—/f@dwwm

/uxy @m>m<k/w ) — +(s)|ds,

mais

et d’aprés le lemme de Gronwall (forme intégrale) on aura |y(t) — z(t)| = 0 p.p. t.

Exemple 7. Prenons y' = \/y, ici f n’est pas Lipschitzienne au voisinage de y = 0, car

lim |f(y1) - f(y2)| _

(y1,92)—(0,0) Y1 — Y2

Par contre f est Lipschitzienne sur tout intervalle |a, b, a,b > 0, car

|f(y1) —f(yz)| 1 1
Y1 — Y2 \/_+\/% 2/a’
1

et donc il suffit de prendre k > NG

Remarque 4. Si une fonction est dérivable au voisinage d’un point et la dérivée est bornée
dans ce voisinage, alors la fonction est localement Lipschitzienne. La réciproque est fausse, il
y a des fonctions Lipschitzienne qui ne sont pas dérivables.

Prenons a titre d’exemple y' = |y|, avec f Lipschitzienne au voisinage de tout point de R,
mais elle n’est pas dérivable en y = 0.

Si une fonction est de classe Ct alors elle est localement Lipschitzienne.

Lemme 8. Soit f une fonction continue et localement Lipschitzienne sur I x Q. St y; est une
solution du probléme (P) définie sur Jy et yo est une autre solution de (P) définie sur Js.
Alors y1 = yo sur J; N Js.

Preuve. On remarque que J; N Jy # ¢ car tg € J; N Js.

Soit A={te JiNJy:y(t) =1y(t)}.

A # ¢, puisque ty € A.

On a évidemment A C J; N Jo. Et prouvons la réciproque (J; N Jy, C A).
Remarquons que

A={te inh:yt)=p®)}={t€ inl:(y—y){t) =0} =y — ) {0},

ot {0} est un fermé de R avec la fonction continue y; — y5 sur J; N Jy et donc ’ensemble A est
fermé.
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En plus A est un ensemble ouvert de J; N Jy, car
pour t, € A=t, € Jy N Jo, ot y1(t) = y2(ts) = s
Alors ¢ deux solutions de § ¥ = /(t:9)

Y1, Y2 sont deux solutions de u(t) =,
Soient T3, Ty > 0 tels que [t, — 11, t. +T11] C Jy et [t. — To, t. + To] C Jo, et soit T' donné par le
théoréme de Cauchy-Lipschitz pour (t.,y.). Posons T, = min(7}, T3, T), et ainsi y; et y, sont
deux solutions définies sur [t, — Tk, t, + T3] C [t. — T, t. + T| du méme probléme de Cauchy.
Et d’aprés I'unicité de la solution du théoréme de Cauchy-Lipschitz on a y; = y, sur
[t. — Ts, te + T4
Donc [t. — T\, t. + 1] C A, alors pour a« < T, on a t, € [t, — a,t, +a] C A, alors A est un
ouvert.
Ainsi A est un ensemble non vide ouvert et fermé dans J; N Jo, ot J; N Jy est connexe (car
c’est un intervalle).
Donc A= J,NJy =y =y sur J; N . O

Corollaire 1. Si f est une fonction continue et localement Lipschitzienne sur I x €2, alors
pour tout (to,yo) € I X Q, le probleme de Cauchy (P) admet une seule solution mazimale.

Preuve. La solution y du probléme (P) est définie sur [to, T, to + T] C [to, To, to + To], d’apres
le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

On va étudier le prolongement de la solution juste d’un coté, et 'autre s’en déduira. Soit le
coté droit ; posons y; = y(to + T') et considérons le probléme de Cauchy suivant

Y = f(t.y)
€ [to— Ty, to + Ty,
{y(t0+T) = fo = Toofo + T

i.e. la point initial est t; =ty + 7. Et puisque f est continue et localement Lipschitzienne, on
aura l'existence d’une seule solution y' sur un intervalle centré en ¢;, c-a-d

ElTl . [tlv Tl, tl + Tl] C [to, T(), tl + Tl]

A gauche de t; =ty + T, y et y' coincident car elles sont toutes les deux solutions de 'EDO
vérifiant la méme valeur au point to + 7T, i.e. y(to + T) = y'(to + T).

y(t) ,tE [to—T,to-‘-T]
yi(t) ;tefto—T,t1 +T1] "
[to — T,to +T—|—T1]7 avec tl = to —|—T

De nouveau on prend y, = y(t; + T1) comme donnée initiale du probléme de Cauchy

{ y = f(t,y)

Alors on pose § = { y est une solution prolongée sur

. De méme on aura une solution sur un intervalle centré en t; + 17 et
yti +Th) =y2

qui coincidera avec §(t) & gauche de t; + 77 (par unicité) et donc on aura prolongé g(t) a
gauche de t; + T7 jusqu’a (t; + T1) + Ts. O

Remarque 5. 1-  Ce principe de prolongement est opérationnel tant que y est définie a
Uextrémité du dernier intervalle obtenu ou si y(t) # oo sur son intervalle d’existence.
2- On aura un des deux phénomeénes, soit le prolongement continu de facon illimitée et
on aura ainsi existence globale, ou on aura [’existence d’un point T ou
lim, .7 |y(t)| = oo et on dira alors qu’on a explosion en temps fini.

/

ot la solution est donnée explicitement par y(t) = il

a 1—tyo

2
Y =Y
Exemple 8. ,
P { y(0) =y >0
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1 1
L’intervalle maximal d’existence est [0, —[, et on ne peut pas considérer lintervalle | —, +o0|
0 Yo
car par définition la solution de I’EDO doit préserver sa dérivabilité et donc sa continuité sur

1
son domaine d’existence. Alors elle s’arréte la et son intervalle maximal est [1, —].
Yo

Remarque 6. Géométriqguement les graphes des deuz solutions mazimale de (E) sont soit

confondus ou bien disjoints.

Théoréme 9. Soit f une fonction continue sur I x Q. S7il existe deux fonctions continues
g,h: I — R, telles que

V(t,y) € I xQIf(t,y)| < g(t) + h(t).lyl,
alors toute solution maximale de (E) est globale.

Exemple 9. 3 = (2t + 1)ysin(y? +t?). [ = Q =R.
|f(t,y)| =2t + Dysin(y?* + %) < (2t + 1)y| car |sina| < 1.

Corollaire 2. Soit f une fonction continue sur I x € et globalement Lipschitzienne. Alors le
probléme de Cauchy (P) admet une seule solution globale.

Preuve. f est continue sur I x 2 et globalement Lipschitzienne sur I x €2, alors les hypothéses
du théoréme de C-L sont vérifiées, et donc (P) admet une seule solution maximale y. En plus

f(tay) = f(tay) + f(tayO) - f(tvyO) = |f(t7y)| < |f(t7y0)‘ + |f(t7y) - f(tvyo)’
= |f<t7y)| < |f(t7y0)‘ +k|y_y0|
= |f( )| < [f (& yo)| + k- {lyl =+ [yol]

D’ou g(t) = |f(t,v0)| + k-|vo| et 3h(t) = k tels que

|f(ty)l < g(t) + h(t).lyl,

et d’apres le théoréme précédent (E) admet une solution maximale ; qui est globale. ]

1.3 Dépendance des solutions par rapport aux conditions
initiales

Soit f: I x Q — R, satisfaisant les hypothéses de Cauchy Lipschitz. Ainsi pour toute
condition initiale (tg,yo) € I x €, il existe une seule solution maximale du probléme (P). On
veut savoir comment cette solution maximale, et en particulier son domaine de définition,
dépend de la condition initiale.

Théoréme 10 (Théoréme des bouts). Soit f: I x Q — R, et supposons que f vérifie les
hypotheéses du théoreme de Cauchy Lipschitz. Soit y :Jt—,t7[— R une solution de (E). On a
donc |t~ tT[C I. La solution y est mazimale o droite si et seulement si
i- Soit tt =supl,
ii- Ou bien t+ < supl, et quand t — t*, y(t) sort définitivement du compact de Q. Ceci
signifie que pour tout compact K C €, il existe un temps 1 €]t~ tT], tel que y(t) ¢ K
dés que t € [Tx,tT].
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Bien siir le théoréme s’écrit aussi du coté gauche (c-a-d la solution y est maximale a gauche
ssi soit t~ = inf I ou bien ¢~ > inf I et quand t — t~,y(t) ¢ K dés que t € [t™, 7k]).

Définition 6. Soit y : [a,b] — 2 la restriction d’une solution de (F) a un sous-intervalle
compact de son intervalle de définition. Le graphe de y est

I'={(t,y(t)) out € [a,b]} C I xQ.
Pour € > 0, le e-tube autour de I" est
I.={(t,2(t)) out€la,b et |y(t)—z| <e} C I xR

Lemme 11. Pour ¢ > 0 suffisamment petit, le tube ', est une partie compacte de I x §Q.
La restriction de f|._ est alors Lipschitzienne par rapport a y.

Théoréme 12 (Dépendance C° des solutions par rapport aux données initiales). Soit
f 1 xQ— R, satisfaisant les conditions de Cauchy Lipschitz. Soit y : [a,b] — Q la
restriction d’une solution de (E) a un sous-intervalle compact [a,b] C I. Pour tout e > 0 tel
que le e-tube autour de la trajectoire de y soit inclut dans I x 0, il existe 0 < n < e tel que st
y est une solution mazimale de (E) de condition initiale (to,yo) € T,
* y est définie sur un intervalle ouvert contenant [a,b],
V€ [a,b] on a (t,2(t)) € Te, d.e. sup,epy |y(t) — 2(t)] <e.

Preuve. Le lemme précédent assure que f)._ est Lipschitzienne.
Soient 0 < n < ¢, (to,y0) € Iy et z: J — Q la solution maximale de (E) de condition initiale
(to, yo). Pour n assez petit on veut
i- supJ > b,
- |y(t) — 2(t)| <e,Vt € [a,b].
On va montrer que si 7 est assez petit on a

t€ftob][ )] = ly(t) — 2(t)| <e.

Si ce n’est pas le cas, on introduit le premier instant a droite de 5 ou (¢, y(t)) est sur le bord
du tube I',.
Soit
t1 = inf{t € [to,b] N J tel que |y(t) — 2(t)| > €},
on a donc |y(t1) — z(t1)| = €, tandis que |y(t) — 2(t) < €|, Vt € [to, t1].
Vt € [to, t1] le point (¢, z(t)) € T'.. Et donc

ly'(t) — 2" () = [f(t,y(t) — f(L, 2(t)] < Kly(t) — 2(t)].
Ainsi du lemme de Gronwall on aura
e =ly(t1) — 2(t1)] < Fy(ty) — 2(to)| < X0,

il suffit de prendre n < .e™*®=9) d’on (ii).

Soit n < e.e7¥(=%) et par I'absurde supposons sup J < b.

Lorsque t — sup J, le graphe de la solution z, i.e. {(¢, z(t))} reste confiné dans I'. C I x Q. Et
z(t) reste dans le compact p(I'.) C Q, oup: (t,y) € I x Q@ — Q > y est la projection sur la
seconde coordonnée. Ainsi par le théoréme des bouts on conclut que z n’est pas maximale &
droite. O
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Exemple 10. Soit f : Rx]0, +oo[— R, la fonction définie par
1
Vte R,Vy >0, f(t,y) = =

1- Montrons que f est continue sur f : Rx]0, 400 et qu’elle est localement
Lipschitzienne.

Puisque f est l'inverse de la fonction linéaire non nulle y, donc continue, alors f est
continue sur f : Rx]0,+ool.

1 0
f est de classe C* sur I x Q car of = — continue sur I x Q, et of =0 est aussi
dy  y? ot
continue.
y = 1 (E)
2- Soit yo > 0. On considére le probléme de Cauchy (P) y :
y(0) =yo>0

2.1-  La solution explicite de (P) est

/

1 1
Y :—:>ydy:—dt:>§y2:—t+c,c€R:>y2:—2t+cZU
Y

=y=EvV-2t+c

2
En plus yo > 0 et donc c = y2 = y(t) = /=2t + y2, définie sit < % (y(t) ne peut

étre négative car yo > 0.)
2

Alors y(t) = /=2t + 42 et J =] — o0, %[

2
2.2-  Etudions pour T* = %, limy 7« y(t).

On a limy_yp+ /=2t + y2 =0 ¢ Q =]0, +00].
Et d’apres le théoreme des bouts, y sort de tout compact de €2, donc y n’est pas
globalement Lipschitzienne.
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