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Variables aléatoires a plusieurs dimensions

1- Généralités dans le cas unidimensionnel
Soit (Q, P) un espace probabilisé. Une variable aléatoire (v.a) est toute application X : Q0 - R

et ; = X(Q) est appelé 'univers image. Donc si (}; est dénombrable la v.a. X est dite
discrete sinon elle sera continue.

Exemple Dans un groupe d’éleves il y a 12 filles et 8 gargons. L’enseignant veut
présenter a la féte de fin d’année une piece de théatre avec 6 acteurs. Soit X la v.a. égale au
nombre de filles dans la piece.

k 6—k
Danscecas X € {0,1,2,3,45,6} =Q,etP(X =k) =p;, = %,i =1,..,7, estlaloide
20
probabilité ou bien-sir ¥7_; p; = 1.
Les parameétres de la v.a. discréte X sont I'espérance mathématique E(X) = ﬁzlxl-. p; (la

valeur moyenne de la v.a. X) et la variance var(X) = E((X — E(X))?) = E(X?) —
(E(X))? = 0,00 E(X?) = X!_, x2.p;. En plus de I'écart-type gy = \/var(X).
Exercice Revenir a 'exemple précédent et calculer E(X) et var(X).
Propriétés

E(X+a)=EX)+a,a€R,

E(AX) = AE(X),1 € R,
EXxY)=EX)+E(),
var(X + a) = var(X),a € R,
var(AX) = 2?var(X),1 € R.

Pour le cas ou la v.a. X est continue on disposera soit d’une fonction densité de probabilité f
ou d’une fonction de répartition Fy. La fonction f est intégrable (continue), positive et en

plus fj:: f(x)dx = 1. Et la fonction de répartition Fy(x) = f_xoof(t)dt,Vx € R.

axe ™ x>0
0 sinon
densité de probabilité. Et donner les valeurs de a, A pour lesquels E(X) = 1000.

Exemple Soit la fonction f(x) = { ,a,A > 0. Vérifier que f est une

Comme propriétésonaP(a <X <b) = f:f(t)dt = Fy(b) — Fx(a).
Les paramétres de la v.a. continue X sont alors E(X) = f:: t. f(t)dt et bien slr

var(X) = E(X?) — (E(X))? U E(X?) = fj:: t2. f(t)dt. Et donc oy = \/var(X).



2- Couple de v.a.

2.1- Le cas discret

Soient X et Y deux v.a. sur le méme espace de probabilité (Q, P) ou X(Q) = {x, x5, ... } et
Y(Q) = {y1,y,, ... }. Laloi du couple (X,Y) est définie par

0<p;=P(X=x,Y=y)<1,  Vij=1o0l zzpij -1,
i1 j21
Exemple Les centres de transfusion sanguine disposent de la répartition suivante des
principaux groupes sanguins

Groupe sanguin | O A B AB
Rhésus + 37% 38,1% 6,2% | 2,8%
Rhésus - 7% 7,2% 1,2% | 0,5%

1- Quelle est la probabilité pour qu’une personne ait un sang de facteur Rhésus - ? Il s’agit ici
de toute la ligne Rhésus — et donc c’est (7+7,2+1,2+0,5)%=15,9%

2- 10 personnes prises au hasard donnent leur sang. Soit X la v.a. qui prend pour valeurs le
nombre de personnes appartenant au groupe A. Calculer P(X=4). C’est le cas X~B(n,p) ou
n=10 et p=(38,1+7,2)%=45,3% et donc pour k = 0, ...,10 P(X = k) = CE,p*(1 — p)1°7F,

3- Pour une intervention chirurgicale, on doit avoir au moins trois donneurs de groupe O et
facteur Rhésus +. Dix personnes vont faire ce don ignorant leur groupe sanguin. Calculer la
probabilité d’avoir au moins les donneurs nécessaires parmi les dix volontaires. Soit Y la v.a.
nombre de personnes de groupe O avec Rhésus +, alors Y~B(n, p) avec p=37%,n=10 et on
veut P(Y=3)=1-P(Y<3)=1-[P(Y=0)+P(Y=1)+P(Y=2)].

Lois marginales

P(X =x;) =p;. =ZPU =pi1 t P+, Viz21
=1

P(Yy=y;)=p;= ZPU =p1jt P2+, Vi 21
i=1
Fonction de répartition du couple (X,Y)

FX,y(x,y)=P(XSx,YSy)=Z(ZPU)= Z Zpij

XiSX Yjsy yjsy Xi<x
Indépendance de deux v.a.
Les deux v.a. X et Y sont dites indépendantes si et seulement si les deux événements
(X = x;) et (Y = y;) sont indépendants, c-a-d
P(X =xetY = y]-) =Dpij = Di. XD, Vi, ].
Probabilités conditionnelles

P(X=x;,Y =vy; .
V]Zletlleé P]/L:P(Y:y]/x=x1)= ( L y]):&’

P(X=xl-) p;.
PX:x'iY: j ij
=Y J



Caractéristiques du couple (X,Y)
Il faut noter en premier que pour X et Y deux v.a définies sur un méme espace probabilisé
(Q,P)ona

La somme X+Y est la v.a. définie sur Q parVw € Q, (X + Y)(w) = X(w) + Y(w),
I'univers image Z=X+Y est constitué par les réels z, = x; + yj etona P(Z = z) = X p;j.

Le produit X.Y est la v.a. définie sur Q par Vw € Q, (X.Y)(w) = X(w). Y(w), 'univers
image T=X.Y est constitué par les réels t, = x;.y; etona P(T = t;) = X p;;.

Exemple

X\Y 0 1 3 5 10 Loi marg X
0 1/25 1/25 1/25 1/25 1/25 5/25

1 0 2/25 1/25 1/25 1/25 5/25

3 0 0 3/25 1/25 1/25 5/25

5 0 0 0 4/25 1/25 5/25

10 0 0 0 0 5/25 5/25
LoimargyY | 1/25 3/25 5/25 7/25 9/25 1

Pour Z=X+Y et T=X.Y donner les lois de probabilités de Z et de T.

Z=X+Y et donc 2=0,1,2,3,4,5,6,8,10,11,13,15,20, par exemple si

X=0 et Y=0 alors Z=0 et donc P(Z)=P(X=0,Y=0)=1/25,

X=0 et Y=1 ou X=1 et Y=0 alors Z=1 et donc P(Z=1)=P((X=0,Y=1)U(X=1,Y=0))=1/25+0=1/25,
X=0 et Y=3 ou X=3 et Y=0 alos Z=3 et P(Z=3)=P((X=0,Y=3)U(X=3,Y=0)=1/25+0=1/25,

Pour T=X.Y alors T=0,1,3,5,9,10,15,25,30,50,100, par exemple si
X=0 et Y quelconque on aura T=0 et de méme X quelconque et Y=0 on aura T=0 et donc
P(T=0)=5/25

Remarque
Soit (X,Y) un couple de v.a. indépendantes alors E(X.Y)=E(X).E(Y).
En plus
E(X) = Z XP(X =x,Y =y), E(Y)= Z YP(X = x,Y = y).
(. YEX (XY (Q) (xY)EX(Q)XY(Q)
E(XY) = Z xyP(X = x,Y = y).
(X, Y)EX(Q)XY(Q)
PourZ = ¢(X,Y) ol ¢: D — R pour D un ouvert de R? et X(Q) x Y(Q) c D, alors

E@D= ) 9ePH=xY=y).
(YEX(Q)XY(Q)
EtE(X,Y) = (E(X),E(Y)).
La covariance et le coefficient de corrélation du couple de v.a. (X,Y) sont
cov(X,Y) = E(X.Y) —E(X).E(Y).



Pxy =

cov(X,Y)

Ox.0y

Et on a les propriétés suivantes pour X,Y, X' et Y desv.a.et 1 € R
cov(X,Y) = cov(Y,X)

cov(X +X,Y) = cov(X,Y) + cov(X',Y)
cov(X,Y +Y') =cov(X,Y) + cov(X,Y")
cov(X,AY) = Acov(X,Y)

cov(X,X) = var(X)
var(X +Y) = var(X) + var(Y) + 2cov(X,Y)
cov(X,Y) = E[(X —EX)).(Y — E(V))]
lcov(X,Y)| < ox.0y
—1<pxyy <1
Et si X et Y sont indépendants alors E(XY) = E(X).E(Y), var(X +Y) = var(X) + var(Y),

cov(X,Y) = 0etpyy = 0.

Exemple
Soit la loi de probabilité

k -2 -1

0 1

2

P(X=k) |1/6 |1/4

1/6 | 1/4

1/6

Pour Y = X2 donner la loi de probabilité du couple (X,Y) est-ce que y a indépendance ? Et

calculer cov(X,Y).

k 0 1 4

P(Y=k) | 1/6 | 1/4+1/4=1/2 | 1/6+1/6=1/3
X\Y [0 1 4

-2 0 0 1/6

-1 0 1/4 0

0 1/6 0 0

1 0 1/4 0

2 0 0 1/6

X et Y ne sont pas indépendants car P(X=-2,Y=0)=0 et P(X=-2).P(Y=0)=1/6.1/6.

On sait que

cov(X,Y) = E(X.Y) — E(X).E(Y)

Avec la loi de probabilité de X.Y

X.Y 8 |4 [2 ]1 o 1 (214 |8 |3

PXY) |1/6 |o |o |1/4l1/6 [1/4]0 [0 |1/6]1

xivipij |-8/6lo |o [- o 1/4]0 o [s8/6]0
1/4

E(X.Y)=0, E(X)=0,E(Y)=11/6 et donc cov(X,Y)=0.




2.2 Le cas continu
On dit que I'application f: R? — R est une densité de probabilité sur R? si elle est positive
et vérifie

f f(x,y)dxdy = 1.
R2

En plus la fonction de répartition sera

Fyy(x,y) = f_); j:;f(a, 7)dodr,

Et I'on dit que le couple (X,Y) et un couple aléatoire continue.
Exemple
fGy) = {Z(x *(‘) y = 2xy) st (x,y) € [0,1] x [0,1]
sinon

Prouver que f est une densité de probabilité et donner Fyy.

Pour ceci il faut en premier prouver que Vx,y f(x,y) = 0.

Si (x,y) € [0,1] x[0,1] f(x,y) = 0, sinon

Ona
(x—y)2=x?>+y2—-2xy=>0=>-2xy=>—-x*—-y?’=>x+y—-2xy=>x—x*+y—x*

Or sur [0,1] on sait que x — x* = x(1 — x) = 0 et pareil poury — y? = y(1 — y) = 0.

Ensuite il faut prouver que fsz(x, y)dxdy = 1.

Ona

Jo FCoY)dxdy = [, [f, FCoy)dx|dy =2 [} [ [ G+ y — 2xy)dx| dy =
= Zfol [%xz + yx —yx?| Idy = Zfol [%dy] =1

Ainsi f est bien une densité de probabilité.
Les lois marginales (densités marginales) sont alors

fe(0) = f faydyet fy(y) = j £, y)dx.

Et donc les fonctions de répartition marginales seront

Fy(x) = Fxy(x, +90), Fy(y) = Fxy(+,y),
avec

Fy(x) =P(X <x) et Fy,(y) =P(Y <y).
On reprendra I'exemple précédent.
Donc les moyennes marginales sont

= | :o o @dx = [ :o[ | zoxf(x, y)dx]dy,

pn = [ :o vhdy=| 1| :oyf(x. y)dyld x.

—00

Avec

ran = [ 1] xyreyidx

—00

cov(X,Y) = E(XY) — E()E(Y) = E([X — ECO][Y — E(Y)]).



On notera que
92F

flx y)_aa y) = aya(y)
Si f(x,y) = fx(x). fy(y) on dira alors que X et Y sont indépendantes. De méme avec la
relation Fyy(x,y) = Fx(x). Fy(y).
Lois conditionnelles
La densité de probabilité conditionnelle de Y sachant X = x est
fxy)
Fo /0=y 1o =] 1e ST >0,
0 sif(x) =0
De méme la densité de probabilité conditionnelle de X sachant Y = y est
fy) |
Fa i = feyv(xiw) =1 oy SO0
0 sif(x)=0

Remarque
SiXetYsontindépendantesona fy,y = fx et fy,x = fy.

Changement de variables (X,Y)
Soit le couple de v.a. (X,Y) et considérons le nouveau couple (u,v)ou X = ®(U,V)etY =
Y(U,V) trouvons alors la loi du couple (U,V) :

dx Ox
Si (X,Y) €D cR?et(U,V) €A cR? alors pour ] = g’; g; la matrice jacobienne de la
ou o

transformation ®: (X,Y) — (U,V) on aura :
f(x,y) se transforme en f(U,V)|]|,

lf fCx,y)dxdy = gf(u,v)ljldudv.

Exemple
Considérons f(x,y) =e * Y, x >0ety > 0.

La matrice de covariance est une matrice carrée symétrique donnée par
5= ( var(X) cov(X, Y))
XY 7 \cov(X,Y) war(Y)



3- Vecteurs Gaussiens
Soit X une v.a. continue qui suit la loi normale N (u, %), alors elle admet la densité suivante
£ = —=exp (5 (25
x) = exp|—= ,
oV2m P\72\%

Dans ce cas on note X~N(u,5?) ou E(X) = u et var(X) = 2.

— 2
En particulier Y = % ~N(0,1) avec f(y) = m/lﬁ exp (_ x?)
On a si X;~N(uy, 02) et X,~N(uy, 0%) et si X; 1L X, (indépendants), alors
Xl + Xz"’N(‘ul, 0-12 + 022)

Le vecteur aléatoire X = (x1, Xy, ..., X,)7 est appelé vecteur Gaussien si et seulement si pour
tout & = (@, &y, ..., @) lav.a. X, a;X; est gaussienne.

Exemple Prenons X~N(0,4) et Y~N(1,9)ouX L Y,enplussoitU =2X —YetV =X+ %Y.
Quelles sont les loisde U et V ?

Par linéaritt ona E(U) = =1 et E(V) = %

Par indépendance de X et Y on a
var(U) = var(2X —Y) = var(2X) + var(Y) = 4var(X) + var(Y) = 25
1 1 1 25
var(V) = var (X + EY) = var(X) + var (E Y) =var(X) + Zvar(Y) =7
Ainsi U~N(=1,25) et V~N(3,2).

11 faut démontrer en plus que le vecteur (X,Y) est Gaussien.

Quelle est la loi d’un vecteur Gaussien ?

Pour X = (Xq, X5, ..., X,)T v.a. gaussien on a uy = E(X) = (E(X1), E(X2), .., E(X,))T et
var(X) = Ly la matrice de covariance et on notera X~V (uy, Zx). En plus pour tout i les v.a.
sont toutes gaussiennes.

Remarques
I- Sipourtouti =1,...,n les composantes X; des v.a. gaussiennes sont mutuellement
indépendantes, alors le vecteur X est Gaussien.
2- Sipourtouti = 1,...,n les composantes X; des v.a. gaussiennes, mais pas
indépendantes alors il se pourra que X ne soit pas Gaussien.

Exemple

Soit X = (X1, X5, X3)T un vecteur Gaussien de vecteur moyenne uy = (3,—5,10)7 et matrice
2 1 0

de covariance Ly = (1 1 0) et posons Y = 3X; + 2X, — X3 donnerlaloideY.
0 0 1

Proposition

Soit uy € R™ et Xy une matrice carrée symétrique et définie positive, alors il existe un vecteur
Gaussien X de moyenne py et de matrice de covariance Xy.

Exemple

Soit X = (X1, X5, X3)T un vecteur de vecteur moyenne uy = (1,0, —1)7 et matrice de
2 1 1

covariance Ly = (1 2 1). Montrer que X est un vecteur Gaussien.
1 1 2



Remarque
SiX =(Xy,...,X,)T ouX;~N(0,1), Vi =1,...,n,onaura uy = (0,..,0)T et =y = I,,.

Proposition
Si X~N(uy,Xyx), alors pour tout A € R" la v.a. ATX~N ATy, ATZ4 1).

Théoréme
Une v.a. X~N(uy, Zy) si et seulement si Xy est inversible. En ce cas

1 1
fx(Xq, s xn) = -exp <— 2 X - HX)TZEI(X - #X))

S
(Zﬂ)iw/ deth
avec X = (X1, ., Xp) T etx = (x4, ..., x)T.
Exemple

2 1 0
X = (X1, X2, X3)", X~N (uy, Zx) ot piy = (3,—-5,10)" et Ty = <1 1 0)-

Considérons lav.a. Y = 3X; + 2X, — X5 et trouvons laloide Y.



