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Corrigé type Algèbre de Banach
Exercice 1 Considérons l’opérateur de décalage à gauche L agissant sur un vecteur x = (x1,x2, · · · )
de l1 par :

L(x) = (x2,x3, · · · )
et à droite R ∈ L(l∞) par

R(x) = (0,x1,x2, · · · ).
(Il y a erreur dans l’énoncé de l’interrogation, le dual de l1 est l∞, )

1. Montrer que R est injective mais pas surjective.

kerR =
{
x = (x1,x2, · · · ) ∈ l1 : R(x) = (0,x1,x2, · · · ) = (0,0,0, · · · )

}
= {(0,0,0, · · · )} .

Donc R est injective, mais pas surjective puisque il existe (1,0,0, · · · ) ∈ l1 et (1,0,0, · · · )
n’appartient pas à imR

2. Montrer que le spectre ponctuel de R, σp(R) = ∅.
Supposons σp(R) , ∅. Soit λ ∈ σp(R) c.a.d. λ valeur propre de R :

Rx = λx ⇔ (0,x1,x2, · · · ) = (λx1,λx2,λx3, · · · )
⇔ λx1 = 0, λx2 = x1, λx3 = x2, · · ·

On a λx1 = 0
Si λ = 0, alors x1 = λx2 = 0, x2 = λx3 = 0, · · ·
donc (x1,x2,x3, · · · ) = (0,0,0, · · · ) donc x = 0.
Si λ , 0, alors

λx1 = 0 ⇒ x1 = 0
λx2 = x1 = 0 ⇒ x2 = 0
λx3 = x2 = 0 ⇒ x3 = 0

· · ·
x = 0

Contradiction puisque x vecteur propre associé à λ, donc σp(R) = ∅
3. Sachant que le rayon spectrale r(R) = 1, montrer que le spectre de R,
σ (R) = {λ ∈C, | λ |≤ 1}.
On a r(R) = sup {|λ| : λ ∈ σ (R)} = 1, donc {λ ∈C, | λ |≤ 1} = σ (R).

4. Montrer que X = (1,0,0, · · · ) ∈ kerL.
On a L(X) = L((1,0,0, · · · )) = (0,0,0, · · · ), donc X ∈ kerL.

5. Pour | λ |< 1, Montrer queX[λ] = (1,λ,λ,2 ,λ,3 · · · ) ∈ l1 et queX[λ] est vecteur propre associé
à la valeur propre λ. ( X[λ] ∈ ker(L−λI)).
On a X[λ] = (1,λ,λ,2 ,λ,3 · · · ) ∈ l1 car ‖X[λ]‖ =

∑
n≥0 |λ|n <∞, car |λ| < 1.

On a

L(X[λ]) = L((1,λ,λ,2 ,λ,3 · · · ))
= (λ,λ,2 ,λ,3 · · · )
= λ(1,λ,λ,2 ,λ,3 · · · )
= λX[λ].

1



Université Batna 2
Département de Mathématiques

Algèbre de Banach
S1 Janvier 2022

C.a.d. (L−λI)(X[λ]) = 0, donc X[λ] ∈ ker(L−λI).

Donc pour |λ| < 1, L−λI n’est pas injective.
6. Pour | λ |= 1. Supposons ker(L − λI) , {(0,0, · · · )} (donc il existe x = (x1,x2,x3, · · · ) ,

(0,0,0, · · · ) ∈ ker(L−λI)), alors (L−λI)(x) = 0 i.e. L(x) = λx,
c.a.d. (x2,x3x4,··· ) = (λx1,λx2,λx3, · · · ), donc

∀n ∈N∗ xn+1 = λxn,

donc

x = (x1,x2,x3, · · · ) = (x1,λx1,λ
2x1, · · · )

= x1(1,λ,λ
2,λ3, · · · ).

Mais |λ| = 1 donc x < l1 sauf si x1 = 0 et donc x = 0 ce qui est absurde,
donc ker(L−λI) = {(0,0, · · · )} et donc L−λI est injective.

7. Déduire que σp(L) = {λ ∈C, | λ |< 1}.
On peut montrer que r(L) = 1 donc d’après (3), σ (L) = {λ ∈ C, | λ |≤ 1} et on a σp(L) ⊂
σ (L), en utilisant les questions ci-dessus (5 et 6) on trouve le résultat désiré.
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