Chapitre |

Rappels Mathématiques

1.1 Rappels sur le Calcul Différentiel
1.1.1Gradient et Hessienne

Définition 1.1.1 Soit Q un ouvert de R"™ et f:QQ » Reet {e;, e,, -, e, } la base canonique de
R™ ( toutes les composantes de e; sont nulles sauf sa i*™¢composante est égale a 1). On
appelle dérivée partielle de f par rapport a sa i®™¢ variable x; la limite, si elle existe, du
rapport

flx+te)—f(x)
t

, lorsque t tend vers 0.

af (x)

Xi

On la note

Exemple 1.1.1

Soit f(x) = f(xy,x,) = 2x, + x,, alors

flx+te) —f(x)  2(x;+ 1) +x; — (2% + x3) _2t

— =2
t t t
Donc
. flx+te)— f(x)
lim =2
t—0 t

De méme on a:

flxtite)) —f(x) 2x3+(xp+t)—2x;,—x;

-=1
t t t
Donc
. fx+te) — f(x)
lim =1
t—0 t

Définition 1.1.2 Soit Q un ouvert de R® et f:Q — R. Le vecteur dont la i*™¢composante est
9f (%)

—, est appelé gradient de f en x.
On le note gradf(x), ou Vf(x).
Exemple 1.1.2

Soit f(x) = f(xq,x2) = 100(x, — x12)2 +(1—x1)?



9f (%) 9
rr = 347 (100G, — xf)? + (1 = x1)?)

af (x)

dx,

= (2000x; — x£)(—=2x1) — 2(1 — x1))

U 400e, — s 20— x) ()

6x1

af (x) _

dx,

d
—(100(x; — x%)z +(1- x1)2)
dx,

Y = 2000x, — x2) (2)
axz

De(l)et(2)ona:

af (x) af (x)
0x, = 0x,

Vf(x) = gradf(x) = < > = (—400(x, — x12)x1 - 2(1—x4),200(x, — xf))

Souvent, lorsque on travaille avec les matrices on écrit le gradient sous la forme d’un vecteur :

Vf(x) = gradf(x) = af(x) 200(x; — x7)

6xz

9f (x)
dxq “ _ [—400(9(2 - xlz)xl - 2(1 - xl)

Définition 1.1.3 Soit Q un ouvert de R et f: Q) — R. La matrice H = (hif)nxn’ ou les hy;

a%f
6xi6xj

est appelée matrice hessienne. On la note H(x) = V2f (x) .

Exemple 1.1.3

a) Sionprend n = 2 alors

o’ 9
0x? dx,0x
20 1 10x7
Vif = ., 2 (3)
o°f o°f
0x,0%, dx2

Déterminons V2f, ot f(x) = f(xy,x5) = 100(x; — x¥)? + (1 — x4)?

9%f 9 ,9f\ O ,
dx?  dx, (E)xl)  0x, (=4000x, —x1)x; = 2(1 — x1))
0% f B ) )
Frea (800x; — 400 (x, —x7) +2)
%f _ 2
s 1200x; — 400x, + 2 (4)



0
— 42
= 5 (20002 = x)

’f 0 (6f>

dx,0x, 0x; \Ox,

O — _400x, (5)

6x16x2

92f 9 ,0f\ @ 2
axZaxl - axz (axl) - axz (_400(x2 - xl)xl — 2(1 — xl))

ZL = 2 (2L) = —400x, (6)

6x26x1 - axz 6x1

92f 9 (Of\ O
= = 2 — x2
0x2  0x, (6x2> axz( 000xz = x1))
O%f _ 9 (9 _
ax2  9x, (axz) =200
o2f
o5 = 200(7)
Donc

1200x2 — 400x, + 2 —400x,
—400x, 200

Vif =

1.1.2 Conditions nécessaires pour un minimum

Définition 1.3.1 Soit Q un sous ensemble de R™ , x* € Qet f:Q - R..
1) Ondit que x*est un point de minimum global de f sur Q si

fOx)<f(x),Vvx€Q

2) On dit que x*est un point de minimum local de f sur Q s’il existe un voisinage Vde
x*dans Q tel que

fx)<fx),vxevV
3) Ondit que x*est un point de maximum global de f sur Q si
f(x) = fx),Vx eQ

4) Ondit que x*est un point de maximum local de f sur Q s’il existe un voisinage Vde
x*dans Q tel que

f(x)=fx),vx eV

5) Ondit que x*est un point d’extrémum global de f sur Q si x*est soit un point de
minimum global de f sur Q, soit un point de maximum global de f sur Q.

6) Ondit que xest un point d’extrémum local de f sur Q si x*est soit un point de
minimum local de f sur Q, soit un point de maximum local de f sur Q.
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Dans toute la suite du cours, on parlera uniqguement de minimisation de f. Pour la
maximisation, faire la minimisation de —f car max(f) = —min(—f).

Théoréme 1.3.1 (Condition nécessaire d’extrémum local)

Soit Q un ouvert de R™ et f: Q — R. si la fonction posséde un extrémum local en un point
x* € Q et sielle est dérivable en ce point, alors

VF(x*)=0
Dans ce cas, x* est appelé point critique de f.
Exemple 1.3.1
Soit f(x) = f(xq1,x,) = x3 — x3 + 3x,x,. Déterminons ses points critiques

af (x)

o - 3x% + 3x,
of (x)
o, - —3x2 + 3x,

Vf(x*) = 0 est équivalente au systeme d équations suivants

{3x12+3x2 =0 {xlz+x2 =0 <lz}{x2x12+x§ =0
—3x2+3x, =0 —x5+x,=0 —x5+x,=0

Ajoutons membre les deux équations du dernier systéme, nous obtenons :
Xx2 +x; =0 x;(xx; +1)=0&x; =0 0U x5, +1=0
x1=0&x,=0

(x1,x5) = (0,0) estdonc un point critique de f.

3
X6 +1=0e n=-""re 220 oxd+l=0cr=-1lcx,=1

X5 X2
(x1,x5) = (1,—1) estdonc un autre point critique de f.

Les points critiques de f sont donc :

(0,0) et (1,-1)

Exemple 1.3.1

Soit f(x) = f(xq1,x,) = x? — x2. Déterminons ses points critiques

of () _

dx;

2xq



af (x) _

dx,

—2x,

Vf(x*) = 0 est équivalente au systeme d équations suivants

{xl = O
X5 = O

(x1,x,) = (0,0) est donc un point critique de f.
1.2 Rappels sur le calcul Matriciel
1.2.1 Déterminants

Définition 1.2.1 Soit A= (ajj)2x2 une matrice de type 2x 2. Le nombre
det A=a1899 —ap1ay est appelé déterminant de A.

Exemple 1.2.1
_ -1 3
Soit A= { 5 4} alors detA=(-1)(4)-(2)(3) =-10

Définition 1.2.2 Soit A = (aij )nxnUne matrice carrée et M jj la matrice obtenue de A en

supprimant la jeme ligne et la jeme colonne de A. On appelle déterminant de A, le nombre

detA=(-1)'"tay detMj; + (-1)' T2aj, detMip +---+ (=) "y, detM;,  (2.1)

i=12,---m
ou
det A=(-1)1 " ayj detMyj +(-1) 1" %@y detMyj +--+ (-1) ) Map  detMp; (22)
j:]_,z’...n
Exemple 1.2.2
-1 2 3
Calculons déterminantde A=| 1 -4 5
-2 3 6

Prenons i1 =1, alors

detA= (—1)1+1 1 det Mll + (—1)1+2 12 det MlZ + (—1)1+3 3 det Ml3



Ou

—4 5 1 5
detMyy =det| 6}:—24—15:—39,detM12=det{ , 6}:6+10:16

detM 13 = det

4
-2 3 i|:(1)(3)_(—2)(—4):3_8:_5

det A= (-1)?(-1)(=39) + (-1)3(2)(16) + (-1)*(3)(-5) =39-32-15=-8
Remarque : On trouve le méme résultat si on prend i =2 ou i = 3.

Prenonsi =2, alors

detA= (—1)2+13.21 detM 21+ (—1)2+2 doo detM 20 + (—1)2+3 dn3 detM 23

Ou
2 3 -1 3

detM21:det =2X6—3X3=3,detM22=det =(-)x6-(-2)x3=0
3 6 ~2 6
-1 2

detMog = cet| 3}:(—1)(3)—(—2)(2):—3+4:1

det A= (=33 + (-1)*(-4)(0) + (-1°(5)()) =-3+0-5=-8

Définition 1.2.3 a) Le nombre (—1)i+j det M est appelé cofacteur de Iélément ajjdela

matrice A= (8jj ) nxn-
b) Le nombre det Mjj mineur de I’¢lément &jj de la matrice A= (ajj ) nxn-

¢) L’équation (1.1) donne le développement du déterminant de A = (; i )nxn Par rapport aux

éléments de la i°™ ligne.

d) L’équation (1.2) donne le développement du déterminant de A = (&jj ) nxn Par rapport aux

éléments de la jéme colonne.

Exemple 1.2.3
-1 2 3

Calculons déterminantde A=| 1 —4 5/, en utilisant I’équation (2.2).
-2 3 6



Prenons j =1, alors

detA= (—1)1+1 1 det Mll + (—1)1+2 doq detM 21+ (—1)1+3 as1 detM 31

Ou

4 5 2 3
detMll=det|:3 6}2(—4)(6)—3»(5:—39,d€tM22 =det|:3 6}=2X6—3X3=3

2 3
detM31:det{ 4 5}=2X5—3><(—4)=22

det A= (=1)?(-=1)(=39) + (<13 () 3) + (-1)* (-2)(22) =39 -3 44 = -8
Remarque : On trouve le méme résultat sionprend j=2 ou j=3.
1.2.2 Valeurs Propres et Vecteurs Propres

Définition 1.2.4 Un scalaire A est appelé valeur propre d’une matrice A= (8jj ) nxn $il existe un

vecteur non nul X tel que AX = AX . Le vecteur X est appelé vecteur propre de A associe a la
valeur propre 4

Définition 1.2.5

a) pp(4)=det(A—Al) est appelé polyndme caractéristique de la matrice A.
b) L*équation Py, (A1) = Oest appelé 1’équation caractéristique de la matrice A.

Théoréme 1.2.1 Soit A= (aij)nxn- Aest une valeur propre de A si et seulement si elle est

solution de I’équation caractéristique: P, (1) = det(A—Al) =0

Exemple 1.2.4
11 -1
Trouver les valeurs propresde A={0 1 O
1 0 1

Déterminons le polynéme caractéristique de A

1-4) 1 -1
pp(A)=det(A—Al)=detl 0 (1-4) O |=(A-D(A%-21+2)
1 0 (1-A)

Cherchons les racines de I’équation caractéristique de A.



pn(2) =(A-1)(#* -24+2) =0

Les racines de cette équationsont : 1,1+1 et 1—i.Donc 43 =1, Ay =1+1i et A3 =1—isont les
valeurs propres de A.

Calculons les vecteurs propres associés a ces valeurs propres

Pour 41 =1,0na:

(1—1) 1 -1 X1 0 X1
0 (@-1) O |/xo|=|0],avec|xy|#0
1 0 (1—1) X3 0 X3
Xp —X3=0 0 0
{2 37 :>X(1)= X2 =X21,X2¢0
X1=O
X2 1

PourAy =1-1i,0na:

(1—1+|) 1 -1 X1 0 X1
0 1-1+1) 0 Xo |=|0|,avec | Xy |#0
1 0 (1—1+i) X3 0 X3

iX1+X2—X3=O

iX2:O :>X2=O,X1=—iX3
X +iX3 =0
Donc
—iX3 —i
X@ =| 0 |=x3/ 0 x3#0
X3 1

Pour A =1+i,0na:

(1—1—|) 1 -1 X1 0 X1
0 @-1-i) 0 X2 [=]01],avec | Xp |#0
1 0 (1—1—i) X3 0 X3



—iX1+X2—X3 =0

—ixp =0 = X2 =0, X =ixX3
Xl—iX3=O
Donc
iX3 i
X(2)= 0 =X30,X3¢0
X3 1

Définition 1.2.5 Soit A une matrice de type n x n symétrique. Elle est dite définie positive si

xTAx > 0, pour tout x € R™ — {0}

Exemple 1.2.2
1 0 O

Lamatrice A= [0 5 0] estdéfinie positive car
0 0 3

1) Elle symétrique.
2) xTAx > 0 pourtout x € R® — {0}. En effet

1 0 0
xTAx = [x1 X [0 5 o” ]zxf+5x§+3x§>0,xeR3—{o}
0 0 3

Définition 1.2.6 Soit A une matrice de type n X n et soit A;, [ = 1, ...,n , lamatrice extraite de A
en éliminant les derniéres (n — 1) lignes et les (n — 1) colonnes de A.On appelle déterminant
principal de A qu’on note d;, le déterminant de la matrice A;,L =1, ...,n

Exemple 1.2.3
2 -1 0
SoitA=|—-1 2 —1/|. Déterminons les déterminants principaux: d;,l = 1,2,3.
0 -1 2
Ona:
2 -1 0
A =2 4, = [_21 _21] ot Az = [—1 2 —1]
0o -1 2

d, =2, d2=detA2=det[_21 _21]=4—1=3

2 -1 0
Et d3 = det A3 = det —1 2 _1
0o -1 2



2 -1 0
dy=det|-1 2 —1|=2det[ % TH-cD[ Tro=2x@-3+(-2)=4
R 12 0 2

Théoreme 1.2.2 Soit A une matrice de type n X n. Alors les affirmations suivantes sont
équivalentes

1) La matrice A est définie positive
2) Les valeurs propres de A sont strictement positives
3) Les déterminants principaux d;,l = 1,...,n, de A sont strictement positifs
Exemple 1.2.4
2 -1 0
-1 2 —1] de I’exemple 1.2.3 est définie positive car ses

0o -1 2
déterminants principaux : d; , d, et d5 sont strictement positifs.

La matrice A =

Déterminons les valeurs propres de A.
Déterminons le polyndme caractéristique de A : P(A) = det(A — Al3), 00 I; = [0 1 0]

2—-4 -1 0
P(A) =det(A—AL) =det| -1 2-1 -1
0 -1 2-4

2—-1 -1 -1 -1
=@-det|" " T - (Ddet| T

P(A) =det(A—Al) = 2= D@2 =D =1) = (2 - 2)

P(D) =det(A— ) =Q2-D(Q-D*-1-1)=2-D(F*-41+2)

P(A) = det(A - 2ly) = 2= ) (2= (2+V2)) (2~ (2= V2))

Les racines de 1I’équation caractéristiques :

P()=2-(1-(2+V2))(2-(2-v2))=0

M=2,A=2+V2,etl3=—-1=2—-+2

Ces racines représentent les valeurs propres de A. Elles sont toutes strictement positives. Donc d’aprés
le théoremel.2.2 la matrice A est définie positive.

Exemple 1.2.6

10



Soit la matrice A =13 -2 1

0 0 1

2 -1 0]

a) Déterminons les déterminant principaux : d;, [ = 1, 2,3 et les valeurs propres de A.

Ona:
2 -1 0
A1=2,A2=[§ :%]etA3=[3 —2 1]
0 0 1

d =2, d2=detA2=det[§ :§]=—4+3=—1

2 -1 0
Etd; =det A3 =det|3 -2 1
0 0 1
2 -1 0
dy=det|3 —2 1]=2det[_02 -l Jro=2x+@=-1
0 0 1

Nous remarquons que la matrice A n’est pas définie positive car d, = -1 < 0etd; = —1 < 0.

b) Déterminons les valeurs propres de A

1 0 O
Le polyndme caractéristique de A est P(L) = det(A — Al3), 0013 = [0 1 0].
0 0 1
2-4 -1 0 2 1
P()=det(A—Jls) =det| 3 -2-2 1 | =Q@-Ddet|";" 7
0 0 1-1

P(D)=det(A—Al;) =(1-D(Q-D(-2-2D)—1)+3)
P(A) =det(A—Al;) = (1 - D(-(4-2*)+3) =1 -D(*-1)
P(A) =det(A—Al;) = (1 - )*(A+1)

Les racines de 1’équation caractéristiques :
PA=10-2D*A+1D=0

/11=1, /12=1,et/13=_1

Ces racines représentent les valeurs propres de A. Elles ne sont pas toutes strictement positives.
Donc d’apres le théoréme 1.2.2 la matrice A n’est pas définie positive.

Théoréeme 1.2.3 ( conditions suffisantes de minimum local ). Soit Q un ouvert de R" et f: QQ - R.
x* € Q est point de minimum de f si

1) Vf(x") = gradf(x") =0

2) H(x*) = V2f(x*) est définie positive

11



Exemple 1.2.5

Soit f(x) = f(xy,x3) = x3 — x5 + 3x,x,. Le point x* = (1, —1) est il un point de minimum
de f?

De I’exemple 1.3.1, 0n :

Of(x) _ 5.2
o 3xi + 3x,
of (x)

o, - —3x% + 3x;

Vf(x) = (3x% + 3xp,—3x5 + 3x1 )
Vf(x)=Vf(1,-1)=(3-3,-3+3) =(0,0)
x* = (1,—1) est donc un point critique.

Calculons la matrice hessienne de f au point x* : H(x*) = V2f(x*) .

Ona:

*f(x) _ *f(x) _ *f(x) _ *f(x) _ _
axz2 L axiax, T 0xp0xy 3 et axz 6x;

Alors

H(x*) = sz(x*) = sz(l,—l) = g 2]

Calculons les déterminants principaux de H(x*)
_ _ 6 3]_2:_9-

d, = 6 et dl—det[3 6]_36 9 =27

Puisque

d, > 0cet d, > 0alors H(x*) est définie positive.

On vient de démontrer que

x* est un point critique et H(x*) est définie positive. Donc, D’apreés le théoréme 1.2.3, x* = (1,—1)
est un point de minimum de f.

Définition 1.2.6 Soit A une matrice de type n X n symétrique. Elle est dite définie négative si
xTAx < 0, pour tout x € R™® — {0}

Théoréeme 1.2.4 Soit A une matrice de type n X n. Alors les affirmations suivantes sont
équivalentes

12



1) La matrice A est définie négative
2) Les valeurs propres de A sont strictement négatives
3) Les déterminants principaux d;,l = 1, ...,n, de A sonttels que (—1)!d; > 0,1l =1, ...,n

Théoréeme 1.2.5 Soit Q unouvertde R", f:QQ » R.Etsoit d; ,l =1,2,...,nles déterminants
principaux de la matrice hessienne V2f(x) au point x* € Q. Alors

1) f admet un minimum au point x* si et seulementsid; > 0,1 =1,2,..,n.
2) f admet un maximum au point x* si et seulement si (—1)!d; >0,1=1,2,..,n.

Exemple 1.2.7
Soit f(x) = f(xy,x,) = 2x,%x, + 2x; — x2 — 2x2

1) Déterminons ses points critiques.
2) Determiner leur nature.

Solution

a) Déterminons les points critiques de f .

of (x)

o, 2x, +2 —2xq
af (x)

ax, 2x, — 4x,

Vf(X) = (ZXZ +2 - le, 2x1 - 4‘X2 )
Vf(x) = (0,0) est équivalente au systéme d’équations suivant :

{2x2+2 _2x1 :O
le _4x2 = 0

Ajoutons membre a membre ces deux équations nous obtenons :

x, = 1. Portons cette valeur dans la premiere équation de ce systéme, nous obtenons: x; = 2.
(x1,x5) = (2,1) est donc un point critique de f.

b) Déterminons la nature de ce point critique de f.

9°f 9 (af>

dx2  9x; \0x,

d
:ax1(2x2+2 _le):_z

*%f 8 (of\_ 9 _ _
_(_) —_ ax1 (le 4x2)—2

6x16x2 - 6x1 sz

13



0°f _0@xp+2 —2v)

0x,0x, 0x,

92F 9 [3f\ 0

dx2  0x, (axz) ~ Ox, (2x, = 4x;) = —4
Donc

-2 2

2F

vif _[ 2 _4]

Calculons les déterminants principaux de H(x*) = sz

2

d1=-—2etd1==da{7f 2

|=8-4=4

Puisque

(-1, =2>0et 2d, = 4 > 0 alors H(x*) est définie négative. Donc, D’apreés le théoréme
1.2.3, x* = (1, —1) est un point de minimum de f.

1.3 Résolution d’un systéme d’équations algébriques non linéaires

1.3.2 Newton-Raphson

Supposons que 1’on a a résoudre un systéme d'équations algébriques non linéaires :

f1(X, X2,...,%,) =0

fo(X,X9,...,%X,) =0
0 2\ 2. n
fn(Xl,Xz,...,Xn):O

Sous forme vectorielle, le systeme (1) s'écrit :

F(X)=0
ol
X, Ff1(X) ]
x=|"2| et F(X)= fzfx)
gn _fnéX)_

14



La méthode de Newton-Raphson consiste & créer une suite de vecteurs X @, X @ ... X ® ...
tels que

X ®) — x (6D 4 py kD k=123,---

DX &

DX {

Ou X @ est choisi arbitrairement et DX ¢ = est la solution du systéme linéaire

DX &
n
suivant;

J(XE)DX ¢ =—F (X *P)

ot J(X “™®) est la matrice la matrice jacobienne :

Xy axED) - axD)

o ) A

(X)) A ED) - ap(x )
J(X(k_l)): X Xy Tn
A(x*P) Aty A x )

. X 29 HKn |

Cette suite, si elle converge, tend vers un vecteur solution du systeme (1).

Exemple 1.3.1

En utilisant la méthode de Newton, calculer la premiere itération approximant la solution du
systéme suivant:

0 { X2 +x,X, =10 =0= f,(X,,X,)

X, +3%,X,” =57 = 0= f,(X,,X,)

15



Solution

(k)

La k™ jtération de Newton X ®) = {le} est donnée par :

X,

X = XD pxX*H k=123, 1)
ou
DX,
DX :{ 1(“)] est la solution du systéme linéaire:
DX,
IJX DX € = —F(X ) )
ou

of (X ) of,(X )
0%, 0X,

J(X ®Dy = 3
( ) afz(x (k-1) ) afz(x (k-1) ) ( )
0%, oX,
F(X (k—l)) — fl(x (k_l))
f,(X*P)
En résolvant le systeme (2) par la méthode de Cramer, nous obtenons :
(k-1) (k-1)
_ fl(X (k-1) ) 6f2(x ) + fZ(X (k-1) ) a.I:l(x )
DX k9 — X, X, 4)
b EY) oY) A ) af,(x )
X, 0oX, oX, 0%,
Cox ey T g oy DXER).
D(k—l) — a 1 Xl (5)
T AT o (XUY) e ) ah(x )
0%, 0oX, 0oX, 0%,

16



() 1.5
Pour k =1 et en partant de X © _| % o |= ,ona:
y© | 7|35

© (0)
MEKT) oy O S MR _ 2(1.5)+35=65  (6)
OX OX
©) ©)
(X)) _ Xl<0> — M) -15 (7)
oy oy
of,(X*™) _ 3O - o D) _ 3(35)% =36.75  (8)
OX ? OX . |
(k1) (0)
BT g iexx® = % ~1+6(L5)(35) =325 (9)

f(X®)=f,(153.5)=(15) +(15)(3.5)-10=-2.5 (10)
f,(X®)=f,(1.53.5) = (3.5)+3(L5)(3.5)° =1.625  (11)
Portons les valeurs données par (6) — (11) dans (2), nous obtenons :
65 15|DX| | 25
36.75 325| DX | |1.625
La résolution de ce systéme par la méthode de Cramer, c’est a dire en utilisant (4) et(5), nous
donne :

DX® =0.536 et DX{ =-0.657
En tenant compte de ces valeurs, ’équation (1) pour k=1, nous donne :
® O

x.) =x + DX, =15+0.536 = 2.036

X, =%, +DX,  =3.5-0.657 = 2.843

wo _[x]_[206
X9 | |2843
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Chapitre 11

Optimisation sans Contraintes

2.1 Definitions
Définition 2.1.1 Soit f:R™ - R.

a) Le probléme qui consiste a déterminer un élément x* d’une partie Q2 de R™, s’il existe,

pour lequel f(x*) est la plus petite ( resp. la plus grande ) valeur de f sur Q est appelé
probleme d’optimisation.

On I’écrit sous la forme mathématique :

(P): I;Crggrzl f(x) ou (P): max f(x)

xX€EQ

b) Q est appelé I’ensemble des contraintes.
c) La fonction f est appelé fonction objective.
d) SiQ = R"™ ondit que (P) est un probléme d’optimisation sans contraintes.

L’ensemble Q2 est souvent donné sous la forme :Tapez une équation ici.
Q={xeR"/gi(x)=0,i=1,..,peth(x)<0,i=1,..,m}

Ou
gi(x) =0,i=1,..,p sont appelées contraintes d’égalités.
hi(x) <0,i =1,..,m sont appelées contraintes d’inégalités.
Exemple 2.1.1

(P): rré%)zif(x), ou f(x) = 4x; + 6x, — 2x% — 2x,x, — 2x2
X

est un probléme d’optimisation sans contraintes. Par contre le probléme suivant :

(P): max, f(x), ou f(x) = x; + x5 et Q est ’ensemble des points (x1, x;) Vérifiant:
X (e

3x;+x5<9
x1 =0
x, =0
est appelé probléme d’optimisation avec contraintes.
2.2 Méthode du gradient

Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes suivant:

(P):  min f(x)
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Le principe de cette méthode est de créer une suite de vecteurs x®, k = 1,2,3, ... telle que
x D) = () — pIIgr( )y k =0,1,2,3, ... (1.42)
Ou  x©est choisi arbitrairement et fest un scalaire minimisant la fonction :
g@r) = f(x® —rd®) (1.43)
r = B est appelé profondeur de descente ou pas pour passer de 1’étape k a I’étape k + 1.

VF(x®)) est le gradient f.Cette suite, si elle converge, converge vers le point de minimum x*

de f.
Cette méthode est aussi connue sous le nom de méthode de la plus grande descente.

Remarque. Les problémes de minimisation et de maximisation sont équivalents :

(P): min f(x) (P*): max(—f(x))
Car min f(x) = —max(—f(x)).

Donc un probléme de maximisation peut étre ramené a un probleme de minimisation.
Exemple 2.2.2

En utilisant la méthode du gradient, calculer les deux premiéres itérations x(*) et x®
approximant la solution x* du probléme d’optimisation sans contraintes suivant :

(P): )rcré%)Z(f(x), ol f(x) = 4x, + 6x, — 2x% — 2x,x, — 2x3

Solution

D’aprés la remarque précédente le probléme de maximisation (P): may f(x)
X€E
est équivalent au probleme (P*): m}kr%(—f(x))
XE

Appliquons la méthode gradient a la fonction —f(x) au lieu de la fonction £ (x).
= (1,1). Calcul de x.

Déterminons les dérivées partielles de f.
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af (x)

ax1 = 4‘ - 4x1 - sz
of (x)
axz =6— 2x1 - 4‘x2

Donc Vf(x) = (4 — 4x; — 2x,,6 — 2x; — 4x5).
Choisissons x(© = (xfo),xéo)) =(1,1)

Alors

VF(x®)=(4-4(1)-2(1),6 —2(1) —4(1)) =(-2,0)
xD = x©@ 4 7rO@Oyf(x®) = (1,1) +r@(=2,0) = (1 - 2r®,1)

Ou r(© est la valeur minimisant la fonction :

9@ = —f (2@ +rvf(x®)) = —f(1 - 21,1)
Ou maximisant f(1 — 27, 1) .
Calculons f(1 — 2r,1)
F(1=2r1) =4(1—27)+ 6(1) — 2(1 — 2r)2 — 2(1 — 27)(1) — 2(1)?
FA—2r1) =4—8r+6—2(1+4r2 —4r) — 2 + 4r — 2

fA-2r,)=4-8r+6—2(1+4r>2—4r)—2+4r—2

=2(1-2r)—2(1+4r2—4r) + 4
Donc
gr)=—-fA-2r,1)=20+4r*—4r)—2(1—-2r) — 4
Le point de minimisation de g(r) est r(® = %.

Donc

1
xM=(1-2r®,1) = (E' 1)
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Calcul de x®,

2@ = x® 4 rOyf( )

WG0) =771 = (4-4G) 21,6 - 2() ~ 4D = 0,1

1 1
x@ = xO 4 rO@Oyf(xD) = (E' 1) +7rM(0,1) = (E’ 1+ r(l))

Ou r™@ est la valeur minimisant la fonction :

9() = = (x® +r77(x®)) = —f<(%, 1) + (0, 1)> __f (%1 + r)

< <>+6(1+r)—2<1> <%>(1+r)—2(1+r)2

< r> —2(1+r)2+5(1+r)+E

g(r)=—f<%,1 >=2(1+7’)2—5(1+r)—%

. o 1
Le point de minimisation de g(r) est r = "

Donc

1 15
@ _ &
x (2 L+r ) (2 4)

2.3 Méthode de Newton

Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes suivant:
(P):  min f(x)
Le principe de la méthode de Newton est de créer une suite de vecteurs x®, k = 1,2,3, ...

telle que

2D = x00 _ [HO]yp(x0) k= 0,1,2,3, ... (1.44)

Ou x©est choisi arbitrairement,
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H® = v2f(x()) est la matrice hessienne au point x®
v (x®) est le gradient £ point x(.
Cette suite, si elle converge, converge vers le point de minimum x* de f.

Remarque. Les éléments de R™, comme x®), Vf, .. sont représentés par des vecteurs

colonnes.

Exemple 2.3.1

En utilisant la méthode de Newton, calculer la deux premiére itérations x(*) approximant la
solution x* du probléme d’optimisation sans contraintes suivant :

(P): rré}g(f(x)),ou f(x) =x; —x, + 2x2 + 2x,x, + X2
X

Solution
Calcul de x™,

Déterminons les derivees partielles de f.

of (x)

o, =1+ 4x; + 2x,
of (x)

ox, = —1+2x, + 2x,

Donc Vf(x) = (1 + 4x; + 2x,,—1 + 2x; + 2x; ).
Choisissons x(© = (xfo),xéo)) = (0,0), alors Vf(x®) = (1,- 1.

[0°f(x) 0%f(x)]
I 0x? 6x16x2|
H(x) =1

|02 (x) 0°f(x)]

0x,0x,  0x2

9°f(x) <af(x)> )

1+4 2 =4
dx? dx, \ 0x; 6x1( T 4x, + 2x,)

0*f(x) _ 9 <6f(x)

0
= -1+2 2x,) = 2
0x,0x, 0x,\ 0x, ) (=14 26, + 2x,)

0x,
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02f()_ 0 (61‘_(x)) _ 9

0x2  9x,\ dx, /  dx,

0*f(x) _ d <6f(x)

_ Y ((1+ 2%, + 2x,)) = 2
0x,0x, 0x,\ 01 ) ox Y17 eX2)) =

H(x) = 4 2]

2 2

Heol =2 2= 2
Havre®) =3[ 4 AL =24

4 41-6
1 -1

VF(x®) = (1 +4(—1) + 2(%) —14+2(=1) + 2(%))

VF(x™) = (0,0)
La méthode de Newton a convergé apres une itération.

Remarque. Ce resultat est valable pour toutes fonctions quadratiques :
1
flx) = ExTAx +bTx +c

Le gradient et la hessienne de ce type de fonctions sont données respectivement par
Vf(x) =Ax+b
Hx)=A4A
2.4 Méthode du Gradient conjugué

Le principe de la méthode du gradient conjugué est de créer une suite de vecteurs x| k =

1,2,3, ... telle que

x0HD = x® 4 0qW0 } =0,1,23,...

Ou x@est choisi arbitrairement

r() est la valeur minimisant la fonction :
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g = f(x® +rd®)

Il est donné par

L) = vi(x®) a0
— (4a®)" a0’

d©® = —V](x(o))

d® = —yj(x®) +y®RqU-1 O =0, k =1,2,..

Y = v)(x%) v (x®)

vj(xG-D) yy( x G-y

Exemple 2.4.1

En utilisant la méthode du gradient conjugué, calculer les deux premieres itérations

k=0123,..

k=12,..

(1.45)

(1.46)

(1.47)

(1.48)

xMW et x(® approximant la solution x* du probléme d’optimisation sans contraintes suivant :

(P): Jrcré}{rzl(f(x)),ou f(x) =x% +x;x, + %x%

Solution
Calcul de x™,

Déterminons les dérivées partielles de f.

af (x)

6x1 = le + xz
o ()

axz = x1 + xz

Donc Vf(x) = (2x; + x5, x1 + X3).

Choisissons x(© = (xfo),xgo)) = (1,1), alors Vf(x(©®) = (3,2).

d©® = -v](x©®)=(-3,-2)
xM = x© 4 rOgO® =(1,1) - r©(3,2)
xM =(1-3r©®,1-2r®)

Ou r(® est la valeur minimisant la fonction :
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g(r) = F(1 —3r,1—2r)=(1 —3r)2+(1 - 3r)(1 — 2r)+%(1 —2r)2
g(r)=—-6(1-3r)—3(1-2r)—2(1-3r)+-2(1—2r)=0
g@)=-6(1-3r)—3(1—-2r)—2(1—-3r)—2(1-2r)=0

g@)=-6+18r—3+6r—2+6r—2+4r=20

34r—13 =0
13
0 — =2
Y
Donc

2@ =(1-3r©@,1-2r®)=(1-32,1-23)

1
1 =_—(-5,8
xt =22(=58)
Calcul de x@,

W)=yr (L (- (2,8 5, 8)_ 1
vf(x)=vf (34( > 8)>_( 3% T3 34+34) =3 (=23
d® = —yj(x®) + yDg©®
Ou

y =Y (x0)'vy(x®)_37@+9) 1

v(x©@) yp(x@)  (9+4) 342

Donc

W= _ €Y WgO=_"1 (_ A 3 =1 (65—
d® = -vj(x®) +yDd 5 (723) + 5,5 (=3,-2) = 5 (65,-104)

(€]
x@ = x® 4 Mg = 1 (—5,8) + 1 (65,-104)
34 34

-5 65r®M g8  104r®
x(z) — —_— + ,— —
34 342 ’34 342

Ou r™M est la valeur minimisant la fonction :
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-5 65r®M 8  104r@
34 = 342 ’'34 342

g() =f<—+

g(r):(_—s n 65r(1))2+(__5 N 65r(1)) (ﬁ B 10‘”(1))4_1 (E B 104r(1))2

34 342 34 342 34 342 2 \34 342

(r)=2 5 (—5 + 65r(1))+ 65 (8 104r(1)) 104 (—5 + 65r(1>) 104 ( 8 104r(1))
r)=2 —|(— —_ | — — - — _ | —
9 342 \34 342 / 342 \34 342 342 \34 342 342 \34 342

0 225 5 () 0 [o 5 (20) 4 (2) £ 28 4

g'(r(l))z% r — 442 =0

r = 34ﬂ ~ 2.6154
T V5746 0 7

—5 65x%x2.6254 8 104 x 2.6154
v o (234 S5X 265 B 104X 26154
34 342 34 342

o (—170 +170.001 272 — 272.0066)
= 342 ’ 347

x@® =~ (0,0)
Vilx) = 2x; + x5, %1 + x3)

VF(x®)=vf(0,00=(2 x 0 + 0,0 + 0) = (0,0)

Donc x® = (0,0) est le point de minimum de f(x) = x? + x;x, + %x%
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