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SOLUTION DE L’EXAMEN FINAL

EXERCICE N°1 (8points)
a)

—1-4 05 0
P(A) = det(A — Aly) = det[ 05 -1-4 05 (1pt)
0 05 -1-

-1- 5 05
P =(-1-ndet[ T2 F % ]-©8dee[ )7 ] 05

P(D) = (-1—- A)((-1-A)?-025) - 025(-1-2) (0.5pt)
P(7) = (=1 — A)((-1— A)? = 025 - 0.25) = (=1 = H((-1 - AH* - 0.5) (0.5pt)
P(A) = (1= A)(~1— A+05)(-1 - 4—0.5) (0.5p)

Les racines de I’équation caractéristiques : g

P() = (-1—- (-1 - A+V05)(-1 -4~ V05)=0 (0.5pt) S
Sont 4, =—1 (0.5pt) A2 = —1++05 (0.5pt)et Az =—1— V0. .Sp
Ces racines représentent les valeurs propres de A.

' ’ ¢finie positive.
b). Elles sont toutes strictement négatives. Donc la matrice A n’est pas définie po

(3pts)

EXERCICE N°1 (12 points)

3 pal
flx) = %2 + x5 + (g + X — 3%3)% + x5 + 23 5x3

a) Déterminons le gradient de £ ( formule du gradient (1pt) )
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) =xf + x2

G 1t+x3 +(x1+xz—3x3)2+x§+2x§'—5x§.

af(x) _ 2

oxs X +20x; + %, = 3x3) = 4x, + 2x; — 6x4 (0.5 pt)
2 Pp

or(x) _ 2
%5 X, + 2(x1 s Xp — 3x3) - 4‘x2 + le - GX3 (0 5 t)
P

91 (x)
i _6(x + x, — 3
oxe 1 ¥ X2 = 3X3) + 4x3 + 6x3 — 10x; = —6x, — 6x, + 8x3 + 4x3 + 6x2 (0.5 pt)

Vf(x) = 0 est équivalente au systéme d équations suivants

4x, + 2x, — 6x3 =
4x; + 2x; — 6x3 =8 (1)
—6x; —6x; +8x3 +4x3 +6x2 =0

b) Vérifions que x* = (—2, -2, —2) est un point critique de f.

4(=2)+2(-2) - 6(-2) =-124+12=0 (0.5 pt)
4(-2)+2(-2)—-6(-2)=-12+12=0 (0.5 pt)
—6(—=2) — 6(—=2) +8(-2) +4(-2)°*+6(=2)> =0 (05py

Donc x* = (—2,—2,—2) est un point critique de f.

¢) Déterminons la matrice Hessienne de fau point x* = (=2,-2,-2)

formule (1pt)

%}? = 5?{-1 (gi—j) = 3% (4%, + 2x; — 6x3) = 4 (0.5 pt)
a::g; = 52_- (%%) = 5?5 (4x, + 2%, — 6X3)=2 (0.5 pt)
ai::);i = a_i:(g—z-) = 'a% (—6x, — 6% + Bxs + 4x3 + 6x3)=-6 (0.5 po)
_az_f,:_ = 3(4x,+2%x;—6X3) - (0.5 pt)
Ax20%, dx;

3/4



0.5 pt
azrz__f’_(zf_z)=:‘._(4x2+zx1—6x3)=4 0599

axz  0xp \9xz axz
af a(—6x1-6x2+8x3+4xg+6x§) . (0.5 pt)
—— et e
dx20%3 0x2

3%f a(ax,+2x2-6%3) _ _ g (0.5 pt)
—— it NS
3x36x; dx3

62fz 0 6(4x2+2x1—-6x3) o ‘—'6 (0_5 pt)
Op ==
ax36x2 dx3

af _ 0 ()= 2 (—6x;, - 4 4x3 + 6x3) = 8+ 12x5 +12%3 (0.5 pt)
ax3 ~ 9x3 (axg) = 9xs3 6x1 6xz * 8x3 3 3) 3

La matrice hessienne est donc

4 2 -
Vif, = { 2 4 -6 pour tout X (0.5 pt)
_6 —6 8+12x3+12x3

d) Déterminer la nature du point critique x=(-2,-2, -2).

4 2 -6
Au point critique x* = (—2,-2,—-2),ona: szz(—Z,—Z,—ZO) = [ 2 4 - ]
1 5 -6 —6 32
d, =4 d, = det [ ]=12 ©5pY)

4
4 2 -6 _ _
Etd3=det{ o4 g&] = 4dee[ * 35)-2det[ % 2] - edec| % S @5 pD)

4, = 4(128 — 36) — 2(64 — 36) — 6(=12 + 24) = 240 (0.5 pt)
d, =4>0, d, =12 > 0etd; = 240 > 0. Donc V2f(—2,—2,—2) est définie positive. Le point

critique x* = (—2,—2,—2) est un point de minimum de f,. (0.5 pt)
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