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Exarcice 1 (Le nombre d’applications différentes de E dans F)
Démonstration. Fixons F et p = Card F . Nous allons effectuer une récurrence sur 
n = Card E. Soit (Pn) l’assertion suivante : le nombre d’applications d’un ensemble à n éléments vers un ensemble à p éléments est pn.
• Initialisation. Pour n = 1, une application de E dans F est définie par l’image de l’unique élément de E. Il y a p = Card F choix possibles et donc p1 applications distinctes. Ainsi P1 est vraie.
• Hérédité. Fixons n >= 1 et supposons que Pn est vraie. Soit E un ensemble à n + 1 éléments. On choisit et fixe a ∈ E ; soit alors E′ = E \ {a} qui a bien n éléments. Le nombre d’applications de E′ vers F est pn, par l’hypothèse de récurrence (Pn). Pour chaque application f : E′ → F on peut la prolonger en une application f : E → F en choisissant l’image de a. On a p choix pour l’image de a et donc pn × p choix pour les applications de E vers F . Ainsi Pn+1 est vérifiée.
• Conclusion. Par le principe de récurrence Pn est vraie, pour tout n >= 1.
Exercice 2 (le principe de recollement  (Théorème 2.1)
· Supposons f et g injectives et soit x et x’ des éléments de E ∪ E’, tels que 
h(x) = h(x’). Si x appartient à E et x’ appartient à E’, on a h(x) = f(x), qui appartient à F et h(x’) = g(x’), qui appartient à F’ . La condition h(x) = h(x’ ) est alors contradictoire avec F et F’ disjoints. 
Si x et x’ appartiennent à E, on a f(x) = f(x‘) et si x et x’ appartiennent à E’, on a g(x) = g(x’ ). Dans les deux cas, on obtient x = x’. On a ainsi prouvé que l'application h est injective. 
Réciproquement, supposons h injective et soit x et x’ des éléments de E, tels que f(x) = f(x’). On a alors h(x) = h(x’), donc x = x’ . On a ainsi prouvé que l'application f est injective. On montre de même que l'application g est injective. 
· h surjective f et g surjectives
  f et g surjectivesim f=F et im g=F’imf∪img=F∪F’ ……..1
im h=im f∪im g……….2
1et2  imh=F∪F h surjective
Réciproquement: h surjective f et g surjectives.
h surjective  imh=F∪F’ …….1
im h=im f∪im g……….2
1et 2 F∪F’= im f∪im g F=im f et F’=im gf et g surjectives.
·  découle de 1) et 2).
Exarcice 3 (injectives, surjectives, bijectives)
1. f est injective : soient n, n′ ∈ N tels que f (n) = f (n′) alors n + 1 = n′ + 1 donc n = n′. 
Par contre  f n’est pas surjective car 0 n’a pas d’antécédent : en effet il n’existe pas de n ∈ N tel que f (n) = 0 (si ce n existait ce serait n = −1 qui n’est pas un élément de N). 
Conclusion f est injective, non surjective et donc non bijective.
2. soient n, n′ ∈ Z tels que g(n) = g(n′) alors n + 1 = n′ + 1
donc n = n′, alors g est injective. Et g est surjective car chaque m ∈ Z admet un antécédent par g : en posant n = m − 1 ∈ Z on trouve bien g(n) = m.
puisque g est à la fois injective et surjective donc f at bijective.  
3. Montrons que h est injective. Soient (x, y), (x′, y′) ∈ R2 tels que h(x, y) = h(x′, y′). Alors (x + y, x − y) =(x′ + y′, x′ − y′) donc 
                                x + y = x′ + y′
                                x − y = x′ − y′
En faisant la somme des lignes de ce système on trouve 2x = 2x′ donc x = x′ et avec la différence on obtient y = y′. Donc les couples (x, y) et (x′, y′) sont égaux. Donc h est injective.
Pour montrer que h  est surjective il suffit de chercher  un antécédent (x, y) au couple  (X,Y ) ∈ R2 par application  h. Un tel antécédent vérifie h(x, y) = (X,Y ), donc (x + y, x − y) = (X,Y ) ou encore :
                                   x + y = X
                                    x − y = Y
Encore une fois on faisant la somme des lignes on obtient x = X+Y/2 et avec la différence y = X−Y/2 , donc(x, y) = ( X+Y/2 , X−Y/2 ). Conclusion
pour (X,Y ) donné, son antécédent par h existe et est ( X+Y/2 , X−Y/2 ). Donc h est surjective et en même temps on a montré qu’elle est bijective.
4. soient x, x′ ∈ R \ {1} tels que k(x) = k(x′) alors  =  donc
(x + 1)(x′ − 1) = (x − 1)(x′ + 1). En développant nous obtenons xx′ + x′ − x = xx′ − x′ + x, soit 2x = 2x′ donc x = x′, par conséquent k est injective.
Montrons maintenant que k est surjective : soit y ∈ R et cherchons x ∈ R \ {1} tel que
f (x) = y. Si un tel x existe alors il vérifie = y donc x + 1 = y(x − 1), autrement dit x(y − 1) = y + 1. Si l’on veut exprimer x en fonction de y cela se fait par la formule x = . Mais,  pour y = 1 on ne peut pas trouver d’antécédent x (cela revient à diviser par 0 dans la fraction précédente). Donc k n’est pas surjective car y = 1 n’a pas d’antécédent. Donc k n'est pas bijective.
Par contre on vient de montrer que s’il l’on considérait la restriction k' : R \ {1} → R \ {1} qui est définie aussi par k'(x) =   (seul l’espace d’arrivée change par rapport à k) alors cette fonction k' est injective et surjective, donc bijective (en fait sa bijection réciproque est elle même).
Exercice 4 (Injective, bijective)
On considère 4 ensembles A ,B, C, et D et des application f :A→B, g:B→C et h:C→D. 
· Première implication : soit (a,b) ∈ A2 si f(a)=f(b), alors g◦f(a)=g◦f(b) (car g est une application), et puisque g◦f est injective, on en déduit a=b ce qui signifier que f injective. 
· Deuxième implication : soit y∈C. Puisque g◦f est surjective, il existe a∈A avec g◦f(a)=y. Posons que b=f(a), on a alors g(b)=y, ce qui prouve que g et surjective.   

Exercice 5 (Le chiffrement par décalage)
On doit trouver toute les clés possible pour ce cryptosystème c-à-d trouver le nombre d'application  (voir le cours) ce nombre est égal a 22=4 :
App1{(1,0),(5,4)}
App2{(1,4),(5,0)}
App3{(1,0),(5,0)}
App4{(1,4),(5,4)}

, donc l'espace de clé est  {(1+0), (5+4), (1+4),(5+0),(1+0),(5+0), (5+4) , (1,4)}={(1),(9),(5),(5),(1),(5),(9),(5)}.
1. pour la clé 1 on obtient: ELEMENTDECOMBINATOIRE.
2. pour la clé 5 on obtient: AHAIAJPZAYKIXEJWPKENA.
3. pour la clé 9 on obtient: WDWEWFVWUGETAFSLGAJW.
Donc la clé la plus convaincante est 1 et le mot secret est ELEMENT DE COMBINATOIRE. 
Exercice 6
Pour trouver la fonction inverse g, nous devons résoudre l'équation g(f(x)) = x pour x dans A. Commençons par écrire l'équation g(f(x)) = x :
g(f(x)) = x
Remplaçons f(x) par son expression :
g(2x - 3) = x
Maintenant, trouvons g(y) en général (où y est un nombre réel) en isolant y dans l'équation ci-dessus :
g(2x - 3) = x g(2x - 3) + 3 = x + 3 g(2x) - 3 + 3 = x + 3 g(2x) = x + 3
Maintenant, divisons les deux côtés par 2 pour obtenir g(y) en fonction de y :
g(2x) = (x + 3)/2
Nous avons trouvé g(y) en fonction de y, ce qui signifie que la fonction inverse g : B → A est g(y) = (y + 3)/2.
Maintenant, nous allons démontrer que g est l'inverse de f en montrant que g(f(x)) = x pour tout x dans A :
g(f(x)) = g(2x - 3) = [(2x - 3) + 3]/2 = (2x)/2 = x
Donc, nous avons montré que g(f(x)) = x pour tout x dans A, ce qui signifie que g est bien l'inverse de f.
Exercice 7 
Vérifions si h(x) est surjective en examinant toutes les lettres de l'alphabet source :
A (0) devient (0 + 7) mod 26 = 7, soit H.
B (1) devient (1 + 7) mod 26 = 8, soit I.
C (2) devient (2 + 7) mod 26 = 9, soit J.
D (3) devient (3 + 7) mod 26 = 10, soit K.
E (4) devient (4 + 7) mod 26 = 11, soit L.
F (5) devient (5 + 7) mod 26 = 12, soit M.
G (6) devient (6 + 7) mod 26 = 13, soit N.
H (7) devient (7 + 7) mod 26 = 14, soit O.
I (8) devient (8 + 7) mod 26 = 15, soit P.
J (9) devient (9 + 7) mod 26 = 16, soit Q.
K (10) devient (10 + 7) mod 26 = 17, soit R.
L (11) devient (11 + 7) mod 26 = 18, soit S.
M (12) devient (12 + 7) mod 26 = 19, soit T.
N (13) devient (13 + 7) mod 26 = 20, soit U.
O (14) devient (14 + 7) mod 26 = 21, soit V.
P (15) devient (15 + 7) mod 26 = 22, soit W.
Q (16) devient (16 + 7) mod 26 = 23, soit X.
R (17) devient (17 + 7) mod 26 = 24, soit Y.
S (18) devient (18 + 7) mod 26 = 25, soit Z.
T (19) devient (19 + 7) mod 26 = 0, soit A.
U (20) devient (20 + 7) mod 26 = 1, soit B.
V (21) devient (21 + 7) mod 26 = 2, soit C.
W (22) devient (22 + 7) mod 26 = 3, soit D.
X (23) devient (23 + 7) mod 26 = 4, soit E.
Y (24) devient (24 + 7) mod 26 = 5, soit F.
Z (25) devient (25 + 7) mod 26 = 6, soit G.
Comme vous pouvez le voir, chaque lettre de l'alphabet source est associée à une lettre chiffrée unique dans l'alphabet de destination. Ainsi, la fonction h(x) est surjective, car elle couvre tout l'ensemble de codomaine (de A à Z) au moins une fois. 
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