Chapitre 0 : Les nombres complexes
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0.1. Introduction :
Question : Trouver un nombre réel solution de.l’équation algébrique T2 + 1 = 0.
Réponse : Il n’existe pas de nombre réel x qui soitsolution de 1*équation %%+ 1 = 0.
Pour donner des solutions a cette/équation et a des éguations semblables, on introduit un ensemble plus
grand que celui des nombres réels. On appelle cet ensembleles nombres complexes.
L’ensemble des nombres complexes, :
C={z: z=x+iy;{%y) E2R?}.
e z:estappelé nombre complexe.
e i:estappelé I'unité imaginaire, ala propriété 2 = —1.
e L’ensemble C muni‘des deux operations internes : I’addition et la multiplication (C, +,X) est un
corps commutatif.
0.2. Deéfinitions et propriétés:
0.2.1. Les nombres complexes
Soit z = x + iy ,unnombre complexe ol (x,y) € R?,
» x = Re(z) estla partie réelle de z.
» y = Im(z) est la partie imaginaire de z.

» 7z =x—1y estleconjugué de z.

Exemple :
z=-3+4i
» —3 =Re(2)
» 4= Im(z)
» zZ=-3—4i estleconjugué de z.



Remarque : Soient deux nombres complexes z et z’ : z = z' © Re(z) = Re(z)et Im(z) = Im(z)) .

A. Opérations sur les nombres complexes :
e L’addition : (x; + iy,) + (xy +iyy) = (x; +x5) +i(y1 + ¥32)
e Lasoustraction : (x; + iyy) — (xy +iyy) = (x; —x3) +i(y1 — ¥2)
e Lamultiplication : (x; +iy;) .(xy +iy,) = (X1.X2 — ¥1.V2) +i(x1y2 + x2V4)

e La division - (xq+iy1) (e +iy)(eo—iy)  (Xq.x2-y1.y2) | . (X1.X2—Y1¥2)

(eo+iyz) — (ep+iy2)(a—iy,)  x3+y? X3+Y3

Exemple :
(2 + 3i) 2+3) (1+2)) +3)@+2i)) =4 7
A-20 (d-200+2) _1’+22. 5..'3

B. Propriétés :

e zeER©IM(z)=02z=172
e zEIR®Re(z)=0=22=-2
o z+z=2"Re(z) =2x

o z—2z=2.Im(2).i =2iy
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C. "Module et argument d’un nombre complexe :
1. Définition.1 :
Le module d’unmombre complexe 'z = x + iy est défini par :
|z = |x + iy| = X2+ y2 =z Z =T
N.B. : le module d’un nombre complexe est toujours positif.
Exemple: z=-3+4i
|zl = -3 + 41| = /(=3)2 + (W) =V25 =5.
2. Propriétés :
o |zy 75| = |z4] - |2,
o |lzil = 1z5l| < |z + 73| < |zy| + |2z,]  (inégalité triangulaire)

o |z — 73| = |z4] — |z,]
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e |z|=|z] = |—z| =|-Z]
o |z|?=2zZ
e |Re(2)| < |z|
e [Im(2)| < |z|
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3. Définition 2 :
L’argument d’un nombre complexe z est défini par :
arg(z) = arctg (%) =0+ 2km ; k € z.
Un nombre complexe possede une infinité d’arguments.
L’unique argument 6 € |—m, | est appelé argument principal de z,.noté.Arg(z).
Exemples :
Arg(i) = 2[271] . Arg(1) = 0[2n] ; Arg(—1) = n[2m]y Arg@+i) = %[Zn]
Cas particuliers :

z € R} © arg(z) =0[2n]; ze&RL &arg(z) =nrl2n];
z € iR} & arg(z) = %[Zn] ; ZEIR: & arg(2) = —g [27]
4. Propriétés :

arg(z™) = n .arg(z)|2x]

arg G) = —arg(z) = —0 + 2kn

arg(z, - z;) = arglz,) + arg(zy)|2n]

arg(z) = —arg(z) + 2kn

>
>
>
»_arg (;—:) = arg(z,) —arg(z,)[2mx]
>
> arg(=z).=m+ arg(z) + 2kn

>

arg(—z) =m—arg(z) + 2kn, kez

0.3. Représentation géométrique d’un nombre complexe :

A chaque nombre complexe z = x + iy correspond un point M(x,y) du plan complexe.

Le point M (x,y) s’appelle I’image du nombre complexe z = x + iy . On note M(z).

Le nombre complexe z = x + iy s’appelle I’affixe du point M (x,y). On note z=affixe (M).

Les images de deux nombres complexes conjugués sont symétriques par rapport a I’axe des réels.

Les images de deux nombres complexes opposés sont symétriques par rapport a 1’origine.

Le module de z est la distance OM : |z| = OM.



e |z — al représente la distance du point d’affixe z au point d’affixe a.

e x=r.cosf ety=r.sinf

M(2)

Y

M'(2)

0.3.1. Courbes dans le plan complexe::
Cercle :
» |z —z,| = r:Cercle de centre z, = xy %+ iy, et de rayonr.
» |z —z,| < r:Disque ferme de centre z, = x, + iy, etdesayon r.

» |z —z,| < r:Disque ouvertde centre z, = x + iy, et de rayonr.

Segments :
Le segment de droite reliant.deux pointsicomplexes z, et z; est I’ensemble des points :

{zeCiz=(1—-1t)zy +tzy;t} €[0,1]

Courbes :

En général, une courbe y = f(%x),x € [a, b] ou f est une fonction continue, correspond a 1’ensemble de
points : {z=x+if(x) = (x,f(x)),x € [a,b]}

7@ |

0.4. Formes d’écriture des nombres complexes :



0.4.1. Forme algébrique : I’écriture z = x + iy s’appelle la forme algébrique de z ou encore
forme cartesienne.

0.4.2. Forme trigonométrique : I’écriture z = |z|. [cos(argz) + isin(argz)] = r(cosb +isin 8)
s’appelle forme trigonométrique de z ou encore forme polaire.

0.4.3. Forme exponentielle : I’écriture z = |z|.e!79(%) = r e est appelée forme exponentielle
de z.

Exemples :

Déterminez une forme trigonométrique de z = —2 (cos% + isin g)

z==2 (cosz+isinz) = 2(—cosz— isinz)z = 2(cos (E+n) + isin(z+n))

5 5 5 5 5 5
) ( 61T i si 67r)
= 2(cos— +.isin—
z o tgsin
Le module de z est r=2 ; I’argument de z est 8 = % yIPargument principal est 8 = % —\27 = —%.
0.4.4. Formules de Moivre et formules,d’Euler :
a. Formules de Moivre.:. pour tout'nembre complexe, z = r(cos6 +i sin 6)
z" = [r(cosB +isin8)]™ = r"(cosnl +isinn@),; n € z.
b. Formules d’Euler :
Onsaitque: e =cosf + isin® et e % = cosf —isinb
i0 -6 i0_,—i6
cos 6 = - +2e et sinf=5">— | pourtoutd € R.
0.4.5. Racines d’un nombre complexe :
Soit mhun entier positif, d’apres la, formule de Moivre :
1 1 1
Vz = zn =r(cosd +i sin 8)]n = rn(cos (iﬂ) + isin(9+121kn) , k=0,1,2....... n-1.
D’ou il résulteiqu’il y a n racines differentes de z.
Exemple :
Calculer: Y1 —1i
1/3 ~T L 2kn — o 2kn
3 = _.1/3: _E . s _E — 1/3 4-— . s I S
Vi—i=(1-1i) {\/E (cos( 4) + Lsm( 4))} V2 cos 3 + isin 3

—1m + 2kn —m + 2km
=W{C°S( 12 )Hsm( 12 )}

k=0, 1, 2.



Exercices

1. Donner la partie réelle et la partie imaginaire des nombres complexes/Suivants :
8
z; =1+ 3 +20)*, Zzz—cosg+isin§ : Z3=(cos§+isin§) :

2. Aquelle condition z2+z+ 1 est-il réel ? Imaginaire pur ?

3. Donner le module et un argument des nombres complexes suivants, ainsi que leurs conjugués::

i

. i 1+iV3 , . 2e4
z,=1+i, zg=+2es, z4= 11\[, 2, = V2ol A 25 = (B4 )0 2o = = .
e 4
4. Ecrire sous forme algébrique :
[ 3m _ m\ ( 3in _ (1+1)? L (1+0)\10 _a+)°
Z10 = 5»7 ) zyy = (2e+ (e « ' Z12 =\55) Z13. = (ﬁ ' Z14 = a=7
5. Ecrire sous forme trigonométrique :
. 5 1+iV/3 - , 4i
Z15 = (1 + l\/§) y Z16 = = Z17 = 2e 3 0 Z18 = (1 + l\/§) y
2v/3-2i
T . . T [ . .. T
Z14 = =3 (cosZ+Lst), Zoo = 2(C05g-l$1hg).
6. Ecrire sous forme exponentielle
2 . . . .
201 = T Z,, =14+ ¢cosa + isina, Zy3 = (sina +icosa)™, ne N,

7. Donner les racines de I’équation z3 = 16(1 + i) sous deux formes (polaire et algébrique).

. o . ] 11
8. Trouvenles racines cinquiémes des z,, =i et z,5 = (1+iV3) .

. , 3+i
9. Calculer les racines carrées'de 3+ )

10. Représenter dans le plan complexe les ensembles suivants :
A={zeC:|z+i|=|z—-il}
wl=1
C={z€eC: |z—-1|>|z-2]|}
11. Déterminer parmi les ensembles suivants ceux qui sont ouverts, fermés, bornés et connexes :
D={z€eC: |z—-1|<|z+ 1|}
E={z€eC: |z—a| =1}.

Bz{ze(C:




