Résumé de cours M4

Fonction complexe d’une variable complexe :

Définition : soit D c C, on appelle fonction d’une variable complexe une application

D-C
I+ 25 5@

a chaque nombre complexe z € D est associé un nombre complexe w appelé la valeur de f au
point z, dénotée par f(z).
w = f(2)

La région D est appelée I’ensemble de définition de f.

z=x+1iy €D,f(z) = f(x +iy) = ulx,y) + iv(x, y), avecu(x,y) et v(x,y)
Sont respectivement partie réelle et partie imaginaire de f(z).
Fonctions uniformes et multiformes :
Une fonction f est appelée uniforme si a chaque valeur de z ne correspond qu’une seule
valeur de f(2).
Une fonction f est appelée multiforme si a chaque valeur de z correspond plusieurs valeurs
de f(2).
Limites d’une fonction complexe :
Définition : On dit-que la fonction f(z) tend vers la limite | quand z — z, , et on note

lim,,, =1 ,sietseulementsi

Ve>030>0telque, 0<|z—z/<d=|f(z)-1]<e

Continuité d’une fonction complexe :

Définition :

On dit qu’une fonctionf ~ est continue en z, si f(z,) existe et f(z) = f(z,) lorsque
Z > Z.

Fonctions usuelles :

Fonction exponentielle complexe :

Définition : on définit la fonction exponentielle complexe qu’on note e* par

I e° ="V =¢€"(cosy + isiny) I

Partie réelle et partie imaginaire de I’exponentielle :

Posons z = x + iy, avec x,y € R; e? = e*™W = e¥eW = e*(cosy + isiny)



. (Re(e*) = e*cosy
Dol l'ona: {J’m(ez) = e*stny
> Périodicité de I’exponentielle :

Les deux fonctions sinus et cosinus étant périodiques de période 2w, ona:

e? = e*(cosy + isiny) = e*(cos(y + 2km) + isin(y + 2kr))
= pXpily+2km) — e(x+iy}+2km = pZt2kmi
D'oq,
vze C vk e Z e% = ert2knl,
La fonction exponentielle est périodique de période 2mi.

» Module et argument de ’exponentielle :
Soitz=x+1iy, x, ¥y €R,

|ezl = X = pRe(z)

e? = e*(cosy + isiny):{arg(eq =y [2n] = Im(2)[2n]

b. Fonctions trigonométriques :
Nous définirons les fonctions trigonométriques ou circulaires sin z, cos z .etc., a 1’aide des

fonctions exponentielles de la maniere suivante .

. ei! — e-iz et’z € e-i:
sinzg = ———— 08 2 = —
27 2
1 2 1 2i
secz = = — cosecz = — = = —
OS2 g 4 g iz sinz el — g7k
sinz gif — g 1 COo8 2 i(eis + g4
tg 2 = = — cotg z = — = —— )
cosz (e 4 e ) sin z e — e =
_

La plupart des propriétés des fonctions trigonométriques réelles sont encore valables dans le
cas complexe. Ainsi par exemple

sin“z +cos®z = 1 1 + tg%z = sec?z 1+ cotg’z = cosec’z
sin{—z) = —sinz - cos(—z) = cosz tg (—2) = — tgz
sin(zi£2;) = sinzicosz: = coszi sinz
cos(z1£23) = COSZ CO$Z ¥ sinzisinz
g (rtzm) = tg 2, = tg 2o
1 = tg z; tg 2

c. Fonctions hyperboligues :

Les fonctions hyperboliques sont définies comme suit :



1 e’ —e” ! e°+ e
shz = chz =
2 2
1 2 1 2
sech z = = csch z = =
ch e’ +e” sh = e’ —e~
sh = et —e” ch = e+ e
thz = = coth z = =
ch = e* + e~ sh = e* — e~

Les propriétes suivantes sont encore vérifiées :

ch?*z— sh?z =1 1 - th?z = sech?z coth?z — 1 = csch?z
sh (—2z) = — shz ch(—z) = «chz th (—z) = — thz
sh (z172;) = sh z chz = chz sh 2
ch (;+2) = c¢hz chez = sh gz sh 2
th (122) = th z1 = th 2
1+ th 2z, th 2z '

Les fonctions trigonométriques et les fonctions hyperboliques sont liées par les relations
suivantes :

siniz = ishz cosiz = chz tgiz = ithz
shiz = isinz chiz = cosz thiz = itgz

Logarithme complexe :
La fonction Log 2z, 7 # 0 est une fonction multiforme définie par
Logz =1In|z| +2arg ~
=Inlz|+i(Argz+2kr), k€Z ou —7m< Argz <1

La determination principale est obtenue pour k=0.

Logzr=1Inl|z|+7Argz, ou — 7w < Argz < 7.
L= | f=1 = P

Fonctions holomorphes :

Dérivabilité :

Soient ) C C un domaine, zg € D un de ses points et f : ) — C une fonction.
On dit que f est dérivable en 2 si

lim —f() — /(20)
z—zQ z — Zp

On pose alors



7() = Lo = lim

i
dz —20

f() = f(0)

— 29
La fonction est dite holomorphe dans D si elle est dérivable en chaque point
de D. Une fonction est dite holomorphe en un point si elle est holomorphe dans
un disque ouvert centré en ce point. Les regles du calcul différentiel concer-
nant sommes, différences, produits, quotients et compositions (lorsqu’elles sont
définies) sont bien entendu encore valables et une fonction dérivable en un
point y est nécessairement continue.

b. Les équations de Cauchy-Riemann :

Théoreme (Cauchy-Riemann) Soient D C C un domaine f: D — C
une fonction holomorphe. Alors ses parties réelles et imaginaires u et v y
admettent en tout point des dérivées partielles qui satisfont les équations de
Cauchy-Riemann :

Ju  Ov  Ou ov

dr 9y Oy Ox

Dans cecasona:

F )= Ju \ dav
T ax Thox
Proposition :
f dérivabl T _o
erwable & — =
0z
7. Fonctions harmoniques :
Définition Une fonction u(z, y) de classe C? est dite Harmonique si elle vérifie
I’équation de Laplace
_ Pu 0%u
—_—
Exercices :

1. Donner la partie réelle et la partie imaginaire de la fonction f(z) = z2.

flz+iy) = (x +iy)? = (27 — y?) +i(2x).

Donc

w(r,y) = x? — yi =Re(f) et wv(r,y)=2ry=Im(f).




1 Ny

2. Montrez que lim,_,, n’existe pas.

N

Siz=x+1iy,

alors suivant le chemin y =0, on a z = r et donc

z T I
—=lm—-—=lim—=1,
=z r—0 r—0 p

lim
z— IJ

suivant le chemin » = 0,on a z = 1y, et donc

z 2]
lim - = lim = Y .
z—0 z iy—+0 ,r,y iy—0 1y

1 # —1, donc la limite n’existe pas.

3. RésoudredansC:e? =—a, a>0.

Soit z=x + iy, avec x,y € R,

e* = e*(cosy + isiny) = —a = a.(=1) = a(cos(x) + isin(w))
" i . 6" = = {na
Paridentification : {COS\ = cos (T)—‘{' _— '7k.r kezZ
siny = sin (1) - )

D’ou I'ensemble de solutionsen z:

z=lha+iQRk+1)r , k€Z

4. Donnez la paftie réelle , lapartie imaginalke et le module de sinz etcosz .
Posonsz =x +iy ; x,y €R il vient:

€0s z = cosx cos iy — sinx sin iy = cosx chy —isinxshy

sinz = sinx cos iy + sin iy cosx = sinx chy + icosxshy

i = si 1 Re(cosz) = cosx ch
D'ott I'on tire : {Re(smz) sinx chy ' { ( ) Y

Im(sinz) = cosx shy Im(cosz) = —sinx shy

|sin(z)| = \/sing(:l?)ChQ(y) + cos?(z)sh*(y)
=\ fam2(@) (1t 2 (g) + cost(z)sh(g)

= y/sin®(z) + sh?(y)

lcos(=)| = 1/cos2(z)eh?(y) + sin?(z)sh(y)
= oo () (1 1 P (y) + () (y)
= \/3052(;3)+sh2(y)-

5. Ecrire les nombres suivants sous la forme a+ib



(a) log4a (b) log(—1) (c) log(1 + 1)

(a) logd =Ind +iarg(4) = In4 + i2km.
(b) log(—1) =Inl +iarg(—1) =i(2k + 1)m
(©) log(1+i) =In|1 +i| +iarg(l +i) = Inv2 +i(x/4 + 2kr).

6. Calculez la détermination principale du logarithme complexe log z pour :

(a) z=1 b)z=1+1 (¢) z=-2

(@) Log(i) = In|i| + i Arg(i) = 1%

(b) Log(l + i) =In|1+1i| + i Arg(l +4) = m/éﬂg,
(c) Log(—2) =In2+iArg(—2) =In2 + 7.

7. Résoudre dans C I’équation: 1)i =£% — (1 +0)e % “W2) e?***=33 + 3i
1.
€7 —(1+i)e @ =i < &% —ic” — (1+14) =0,
posons X = €%, on obtient

X% _iX —(1+i)=0,
A =344,
Xi=141 Xo=-1

= €*=1+i VvV %=1,
= iz=1In(l+4+4¢) V iz =In(-1),
=  iz=In(vV2)+ % 4 2%kmi V iz = (2k+ V)i, k€ Z,
= z=—ila(V2)+ T +2k7 V z=(2k+1)r, kEL
2.
¥t = 3V343i

=2:+4 = In(3v343i) = In(|3V3 + 3i|) + i arg(3v/3 + 3i) + 2kmi, k€ Z
=2:+4 = ]11(6)|—|—a%—|—2k7ri, kez

1
Sz = 5111(6)—24—3’%4—!6#3', ke

8. Montrer que la fonction f(z) = Z n’est pas holomorphe.

Méthode 1 : conditions de Cauchy-Riemann :



9.

= f(z) =Z n’est pas dérivable.
Méthode 2 :

fz)==
o ) =140,

Ainsi f n’est pas holomorphe (dérivable).

Indiquer parmi les fonctions suivantes celles qui s@at holomorphes :

@) =Imiz), f()=¢. fz)=2+5iz 43,

—Z

2i
1
== #0VzeC.
(2) =5, #0 Vz €

f(z)=Im(z) =~

of
oz

Donc f n’est pas holomorphe sur C.

2.

flz)=¢

?—é(z):ef#o Vz € C.

Donc f n’est pas holomorphe sur C.

3. Méthode 1:

f(z]222+5éz+3—é
of
%(z)—o Wz c C.

Ainsi f est holomorphe sur C et f'(z) = 2z + 5i



Meéthode 2 :
flz) = 2245iz+3—i
= (z+iy)? +5i(z+iy) +3 —i
= xQ—y2+2imy—|—5ix—5y+3—i
= u(z,y) =22 —y?> by +3, et v(z,y) = 2zy + 5z — 1.

Les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées car :

du v

a(xsy) =2z et @(mﬂy) - 253:

du v

I — _ _F — =

By (z,y) = =2y =5 et o—(z,y) =2y +5,
Ainsi f est holomorphe sur C. et f'(z) = z—’; +i Z—Z

f(2)=2x+i(2Qy +5) = 2x + 2iy + 5i = 2(x +iy) + 5{ = 2Z + 5i

10.

Vérifier que la fonction u(z,y) = 2> — y? — y est harmonique sur C et déterminer

une fonction harmonique v conjuguée de w.

On a o 5
wey) _, Ouey) L,
e e
azu(‘r? y) _ 2 82!“’(33:' y) _ 72
oz 7 a2 7
Done , .
OPu(z.y)  Oulzy)

922 oy?
Par conséquent, la fonction u(x,y) = 2% — 3> — y est une fonction harmonique sur C.
Soit v une fonction conjuguée de u, alors les conditions de Cauchy-Riemann sui-

vantes sont vérifiées,

Ov(z,y) _ Oulz,y)

ou(x,y) du(z,y)
— =2 1. 2
Ox dy v @

En intégrant 1’équation (1) par rapport a y on obtient
v(z,y) = 2zy + h(x) (3)
En dérivant (3) par rapport & = et en remplagant dans (2), on obtient

8‘”([8? y) _ F ! — ),

Dot



W(x)=1.
En intégrant par rapport a z, on a
h(z) =x+c; ouce C est une constante.

Donc, les fonctions harmoniques définies par v(z,y) = 2zy + x + ¢ sont des fonctions
conjuguées de u. Puisque les fonctions u et v sont continues alors les fonctions complexes
correspondantes,

f2) =u(z,y) +iv(z,y) = @ -y -~y +ilZzy+z+c), (c€C)
sont holomorphes sur C, de plus, on a

f(z) =22 +iz+ec ¢ est une constante de C.

QQ




