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Résumé de cours M4 

 

1. Fonction complexe d’une variable complexe : 

Définition : soit      , on appelle fonction d’une variable complexe une   application  

       
    

         
 

à chaque nombre complexe      est associé un nombre complexe w appelé la valeur de f au 

point z, dénotée par      . 

       

La région  D est appelée l’ensemble de définition de f. 

                                                             

Sont respectivement partie réelle et partie imaginaire de      . 

2. Fonctions uniformes et multiformes : 

 Une fonction f est appelée uniforme si à chaque valeur de z ne correspond qu’une seule 

valeur de     . 

 Une fonction f est appelée multiforme si à chaque valeur de z correspond plusieurs valeurs 

de     . 

3. Limites d’une fonction complexe : 

Définition : On dit que la fonction      tend vers la limite l quand       , et on note 

           , si et seulement si   

 

4. Continuité d’une fonction complexe : 

Définition :  

On dit qu’une fonction  f   est continue en       si          existe  et              lorsque 

    . 

5. Fonctions usuelles : 

a. Fonction exponentielle complexe : 

 Définition : on définit la fonction exponentielle complexe qu’on note      par  

 

 Partie réelle et partie imaginaire de l’exponentielle : 

Posons       ,  avec        ;                                
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 Périodicité de l’exponentielle :  

Les deux fonctions sinus et cosinus étant périodiques de période    , on a : 

 

La fonction exponentielle est périodique de période    . 

 Module et argument de l’exponentielle : 

 

b. Fonctions trigonométriques : 

Nous définirons les fonctions trigonométriques ou circulaires     ,      ,etc., à l’aide des 

fonctions exponentielles de la manière suivante : 

 

La plupart des propriétés des fonctions trigonométriques réelles sont encore valables dans le 

cas complexe. Ainsi par exemple 

 

c. Fonctions hyperboliques : 

Les fonctions hyperboliques sont définies comme suit : 
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Les propriétes suivantes sont encore vérifiées :  

 

Les fonctions trigonométriques et les fonctions hyperboliques sont liées par les relations 

suivantes : 

 

d. Logarithme complexe : 

 

La détermination principale est obtenue pour k=0. 

 

6. Fonctions holomorphes : 

a. Dérivabilité : 

 

On pose alors 
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b. Les équations de Cauchy-Riemann : 

 

Dans ce cas on a :  

      
  

  
    

  

  
   

Proposition :   

             
  

   
   

7. Fonctions harmoniques : 

 

 

Exercices : 

1. Donner la partie réelle et la partie imaginaire de la fonction        .  
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2.  Montrez que            
  

 
  n’existe pas. 

Si         ,  

 

     ,  donc la limite n’existe pas.  

3. Résoudre dans C :               . 

Soit        ,  avec         , 

 

4. Donnez la partie réelle , la partie imaginaire et le module de        et      . 

 

 

5. Ecrire les nombres suivants sous la forme a+ib   
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6. Calculez la détermination principale du logarithme complexe log z pour : 

 

 

 

 

7. Résoudre dans C  l’équation :     1)                        2)                

1. 

 

 

2. 

 

8. Montrer que la fonction         n’est pas holomorphe. 

Méthode 1 : conditions de Cauchy-Riemann : 
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Méthode 2 : 

    

Ainsi  f  n’est pas holomorphe (dérivable). 

 

9. Indiquer parmi les fonctions suivantes celles qui sont holomorphes : 

 

 

1. 

 

Donc f n’est pas holomorphe sur C. 

 

2. 

 

Donc f n’est pas holomorphe sur C. 

3.   Méthode 1 : 

 

Ainsi f est holomorphe sur C et              
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Méthode 2 : 

 

Ainsi f est holomorphe sur C. et         
  

  
    

  

  
 

                                            

 

10.  
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