Résumé sur les intégrales doubles

Les intégrales doubles

1. Définition :
On appelle intégrale d’une fonction f(x, y) de deux variables, I’intégrale double

de la fonction f(x,y) sur le domaine D eton note : [ f(x,y)dxdy.

2. Calcul des intégrales doubles :

2.1.Formules de Fubini
a

Théoréme 01: Soit f une fonction continue sur un rectangle D = [a, b] X [c, d].Nous avons
If, fGey) dxdy = [ [[ feey) dy] dx= [ [f; fy)dx] dy.

Nous calculons donc une intégrale double sur un rectangle en calculant deux intégrales simples :
e Enintégrant d’abord par rapport a x entre a et b ( en laissant y constante). Le résultat est une
fonction dey.
e Enintégrant cette expression de y entre c et d.
Alternativement, on peut faire de méme en intégrant d’abord en y puis ensuite en x.

. B ) |

d .=
»
a T b
Exemples :
Calculer les intégrales e antes :
\f (xzy—SxyZ) dxdy, D= {(x,y) € RZ J1 <x< 2’ -1< y < 1}
D
: v
Solution :

1 2 1 1 3
J U Py = 3xy*)dx)dy = [ Cyx® —- y*x*]idy

_f17 9 gy = 18
RPN
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jjyexy dxdy, D= {(x,y) ER?/ 1=<x=<2, 0<y<2}
Solution :
2 2 2 1 1
ff yeXY dxdy = J‘ (J- yeYdx)dy = f [e¥]Ddy = —e* —e? + =
- o 1 0 2 2
Corollaire :

-

Une intégrale double de la forme ff[a bixie:a) S (¥)(y) dxdy peut se calculer en séparant les

variables :

b d
j j f(x)g(y)dxdy = ( f f(x) dx) ( f F{4)) d}')-
la:bIx[c:d] a ¢

Exemples :
Calculer les intégrales dou .
1

g ‘ x?] 7
[ st e[ i =
[o, 1]><[0 0 0 0

. WA 2 w-—m—w 4
: 2e""”dxdyz ety 2e'yalyz(e—l)(e'l—e'?*).
0 0¥

\ Théoréme 02 : Soit f une fonction continue sur un domaine borné D de R?. L'intégrale double

I =[[ f(x,y)dx dy se calcule par 'une ou l'autre des fagons suivantes
Sil'on peut représenter le domaine D sous la forme
D ={(x,y) € R?/f,(x) £y < f(x),a < x < b} alors

.UD f(x,y)dxdy = fab j){z(%)f(x.y)dy] dx.

= Sil’on peut représenter le domaine D sous la forme
‘ D={(x,y) € R?*/ g;(y) S x < g,(¥).c < y < d}, alors:

-U f(x,y)dxdy = [ ’ g:;))’) (x,y)dx]dy.

Si les deux représentations sont possibles, les deux résultats sont évidemment égaux
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Intégrale en y en premier :

Intégrale en x en premier :

Exemple :

Calculer I’inté e sur la figure ci-dessous :

EY 34

v 2 8

6.

s4

al

3

24 —

2 1l 2 5 i et
5 o =5 - . b > X B X & =X @ & Bx

Solution %

Si on commence par intégrer en x en premier, on remarque que le domaine est régulier selon
OX. L’intégrale est donc :
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[ ety = [T,

;20

=0T,
=9

5 -4 -3 2 -1
-1

Si on commence par intégrer en y en premier, on remarque que le domaine est irrégulier selon

OY. L’intégrale est la somme de deux intégrales : k

I N W B S NI

_j 3+r)¢r+j (3—x)dx
o= =N

Pf_
2
([0] [ ] (9_}[0]] P EESREER Y

’ = (p(u' v)
Supposons qu’on effectue le ¢ .
PP 1 y=yu,v)
Lorsque (X,Y) : 1aiNE arie dans un domaine D'. On considére le
déterminant de la i qu’on appelle matrice Jacobienne du changement

Calculer : H(x +9)(x— )’ -dx-dy siD est fermé par :
D

y=—x+1 , y=x-1 s y=3-x ; v=x+1.

Solution :

1. Déterminons x ety en fonctionde uetv :
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1
][”:ery 2x=u+v — x:E(M+v):gD(u,v).
On pose: =
vV=x—y

2y=u-v = y :%(u—v) =w(u.v).

2. Calculons le déterminent du Jacobien :

dx Ox 1 1
low av| 2 2f_ 1 1 1 1
]_a_y a_y_i _E_ 4 4_ 2 |]|_2ﬂ
du dv 2 2

L’intégrale devient :

= ”(x+y) (x—y) -dx-dy = ”uv -—dn dv

\\ M

3. Cherchons les bornesde uetv :

y=—2=x+1 = y+x=1 =
y=x-1 = y—x=-1 =

y=3—-x = y+x=3 = 1

yv=x+1 = y—x=1 =

Donc D’ est limité par les droites :

u=1 _ u=3

v=—1 ,v=1.

4. L’intég

données polaires :

{x=rcos€
y =rsinf

0 et r est donné par :

ox O0x

J= or 26 _|cos@ —rsinf| _
dy 0dy sin@ 1rcosf
ar 96
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Onadonc:

fff(X,y) dxdy =L[1f F(r,0).r.drd6

D

Exemple :

dxd
Calculerff %0hD={(x,y)eR2|x2+yzsl et x = 0}
pl+xs+y

Solution :

A={roHeR, xR|0<r<1 et —

dxd o b2 /2
ff a f yz =ff rcoszrd”w:(f 2-:11'”) (f cosf)dé))
Dl+x +y Al+r 0 1+r —nf2
L | ! |
_ : /2 _ _
_(j(; Hﬂdr)[SIHQ]MZ—(‘]'; | l+r2dr)>(2
T

=2[r—arctanr][1,=2(1—z)= 2=

T
) .

Nt

- |
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