Résumé sur les séries

Résumé sur les séries :

1. Définitions :

a. Série:

Définttion 1 :so0it (Uy,),ey une suite numeérique.
L’expression : u; + U, + Uz + -+ u, + -+ est appelée une séric numérigue,
et est notée Y. u, les nombres u;, Uy, Uz, **, Uy, sont les termes de la
série.
) L ..
b. Somme d’une série : P \

Définition 2 : La somme des n premiers termes de la série est appelée

somme particlle S, : S, =uy +u, +uz +--+u,

Si la limite suivante existe et est finie : b
S = lim §,
n—-oo

On l'appelle la somme de la série Y, u,, et on dit que la série est convergente.
Si lim S, n’existe pas (par exemple : S, — 0 ).on dit que la série Y u,, est

divergente et qu’elle n’a pas de somme.
~—

Exemples :
Etudier la nature et ca

"

Solution :

gence des séries de termes généraux :
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Résumé sur les séries

c. Condition nécessaire de convergence :

Théoréme 1 : Sila série Y u,, est convergente, alors u,, — 0
mn—oo

E u, converge = limu, =0

n—oo

Corollatre 1 : Siu, le terme général d’une série ne tend pas vers 0
lorsque n — o0 alors la série Y. u,, est divergente.
lim u,, # 0= u, diverge
n—co
Exemples :
;.1 2 3
lg-sene-§+g+;+ —t -9

2n+1

n
2n+1

)=1sur

Diverge,-car-lim,,_, (

n

La-série Z—- -est-divergente,-car-lim,,_, ( ) =1%0

2. Séries a termes positifs : \ \\

On dit que la série Y, u, est une série a termes positifs ssi : ¥n @ u, > {]‘

a. Condition de convergence : ' \ \ l
pour qu’une série a termes positifs soit convergente il faut, et il suffit, que
la suite de ses somme partielles soit majorée.

i.e. si yu, est une série A termes positifs, et (S" )new suite de somme

partielle, alors :

Zun converge & AM,vn:S§, <M

. g+ 1
La somme partielle Sp = R Stq

(n+1a si q=1
La série géométrique Y.,,o aq™ est convergente ssi |g| < 1,etona:

Ynso aq" = a+aq+aq2+---+aq"+---=ﬁ=s

Donc®:*Y. 50 aq™--est---- i . 91

, {Convergente silgl <1
divergente si |g|=1
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Exemples :

. 1 P N 1
1.+Si-a = 1-et-q = ;---,--la-sene-geometnque---Enao (;) est-convergente-car-q = - € ]-11[
rot] 1
et-la-série-converge-vers-sa-somme-s = = 29
2

2.-Si~a = 1-et-q = 3-,-la-série-géométrique-~Y 5o (3)"-est-divergente.

e Série de Riemann :

On appelle série de Riemann toute série dont le terme général est de la forme :
1
un=n—a,n21 et a € R.

.. . 1 converge
-La-série-de-Riemann-Y;} %, —{ ’
ne (diverge  si

Si a=1:3°

Exemples : \

- : too 1 b
1.-La-série-deRiemann--)., % —-eonverge, -cara = 2> 19

Sk

série harmonique divergente.

1

\n

2. La-série-de Riemann- Y% ~—--diverge,car-a = ; <19

e Série de Bertrand :

La-série-de terme-général-- verge-si-’on-a-un-des-deux-cas-suivants®:-

Exemple :

La-série-de-Bertrand --Y, ﬁ---diverge.ﬂ

c. Critéres de convergence :

e Criteres de comparaison :
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\

Théoréme 1: Soit 2 u, et Y a, deux séries a termes positifs vérifiant :
u, <a,

A partir d'un certain rang. Alors :

1) Si ¥ a, converge alors ¥, u, converge.

2) Si Y u, diverge alors ¥, a,, diverge.

Théoréme 2: Soit Y u, et » a, deux séries & termes positifs, si la limite

non nulle :

u'i‘l
lim—=1
n—oo dy

Existe, alors les deux séries sont de méme nature.

Exemples :

Trouver--la-nature-des-séries-numeériques -suivantes®:-j

SO I L P 2.8 sin ()3 By N
soluton: «\A

1 n

3+1 nd3 = nd+1

1 1
l-n*+1>n° = < ;,---comme-z ;--est-convergente-ﬂ

. . e 1
2.+-0n-a%-0 < sin (z_ﬂ) < z—n-et-E z—n-est une-série-geometrique -convergente-(car-q = € 1-1,1[").-

alors-la-série-y mq sin ( ){est convergente.q

- vnz3Inn=z1l= T > =--et-comme-la-série-harmonique- Zn>1 --gst-divergente, -alors-

la-série- En>3 est-divergente-aussi.

4
Comparaison avec une inté

Théoréme : Soit ) a,, une série 4 termes positifs non croissants, 7.c.
A =0y 2 Az = 2 Ay = '
et soit f(x) une fonction continue telle que :
fD)=ay; f(2)=ay fB)=as - ;f(n)=ay; -
Alors :

Z a, converge & f f(x)dx converge

n=0

Exemples :
. 1 .- . .
1. La série Z; (série Harmonique)est divergente, car :

L’intégrale flmi dx = [In (x)]7” = o0 diverge.
2. La série Ziz est convergente, car :
n

. o 1 —-11%
L’intégrale [ , = dx = [— = 1 converge.
x x 17
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Critere de D’ Alembert :
Théoréme : Soit ), u, une série i termes positifs. Si la limite -

lim

n—eo Uy

Un+1

=1

Existe, alors :
1) Sil <1 alors ) u, converge
2) Sil > 1 alors ) u,, converge

Exemples :
1 _
Soit u, ==, la série : Y u, est convergente, car :
i ;
1
. Upyq . (n+1)! .
llmL=hmu=hm =0<1
n—o U, n—oo l n—ow\n+1
n! - P
. , "
Soit-la-série 'Enalg bl
(ﬂ+1)'ﬂ.+1 ~
ﬂ__ ™ upyy e (n_+1)“
Un =0 e = ) 7 ou, M T \n
n!
n n+ 1"
lim ——=1i (—) =e > 19
n—oo un n—oo n

Alors,la-série En>1 -est-divergente.|

\ U

3)-Si- llmq,Hm — = 1%

si “M > 1:]q série D.V.
Voir-la- quantlte el tnia o
si < 1: on ne peut rien conclure,changer le critére.

Exemple : \ D

Donner-la-nature -deJa-série®:-Y.,,», n>q

Solution :
n+1)?
lim 2148 gy ~ F_ 19
n—oo Uy n—oo mn
n+ 1)?
IFL”“ = ( = ) >1= an est divergente.y
U, n

n=1
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e Critere de Cauchy :
Théoréme : Soit ), u,, une série a termes positifs. Si la limite :
lim Yu, =1
n—co
existe, alors :
1) Sil <1 alors ) u,, converge
2) Sil > 1 alors ) u,, diverge

3)Si-/=1°9

vhirla-quantité-/u,,® {

si Yu, > 1:la série D.V.

st %ju, < 1:on ne peut rien conclure,changer le critére.

Exemples:

Etudier-la-convergence-des-séries-dont-les termes-généraux -sont°:

Solution : \
b

. . nfr1  1\" : 1 1 -
1ol e S = imise (;+;) =llmn_,oo(;+;)=;<1=- - la- série- Y u,- est-

convergente.

n
2.+ Mo Yty = liyao | (@ +2) = limyoa)(a + 2)ilag
e~ Si-0 < a < 1-lasétie-), u, converge.y
e~ Si~a > 1-lasérie-y, up-diverge. ]
- Siva =1
n+1

nf Lo L aE A rie-di
./un—a+n—1+n— >1 =>asérie-diverge.q

n

3. Série rmes quelconques '

a. Séries alternees : P}
Définition®:-On-appelle- -série-alternée-une- série-de-la- forme- Y. (—1)"a,, -avec a,, = 0.-Pour-
tout-n € N.J

fesl
D D= (~1a + (-D'ay + (W0, #o = oy @ a, —
n=0

e Convergence des séries alternées :
[Théoréme: de-Leibniz®:q
On-considére-la-série-alternée--Y (=1)"a,,°9
Si-lim,, a, = 0--et--si-la-suite- ( a,;)-est-décroissante,-alors-1a-série-alternée -

Y (-1)"a,-converge.§
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Exemple :
Etudier-la-convergence-de-la-série®y =1 iﬂ

Solution :
1.~ série-alternée®:u,, = (—1)™. % a, = i > 0.-Donc-c’est-bien une-série-alternce.

2.01imy g @y = limy o= =0

aroi oenp . =L h W
3.~ ( a,)-est-décroissante®car:--a,, = ~ et Gnyq = nﬂﬂ
1 1 =il
It~ 0o = 20~ 2 = nr
. s (="
Les conditions de convergence sont satisfaites, alors )’,,51 ~ convergente.
e Convergence absolue :
a

Théoréeme®; -Toute série-absolument-convergente-est-convergente.-La-réciproque-est-fausse.q

Zlunl converge :Zuﬂ convergey

e Série Semi-convergente : \Y \\

Définition®: une-série-est-dite-semi-convergente-si--). u,, --est-convergente-et--);|u, | --est-

divergente.q
Exemples : ( \v
A
1.+ Ynsa (—1)n~est-semi-convergente -car’:q

—1)t
1R |= n>1 = est- divergente.q

B

o> Yomng C;S -est-absolument-convergente -alors, elle -est-convergente-car:q

2

cosn

< --et--comme- Z— est-convergente-alors-), |——| est-convergente-

lcosn| <1

par-comparaison.
Donc-Y,sq (:l -estabsolument--convergente = Y5, ; ~est-convergente Jf
4. Séries de fonctions :‘
e -+ Une série-de-fonctions-est-une-série-dont-le terme -général -est-fonction-de x°:°u,, = u, (x).-Une-
série-de-fonctions-est-désignée par--Y, u,(x) ou Y f,(x). Y
¢ - Domaine-de-convergence-de:la-série-Y, u, (x) est-I’ensemble-des-valeurs-de-x-telle-que-la-série-

converge 9

D= {x € HR:Z u, (x) converge}ﬁ[
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a. Séries entiéres :
On-appelle série-entiére-réelle toute-série-de-fonctions-de-la-forme -y a,, x™° 9
® - Si-|x| <R Y a,x" -converge-absolument
e - Si|x| > R} a,x"diverge.|
® - Si--|x| = R---:--la-série peut-aussibien-converger-que-diverger

R°-est-le-rayon-de-convergence-(0 < R < co)--donné-par-:

1 _ . an . 1 _ n
2 = limy e, | a;l - Qu-bien-= = -
Exemple : \
+co
Calculer le rayon de convergence R de Z: (n? 4+ 1) 27712 et 4tudier sa convergence en z = =R.
n=0

Endéduirele domaine deconvergencedelasérie.

Solution : \

On aa, =(n>+1)2" et

1 | ane . [ ((n+1)? +1) 2~ (n? +2n+2)2
— = lim = lim = lim ——— =2,
R n—+x| a, n—+oc (n2 + 1) gnt+l n—-+oc (n2 == l)
1
donc R = —.
onc 3
1 +oo +oo
Pourz =R = 3-ona Z_:(,: (n? 4+ 1) 2nHlz" = 22 (n® + 1) quest divergente car
. 2 _ _
Jim 2 (n®+1) =400 #0.
1 +co +oa
Pourz = -R = —5-ona Z (n®+ 1) 2'z" = ZZ (n? 4+ 1) (—1)" qu'est divergente car
n=0 n=0
lim 2 (n®+1)(—1)" n’existe pas.
n——+00
a A V4

Le-domaine-de-convergence-est-donc: ), = |—1/2,1/2[{

N
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