ONDES ET VIBRATIONS

L2-S3

Chapitre | : Oscillateurs harmoniques du second ordre



H-A/ Principes de la dynamique ( Rappel) :

1- Moment d’une force

Soit ¥, une force appliqué  a un corps (c¢) de masse m. au point (M), le
Corps est en rotation auteur d’un point O. Le moment de la force F par apport
au point (0) est définit par

Hio = OM A F=TAF (c’est un produit vectoriel)
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Vecteur unitaire de j
Reégle de la main droite I’axe de rotatio%

Le module du vecteur moment

J Sens de rotation

IJ.,'/O =T.F.sin@

les (02) principes de la dynamique :

-

1" principe : ¥ /., =m¥ (m" de translation)
> F,, :Forceextéricure résultante ¥ Fow =m y
7 . Accélération linéaire

b Fext o = lof (m" de rotation)

g oome principe :



Ip : Moment d’inertie du systéme en point 0.
6 : accélération angulair
U : Vecteur unitaire du I’axe de rotation

3™Application : détermination de Péquation de Mouvement par la
méthode des lois fondamentales de la dynamique

Pendule simple.

f Sens de rotation

. / e .
MVt : de rotation de la massé (m) autour de I’axe (0x) X RFey/o= 1,01

. N . 0 0 —mglsin 6
ZRFeX/():NP/O: OMAP = Isin® |A 0 =< 0 ):
—Icos6 ~Ing 0

—mglsin®7
L’axe de rotation (0x) = 1 = mglsin® 7= [,07=> 1,8 + mgl sin® =0

c
A Uy
La Définition Ip = Yi=1nMyT 12 0 A

Pour un solide

I; = fl’zdm

Ou dm=pdy, p : densité du solide

dv : élément de volume du solide

dm : élément de masse du solide
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EX: Cas du pendule simple : on a une seul particule Iy = mr2, | =r

Pour linéariser 1'équation ; oscillation de faible amplitude 8 « 0 sing ~ @

et cos® ~ 4

= 0+20=0 Equation différentiel du 2 ordre

0+ w30=0 ®=+/g/;: pulsation propre des oscillations

—— — o — ——— e e

I1-B/ le lagranglen d’un systéme mécanique :

1- définition : un systéme mécanique en mouvement est caractérisé par

a/ ses coordonnés généralisées : q

EX/ Mvt de translation : q = x Mvt de rotation : q = 6
En cordonnés généralisés q = (1,6, @)

b/Son énergie cinétique :

T = E; = f(care de la vitesse)

. 1
Ex : Mvt de translation : Ecr =5m v?

; L%
Ex : Mvt de rotation : Er =3 192
Ex : Mvt de translation et rotation : E. = Ecp + Ecg

C/Son énergie potentielle :

V = Ep =fonction de ces positions

ZlG =
’ e = ~>—P/’°“‘/4"‘9

Position finale %7 l94/ n-'@) Mw,(? (cof(,b‘

Position initiale
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&£ x(t) Ep,, = mgh
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Ex . /S - T > 1 2

ressort '/ /) s/ - Epe= 2 kX
K viieur gy possor x: Elongation du ressort
Masse + ressort : Ep = EPm + Epr

Le lagrangien d’un systéme mécanique en mouvement est définit par :

L=E. - E, tg: L=L(tqq) avec Q= %

2/ Equation du mouvement :

Le Lagrangien d’un systéme mécanique en mouvement libre, vérifie I’équation :

= . _ o0q
stlogl ~ 5= 0 S =5

application : Equation du mouvement du pendule simple
oscillations de faible amplitude : (6 < ) ; mvtde rotation

E = ;Io6? L=L(t0,6)

I,=ml?= E.= %mlzﬁ2

h )

Ep= Ep,=mgh , h=1-1lcosb=1(1-cosB) = E;=mgl(1-cos8)

1-cos2x . S
——— =(1-cos2x)=2sin?x) ' i

Il faut linéariser 1—cos6, ona sin?(x)/; =
- (W-6) = S nw~

&P

si

nb . sin.9_2~9_2. -‘ _62
Pour 6« , --z=3;  (.3)=7: (1-cosb) =

g/
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E =
p mgl(l-cosﬂ) = 2mglsin2©/2)] = 2mgl-& = mgl L
gi—-= mgl

e 1 )
L= E.-Ep =Em1262 -——mgl B

L
— =m 120 . 9oLl _ 206 - 5L
5 +0;  s|G=mrZl=mze";  Z-mge

g[@] 5L e
atlas)l = 56 0 = ml*6 ymgle=0

Conclusion :

On a deux méthodes pour déterminer 1’équation différentielle du
mouvement du systéme libre

_les lois fondamentales de la dynamique(LFD)

- méthode de Lagrange



11-3/ Oscillation harmonique forcés :

19/ Définition :
Si, on plus de son propre poids(P), de la force de rappel du ressort (T) et
de la force de frottement visqueux (F£) : on applique a masse (m) une force

d’excitation (Fe) =le systéme est dit forcée.

2% Détermination de I’équation du M

* A PPéquilibre statique (au repos)

-Repos 2> v =0=> Ff=xv =0

- La masse n'estpas escitée = Fe = 0

=P=T= P=Kxo

* A Péquilibre dynamique (_en Mvt)

eF=my=>-T—Ff+P+Fe=mx
0
=>m5c’+Kx+(KA;ox=’P)+ocx=Fe=>m5c'+ocx"+Kx=Fe

x ,. k Fi Fe
= x+=x'+—x=— x4 20x" + wix = —
m m m . m

Equation différentielle linéaire du 2%™ ordre avec second membre

Avec 24 = %:ﬂ=% (coeficient d/Amortissement)

K
w = — pulsation propre du systéme

3%/ Intégration de I’équation du mouvement :

a/ but : ¢’est recherche la solution générale de 1’équation différentielle.

X(1)=xu(t)+x,(t)
X(t) : solution générale de I’équation différentielle.
Xu(t) : solution homogéne ; c’est la solution du systtme libre (second

membre=0)



7

Xp(t) : solution particuliére de I’équation différentielle.

b/ solution homogéne (xy,) :

(xy) : solution de x", + 2d x', 4+ wix, = 0

C’est I'équation du systéme libre amortie = déja étudier dans (L2)

Rappel :

si @ > w = amortissement fort = Régime Apéfiodique

er "
1" cas : A> 0 £ = 5% 4 ’dZ_wgt +B& /Az_wg ¢

sia = wy = Régime critique

2éme
Xp = e—dt[A + Bt]

cas: A=0

sia K wy = amortissement faible = Régime pseudopériodique

3éme
x, =C 3"“ cos(wt + (p)

Cas ! A< O

Conclusion :

On constate que dans les (73) cas la solution homogeéne (x;) tend
rapidement vers zéro lorsque le tend (t) croit= x,— 0 rapidement lorsque (t) 7/

X(n): Décrit bien le régime transitoire du systéme

C/ Solution particélliére : Xp(t)

La solution particuliére dépend de la nature du second membre de

ot ; - Fe)
I’équation différentielle o

Req : Xp(t) donne le régime permanent du systéme =On va étudier deux
types de forces d’excitations.

d/ Nature de la force d’excitation :

1" cas : force statif]ue E)=F=ct
4

Fe
Fo

-




Ona x"+ 24 x' + @2y = Fo .
0 m = Fom=cst — Xp=cst —  x’= x;,’=0

o / =
+ . ] -
X, 24 Xpt®o Xp=F¢/m — Xp=Fo/mw, or w=k/m — Xp=Fo/m

= la solution générale x(t) = x,(t) + Xp(t) = x,(t) + =
K
Or x,(t) — 0 entemp trés court = x(t) = xlf)= F 0/ ¥

2%me cas/ force sinusoidale

E,(t) = Fycos(w,t) sinusoidale

Fe
A
wo = pulsation éscitatrice e
21 i} /\
We - ; Te = - s : -—bi‘
T, 3 0 \ / |
]
fe: fréquence éscitatrice < - >

- Equation du Mvt :

F,
x"+ 24 x' + wix =E°cos (wet) ( 2)

F
second membre EO cos w,t (sinusoidale) = ) sinusodiale
on choisie xf’= A cos (wet + @) Avec A ? €7

* Méthode des complexes :

xp = Acos(wet + @) ~ X, = A ogly

o cos w3 Fo grve On remplace dans 1’e’quation(2\on obtient
m m

" . F, .
Xr42AXp +w2 Xp =—LeM™
m



"AMI Jwe’ -’X et
¢ +2l W¢JW +W AW ¢1wete_,g E, ¢}”l/

m

FO
= AejB = m
2 2Y, .
(wo a We)+ J28we

En cas générale :

Z1 i |Z,|e®t
— Z e]g o 1le 4
Z2 | I 124|ei®2 IZl =ZL=eth= - = B: _ B,
124 2 P1— P2 artgA artgA_
1 2

= le module A = £/ m
J(wo-wz) +ad2w?

0
= argument @ = 0 24 w
g nt ¢ = arctg (F"/m) — antg e
2at
=S¢ = —antg_w_e
we
== e
qo-antgm avec 0<@p<m
F,
O/m iy
X, = cos (wet + arctg —q)—e—2>
N@wF =l ¥ i v

Conclusion :
x() = %, (&) + 2%, ()

x(t) = x,(t) + A cos (wet + @)

or Xu(t) solution homogene tend rapidement vers zéro = c’est le régime
transitoire.

= si le temps croit x5 (t) 7/ 0 et x(t) = xp(t)
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= le mouvement de la masse est donnée par la solution particuliére

= C’est le régime stationnaire.

Req: F,(t) = Fycos(wet) et x(t) = Acos (wet + @)

=> les oscillations x(t) provoquées par la force F¢(t) onk méme fréquence (w.)

mais en retard de phase ¢ par apport a Fe(t).

= les systémes Forcés ne sont pas amortis.

A
X

vy\v/\v/\vﬂvﬂ

> <

A

v

Régime Transitoire Régime permanent (stationnaire)
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