¢ On construire une suite de la forme :
Tel que le pas : |H =b-a)/(N —1)| et

On veut calculer I’intégrale (

Chapitre 2 :

j f(x).dx

a

(Intégration Numérique)

x(k)=a+H*k-1)

] numériquement : Les étapes de calcule :

N: nombre de point est donner de tel sort H est tres petit.

e Transforme la fonction f(Xx) vers un tableau ‘ yvk)=f(x(k))| ; k=1 N
[ 4 L 4 L 4 L 4 L 4 L 4 L 4 L 4 L L 4 @
X(=a X2) X(3) X(N-2) X(N-1) X(N)=b
K 1 2 3 4 N-1 N
X(K) | X(1) | X2) | X3) X(4) X(N-1) X(N)
YK) | Y() | Y2)| Y3 Y(4) Y(N-1) Y(N)

» La méthode trapeze :
La formule de trapeze peut étre obtenue en approchant f(x) par le segment de droite joignant les deux

points (x, yl) et (xz, ¥2) :

A
fx)=C+Cx Y erreur (X, Y2)
{f(xl) =y, =G +Gux >

f(x,)=y,=C +C,ux,
L x |G _ N
1 X, C2 Y, (X1, Y1)
La solution du systeéme est
1 x y, X 1 vy La surface
A:{ 1} ;Ac1:{ 1 1} ;Aczz{ 1} de trapeze
1 x Y X 1y,
C, = Doy _ %0~ Xy,
A X, =X,
C, = Acz+yz_y1 X'
A x,—x
X2 X2 2\X2 _
La surface de trapéze = I f(x).dx = j (C, +C,.x).dx =(Cl.x+C2.%j =X 5 X, (¥, +Y,) =%(Y1 +Y,)
X1 X1

X1

» La méthode trapeze généralise :

(XN-2, YN-2) (Xn-1, YN-I).
&
Y 4 /\..r/ FJ(XN, Yr)
(X4, Y4)/./ ®
(X3, Yi'e J/ &
(Xa, Y?\. .
N-1
(Xl’ Y.\ sS4 SN—2
S3
Sy
Si
X >
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N-1
La surface Total =Trap = Z Se =S;+S,+S;+......... + Syt Sy

K=l

H H 73 =
51:?-()/1'*')/2); SZ:?'(Y2+Y3) ; 53:7.()/34_)/4); SN_ZZE.(

H
YN—2+YN—1) ; SN—I :?'(YN—1+YN)

Trap = [ f(0.dv == (50 yN)+2.(32) + 53) ..y (N-D)) = %(ya) Fy(Ny 2.5 y(k))

K=2

» La méthode Simpson:
En interpolant f(x) par un polyndme de degré 2 entre 3 points (x1,y1) , (X2,y2) et , (X3,y3 ):
f(xX)=C, +C,x+Cy.x° v *
f(x)=y, =C +C,.x, +C,.x;
f(x,)=y,=C +C,x, +C,.x;
f) =y, =C +C,.x, +C,.x;

X, Y
I x xlz G Yi %5, Yo
1 x, x1 RC, =1y, La surface
1 x, 2 C, v, de Simpson

La solution du systeme est :

A . C, = A,
A A

1 x x12 i X5 x12 Ly xlz L x X

C =

>
\4

A=1 x, x| 584=y, & x| 306=1 » x| 505=1 x

2 2 2
1 x X Y X3 X Ly, x L ox oy,

X3

H

al = (f+ax,+x)

X3 X3 2 3
La surface = J- f(x)dx = J-(C1 +C2.x+C3.x2).dx :{Cl.x+C2.x7+C3.?j
X1

X1

X1

Onnote:|x,—x, =x,—x, =H| et |x;—x =2.H

» La méthode Simpson généralise :

(XNn2, YN2) (XNa1, YNe1)

(XN, YN)

X

v

Remarque : Dans la méthode de Simpson, N est un Nombre impaire ( N=2.M+1). Donc M =(N —-1)/2
La surface Total =S+ S+ S3+......... + Su+ Su
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H

H H
SIZ?.(YI+4.Y2+Y3) : 52:?.(Y3+4.Y4+Y5) : 53:?.(1/5 +4Y, +Y,)
H H
SM—I :?'(YZM—S +4'Y2M—2 +Y2M—1) ) SM :?‘(YZM—I +4‘Y2M +Y2M+1)
K 1 2 3 2M-1 M 2M+1
Xk [ X1 | XQ2) | X@3) X(2M-1) [ X2M) | X(2M+1)
Yk | YD) | YQ) | Y3) Y2M-1) | YCM) | YCM+1)

XN
Simp = J. f(x).dx =%(y(l) + y(N) +4.(y(2) + Yyt t y(z_M))+ 2.(y(3) + Y Tt y(z_M_l)))
X1

H 2.M 2.M -1
Simp ==-| yO+ y(N)+4. 3, y(k) +2. 3, y(k)
K=2 K=3
K paire K impaire
. o 4 dx
Exercice 1 Calcul intégrale .[1 —=7
X
Solution exacte J‘jﬂ = Ln(x)E1 =Ln(4)-Ln()=1.3863
X
On veut comparer avec les méthodes numériques
» Trapeze et Simpson
On a: F(x)=l » f=Q@(x) 1./x ;
X
et x-[AB]=[14]: N=3; H=24-y5
N-1
K 1 2 3 _H trap = 1.5375
XK |1 [25 |4 Trap == [y +2.(3)] simp = 1.4250
YK) |1 0.4 0.25 H Exact = 1.3863
Simp :?[yl +y, +4.(y2)]
_ _z. _B-A_
x - [AB]=[1L4]; N=5; H=——=075 Trap = 1.4281
X(K) 1 [175 |25 325 |4 Exact = 1.3863
Y (k) 1 0.571 0.4 0.308 0.25
H
Trap :7[)’1 * s +2'()’2 Tyt )’4)]
. _H
Simp —?[)’1 +ys 4 (3, )+ 2'(3’3)]
x - [AB]=[14]; N=9; H:i,—_A:0.375
K 1]2 3 4 5 6 7 8 9
X&) |1 |1375 | 1.75 2125 |25 |2875 |3.25 3.625 | 4 trap =1.3971
Yk) |1 0727 | 0.571 10471 |04 ]0.348 |0.308 |0.276 | 0.25 simp = 1.3868
Exact =1.3863

H
Trap = [0+ 3, + 2.3 435 ¥ 335+ 36 ¥ 3 434

H
Simp ===[ 3% 3y #4052 3+ yo + 3, ) +2.(v, + 35 % 33 )]

La méthode Simpson plus exacte que la méthode trapeze
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clc ; clear all
f=Q(x) 1./x ;

a=1l ; b=4 ; n=9 ; m=(n-1)/2; h=(b-a)/(n-1);
fprintf (' X Y=f(X)\n'")
for k=1:n

x (k)=a+(k-1)*h ;

y(k)=£f(x(k)) ;

fprintf ('$10.3f %$10.3f\n"',x(k),y(k))

end

trap=h*(y (1)+y(n)+2*sum(y (2:n-1))) /2

simp=h* (y (1)+y (n)+4*sum(y (2:2:2*m) ) +2*sum(y (3:2:2*m-1))) /3
syms X ;

exact =vpa(int(f,x,a,b),10)

exercice 2
Calculez I’intégrale

J.Oz exp(x*).dx = 16.453 (Calculer par langage Matlab)

Ona: F(x)=exp(x’) » £=Q@(x) exp(x.~2) ;
x~[AB]=[0.2]: N~N=3; m=E74-
N-1
K 1 2 3 H
=—|y +y +
XK |0 |1 |2 Trap == [0+ 3, +2.()] TRAP= 30.517
YK) |1 2718 | 54.598 H SIMP= 22.157
Simp ==[ 3+ v, +4.(»,)] EXACT= 16453
x-[AB]=[02]: N=5. m=2"4-¢s
N-1 TRAP= 20.645
K 1 ]2 3 4 5 SIMP= 17.354
X(K) 0 105 1 1.5 2 EXACT= 16.453
Y(K) 1 [ 1.284 | 2718 9.488 | 54.598

H
Trap :7[)’1 + s +2-()’2 tyt y4)]

_ _H
Simp =?[yl s+ (v, + ) +2.(0s) ]

x~[AB]=[0.2]: N=9: H=2"2-025
K [1]2 3[4 5 6 |7 I8 9 TRAP= 17.565
XK) [0 [025 05 [075 |1 125 [15 [175 |2 SIMP= 16.539
Y(K) |1 [ 1.064 | 1.284 [ 1755 | 2.718 [ 4.771 ] 9.488 | 21.381 | 54.598 EXACT= 16.453

H
Trap ===+ 3y +2.(32 ¥ 35+ i 35 + Y6 ¥ 3 + 34 ]

- H
Simp ==-[ i+ 3o +4.(v2 + 3+ ye+3) + 2.3 + v+ 0]

Pr. Djamel HADDAD Université Batna2 TC_LMD H.S.I



