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Codage de 'information

Deéfinition du Code Efficace

Formellement, si lon rappelle que le symbole-source
u; (1<i<N) a une probabilite p; d'étre emis, et si I'on
dénote [; la longueur du mot de code correspondant,
I'espérance de la longueur de codex* Si nous prenons p; =
ps =01, p,=p, =0.2etp; =04

I'espérance de la longueur de code E[L] est 'espérance de
la longueur d’'un mot de code, c’est-a-dire

N
ElLl = ) pil 2
i=1



Codage de 'information

Definition de I’Arbre n -aire probabilisé

Un arbre n-aire probabilisé est un arbre n-aire ayant des
nombres positifs entre 0 et 1 («probabilités») affectés a
chaque nceud (y compris les feuilles) de sorte que :

1. La racine est dotée d’'une probabilité 1,

2. La probabilité de chaque nceud (y compris la racine) est la
somme des probabilités de ses fils.
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Exemple 10

Si nous prenons p; = ps=0.1,p,=p, =02etp; =04
pour le code binaire instantané de I'exemple précedent, nous
obtiendrons l'arbre binaire suivant, avec les probabilités :
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Définition du Lemme Longueur du Chemin

Dans un arbre n-aire probabilise, la profondeur moyenne des
feuilles est égale a la somme des probabilités des nceuds
Intérieurs (c'est-a-dire pas les feuilles, mais racine

comprise).
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Exemple 11:

du Lemme Longueur du Chemin

Dans l'exemple préecedent, la profondeur moyenne des
feuilles etait : 14+ 0.3+ 0.7+ 0.3+ 0.1 = 2.4 par le lemme de
la longueur de chemin. A titre de vérification, notez que
(définition de I'esperance de la longueur de code) 2-0.1 4+ 2 -
024+2:-044+3-02+4-01=24



Codage de 'information

Deéfinition de L’Entropie d’une feuille d’arbre
n-aire probabilisé
Définition: Soit N le nombre de feuilles d'un arbre n-aire

probabilisé et p,,p, p; ,py leurs probabilités. L'entropie des
feuilles d’un tel arbre est définie comme:

eruilles - = Z pilog p;
i

Propriété: Pour l'arbre n-aire probabiliseé correspondant a
I'arbre de codage instantané d’'une source d’information U,
nous avons @ Hyeyites = H(U)



Codage de 'information
Exemple 12

Supposons que les M =5 noeuds pour I'arbre des exemples
9 and 10 et , soient numérotés de telle facon que

P1 —_ 1,P2 —_— 0.3,P3 — 0.7,P4_ = 0.3 8tP5 = 0.1
Alors Heyines= — %i=q Pilogp; = 2.12 bit.

NOUS avons ny = 2 et di11 = 0.3 et 412 = 07, a|nS|
H, = —0.31l0g0.3 — 0.710g0.7 = 0.881bit.

De méme, n, = 2 et o1 = 0.1 et oo = 02, a|nS|

21 2210922 = 0.918bit.
3 0.3

0.1
H,= ——log —=——=
2 0399 537 0

Montrez que H; = 0.985 bit,H, = 0.918 bit, H; = 0. 8
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Théoreme de I'entropie des feuilles

L'entropie des feuilles d’'un arbre n-aire probabilisé est égale
a la somme sur tous les nceuds intérieurs (racine comprise)
de I'entropie de branchement de ce nceud pondérée par sa
probabilité. En employant les notations définies ci-dessus :

M
eruilles = Z P;H;
=1
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Exemple 11

Nous calculons H g,y poUr obtenir

Hfeyite =1.Hy + 0.3H, +0.7H; + 0.3 H, + 0.1H5

eruille
=~.881+0.3+x0.918+0.7+0.985+ 0.3 x0.918
+ 0 bit = 2.122 bit

conformément au calcul direct effectué dans |'exemple
précedent.

10
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Théoreme

Pour deux codes instantanés de Ila méme source
d'information, celui qui a la longueur moyenne du code la
plus courte a le plus haut taux d’entropie par symbole.

11
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Theoreme de Shannon sur le codage, 1ere
partie
Pour toute source d’information discrete sans mémoire
d'entropie H(U), I'espérance de la longueur de code E[L] de
tout code D-aire instantané pour cette source satisfait :

H(U)
ElL] = logD

12
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Théoreme de Shannon sur le codage, 2eme
partie

Pour toute source d'information discrete sans mémoire
d’entropie H(U), il existe au moins un code instantané D-aire
dont 'espérance de la longueur de code E[L] satisfait:

E[L] = H(U)

1
~ logD T

13
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Exemple 12

Considérons le codage binaire D = 2 de Shannon-Fano pour
la source daritée 4U pour laquelle p; =0.4,p, =0.3,p3 =
0.2,p,=0.1

Un tel codage aura pour longueurs de mots de code (etant
donné que log,(2) = 1)

[, = —[log,0.4] = 2 [, = —[log,0.3] =2

l; =—[log,0.2] =3 [, = —[log,0.1] = 4
Nous construisons donc le code par I'algorithme donné dans

la démonstration de l'inégalité de Kraft, pour obtenir le code

dont I'arbre binaire est y
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Exemple 12

E[L]=1+074+03+03+0.1=2.4

et un calcul direct donne:

H(U) =041log0.4+0.3log0.3+0.2log0.2+ 0.1log0.1 =
1.8 bit
Notez toutefois que ce code est clairement non-optimal. Si

nous avions simplement employé les 4 mots de code
possibles de longueur 2, nous aurions eu un code plus court

(E[L] =2)

15



Codage de 'information

Exemple 13: Codage binaire de Huffman
Considérons une source d’information telle que

u H U ‘ U3 ‘ iy ‘ Uy ‘ us | ug
pi | 0.05]0.1[0.15]0.27 [ 0.20 | 0.23

Un code de Huffman pour U est donné par :

21 ‘ ) ‘23‘24‘25‘26
0000 | 0001 | 001 | 01 | 10 | 11

16
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Exemple 13: Codage binaire de Huffman

Les probabilités associees aux noceuds intérieurs sont les
suivantes :

V1 =u1 Dug | v =01 DB U3 | V3 = U5 D Ug | Vg = V2 D uyg | Us = Vg D U3

015 | 030 | 043 | 057 | 1

Enfin, notez que
E|L] =2(0.2+0.23 +0.27) + 3(0.15) + 4(0.1 + 0.05) = 2.45

(ou par le lemme de la longueur de chemin:
E[L] =1+0.57+043+030+015—245) et

H[U]| = Z p; logp; = 2.42 bit. .
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Exemple 14: Codage binaire de Huffman

Pour la méme source U de l'exemple precedent et en
employant un code ternaire (D = 3), nous avons pour le
reste de 1—n:==1—-6=-5par D—1:=2:r =1. En effet,
-5 =-3:2+ 1. Donc une feuille inutilisée doit étre introduite.
Le code ternaire de Huffman est dans ce cas:

18
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Exemple 14: Codage binaire de Huffman
Les probabilités associees a des nceuds intérieurs sont :

‘ Ul = Uy D U ‘ V2 =1 D U3 D Us | U3 = Vg © Ug D Uqg |
015 0.50 | 1 |

Enfin notez que
E[L]=1+4+0.54+0.15 = 1.65
(par le lemme de la longeur de chemin)et

HWU) 242
= —— =152
log3 1.59 19




Codage de l'information
Codage de Shannon-Fano

Mots-
Symboles Proba codes Longueur
Sk P(Sk) Ck I
s, 025 0 00 2
s, 025 0 [ 01 2
ss  0.125 0 100 3
ss  0.125 0 [ 101 3
ss  0.0625 0 1100 4
s 00625 |1 O 1] 1101 4
s;  0.0625 1 0| 1110 4
ss  0.0625 T 111 4
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Codage de Shannon-Fano
a [pla)| 1| 2 | 3 4 | Code
a, 0.36 0 00 00
a, 0.18 01 01
a, 0.18 10 10
a, | 0.12 110 110
a,_ 0.09 ! 11 111 1110 | 1110
a, 0.07 1111 | 1111
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Codage de l'information
Codage de Huffman

P (§g) C

iRy ] [R,) IR, |
0,60 (0)
>040 (1) | 040 (1)
5, 0,30 00 030 (00) 030 (00) 030 (00)
»030 (O 030 (1)
5, 0,25 10 025  (10) n,zsg (10) |
5 0,15 11 0,15 (11 (1)
3 0,15 010 0,15] (010) |
n,15£(011)
5y 0,10 0110 r
S n*nsi 0111

22
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Codage de Huffman

j'aime aller sur le bord de I'eau les jeudis ou les jours impairs

C|mlifojd]alifrjuli]sfe|l

2|2 ]2]3]3]alals]slo]o e iz
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