Théoreme de stabilité de Liapunov

Considérons le systéme autonome suivant : X = f(X) ... (EA)

Théoréme : (Méthode de Liapunov) On suppose que f (0) = 0 et il existe une
fonction V' de classe C! telle que V : U C R®” — R avec U un voisinage de 0, V (0) = 0
et V (X) > 0 pour tout X # 0.

1.Si V' (X) := 4 (V (X)) <0 pour toute solution X non nulle de (EA) alors 0 est
stable.

2. Si V' (X) < 0 pour toute solution non nulle de (EA) alors 0 est asymptotiquement
stable.

3.Si V' (X) > 0 pour toute solution non nulle de (EA) alors 0 est instable (n’est pas
stable).

Application : Utilisons la méthode de Liapunov pour étudier la stabilité du systéme

dry __ 2 2
=2t w (2] +a3), . : :
. dt Considérons la fonction suivante : V (z1,22) = 22 + 3.
82 = —xy 4 a5 (2] + 23) .

D’une part, on a V (0,0) = 0> + 02 = 0 et V (z1,29) = 23 + 23 > 0 pour tout (x1, o) #
)

(0,0) . D’autre part, pour toute solution (x,z3) # (0,0), on a
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= 2z (22 + 21 (2] + 23)) + 222 (—21 + 22 (2] + 23))

= 2(a} +93§)2 > 0 car (z1,x2) # (0,0).

Ainsi, Porigine (le systéme) est instable.

Remarque : On peut calculer V' (21, z2) comme suit
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= (w2 + 2 (2] +23)) 2200 + (21 + @2 (27 + 23)) 202

= 2(a2 4 23)°.



