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Rappels et notions de bases

Le but de ce chapitre et de rappeler des notions qui seront fondamentales dans la suite
du cours.

Applications

Deéfinition 0.0.1. Soient E et F deux ensembles non vides. On dit que f est une application de E

dans f et on note
f:E—F

ssi pour tout x € E , il existe un et un seul y € F tel que y = f(x). On dit que y est I'image de x par
f et que x est un antécédent y par f.

Remarque 0.0.1. Il peut y avoir plusieurs antécédents, seul I'image est unique.

0.0.1 Injectivité, Surjectivité et bijectivité

Définition 0.0.2. Soient E et F deux ensembles non vides et f une application de E dans F
1 On dit que f est injective ssi tout élément de F a au plus un antécédent par f cad

(f est injective) < (V(x, X)eE%L f(x)=f(x)=x= x').
2 On dit que f est surjective si tout élément de F a au moins un antécédent par f cad
(f est surjective) & (Vy € F,Ax € E/y = f(x))
3 Soit A une partie de E et B une partie de F . On note
fA)={f(x)/x e A)

et

f(B)=(x€E /f(x) € B)
4 On dit que f est bijective ssi f est injective et surjective cad
VyeF,dlxeE/y=f(x)

Proposition 0.0.1. Soient E et F deux ensembles non vides et f une application de E dans F,
f est bijective ssi il existe une application g de F dans E telle que f o g =1Idp et go f =Idg.

Définition 0.0.3. L'unique application g vérifiant la propriété précédente est appelée bijection
réciproque (I'inverse de f )et notée f!.

Remarque 0.0.2. Lensemble f~!(B) existe toujours méme si f n’est bijective.
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0.1. RELATION D’ORDRE TABLE DES MATIERES

0.1 Relation d’ordre

Définition 0.1.1. Soit R une relation sur E . On dit que R est une relation d’ordre ssi
— VxeE xRx réflexivité.
— Vx,y€E si xRyetyRx = x=7vy antisymétrie

XRy

YRz = xRz transitivité

— Vx,y,z€E si

On dit que (E,R) = (E, <) est un ensemble ordonné
Exemple 0.1.1. 1 (IR, <) est un ensemble ordonné.
2 (R, <) n’est pas
3 (P(E),C) est un ensemble ordonné.
Définition 0.1.2. Soit (E, <) un ensemble ordonné. On dit que la relation < est totale ssi
Vx,y€E = x<y ouyp<x
on dit que (E, <) est totalement ordonné.
Exemple 0.1.2.

1 (IR, <) est totalement ordonné.
2 Si E={0,1},(P(E),C) n'est pas totalement ordonné car {0} G {1} et {1} G {0}.

0.1.1 Majorant, Minorant, Plus grand élément , Plus petit élément, élé-
ment maximal et élément minimal

Définition 0.1.3.

1 Soit (E,<) un ensemble ordonné. A une partie de E et a € E. On dit que a est majorant (resp
minorant) de A ssiVxe€ A= x<a (resp x > a)

2 On dit que A est majorée (resp minorée) s’il existe un majorant (resp minorant) de A .
3 On dit que a est plus grand (resp plus petit) élément de A si a € A et a est majorant (resp
minorant) de A et on note a = maxA (resp a =minA).

Proposition 0.1.1. Si A posséde un plus grand élément (resp plus petit élément), alors il est
unique.

Définition 0.1.4. Soit (E,<) un ensemble ordonné. et A une partie de E . On dit que a est un
élément maximal (resp un élément minimal) ssi

aeA
VxeA si x>a=—x=a (respx<a=—x=a)

Remarque 0.1.1. Quand l'ensemble n’est pas totalement ordonné, parler de plus grand élément
n'a pas toujours un sens, ce seront les éléments maximaux qui joueront le role de plus grand
élément.

Exemple 0.1.3. On considere l'ensemble (P(E),C) avec E ={0,1} si A = {{0},{1}}. A n’a pas de
plus grand élément, mais a deux éléments maximaux {0} et {1}.

Proposition 0.1.2. Soit (E,<) un ensemble ordonné. et A une partie de E . Si A admet un plus
grand élément a alors a est un élément maximal et c’est le seul.

Proposition 0.1.3. Soit (E,<) un ensemble totalement ordonné. et A une partie de E. Si A admet
un élément maximal, alors c’est le seul est le plus grand élément de A.
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0.1.2 Bornes supérieurs et inférieurs

Définition 0.1.5. Soit (E, <) un ensemble ordonné. et A une partie de E . on dit que M est borne
supérieur (resp m est borne inférieur) de A si le petit majorant (resp le plus grand minorant) de
A.On note M = sup A (resp m =infA).

Proposition 0.1.4. 1 Si A posséde une borne supérieur (resp borne inférieur) alors A est
majorée (resp est minorée).
2 Si A posséde une borne supérieur (resp borne inférieur) ,celle ci est unique.

3 Si A possede un plus grand élément M (resp plus petit élément m) alors M = sup A (resp
m =inf A).

Le cas de R

Théoreme 0.1.1. Toute partie non vide majorée (resp minorée) de R admet une borne supérieure
(resp une borne inférieure).

Théoreme 0.1.2. Soit A C R non vide. Si M € R tel que Yx € A = x < M, alors sup A existe et
supA < M. De méme m € R est tel que Vx € A = x > m, alors inf A existe et m < infA.

Remarque 0.1.2. Si (Vxe A= x <M #)supA < M.

Exemple 0.1.4. SiA=[0,1[et M =1,0naVxe A= x <1 mais supA=1
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Chapitre 1

Espaces topologiques

1.1 Topologie sur un ensemble
Définition 1.1.1. Une topologie sur un ensemble E est une partie I de P(E) qui vérifie les
propriétés suivantes :

10e9,EeT

2 L’intersection de deux éléments de I est un élément de I Cad

VA, Be = ANBeT

3 La réunion (finie ou infinie )d une famille d’éléments de I est un élément de I~

V(Aj)ietenC T = UA; €T

i€l

Un espace topologique est le couple (E, 7). Les éléments de I sont appelés les ouverts
de E.

Exemple 1.1.1. 1 Sur un ensemble E , il existe toujours deux topologies extrémes la topolo-
gie discréte 93 = P(E) et la topologie grossiére 75 = {0, E}.

2 Soit E ={a, b}, on peut muni E par quatre topologie I, = {0,E}, 73 = P(E), 9 = {0,E, {a}}
et 7, ={0,E, {b}}.

4 E=RY7,={ACRVxeA,ilexiste abeR/a<x<b et |ab[C A} cestlatopologie
usuelle sur R

Définition 1.1.2. Un fermé de (E, ") est une partie de E dont le complémentaire dans E est un
ouvert de (E, ")

Exemple 1.1.2. 1 Dans l'exemple 2 les fermés de 7 = {0, E,{a}} sont 75 = {0, E, {b}}.

2 Tout les éléments de la topologie discréte I sont fermés.

Remarque 1.1.1. On peut définir une topologie sur E a l'aide de ses fermés. En effet . Soit
F CP(E) l'ensemble des fermés d’une topologie sur E. Il faut et il suffit qu’il vérifie les condi-
tions suivantes :

1 0eF,EcF.

2 Lintersection (finie ou infinie )d’une famille d’éléments de F est un élément de F.
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1.1. TOPOLOGIE SUR UN ENSEMBLE CHAPITRE 1. ESPACES TOPOLOGIQUES

3 La réunion de deux éléments de F est un élément de F.
La topologie est alors des complémentaires des éléments de 7~

Remarque 1.1.2. Une intersection quelconque d’ouverts n'est pas toujours ouvert et une réunion
quelconque de fermés n'est pas toujours fermé.

Exemple 1.1.3. Si on prend la topologie usuelle 7, sur Ron a ﬂneN*]—%, %[: {0} et UneN*[%, 1] =
10,1].

Exercice 1.1.1. Topologie induite
Soient (E, ") un espace topologique et A une partie de E.
- Montrer que I'ensemble

Iy ={ONA/O e T}
est une topologie sur A.
Exemple 1.1.4. Soient (R, 7,) un espace topologique et A = [0,2] C R, on définie la topologie

induite par A par :
Iy ={0ONA/O € T}

On voit que | —1,1[NA =] -1,1[N[0, 2] = [0, 1[ est un ouvert de (A, F4). Si A =[-1,1[, on voit
que [0,1[= AN[0,3] =[-1,1[N[0, 3] est fermé de (A, I») malgré que [0, 1] ni ouvert ni fermé de
(R,9)

Remarque 1.1.3. L'exemple précédent montre que, lorsqu’on utilise les adjectifs ouvert et fermé,
il faut toujours préciser l'espace topologique de référence.

Base topologique

Définition 1.1.3. (Topologie engendrée) Soient E un ensemble et A un ensemble de partie de E .
L’intersection de toutes topologies qui contiennent A est appelée topologie engendrée par A.

Définition 1.1.4. (Base topologique) Soit E un ensemble. Une base de topologie sur E est un
ensemble de parties de E noté 1 tel que

i- La réunion des éléments de 1> est égale a E.

ii- L'intersection de deux éléments de B est une réunion d’éléments deD.

Si 13 est une base de topologie sur E qui engendre une topologie 7, on dit que 1 est une
base de topologie pour I~

Exemple 1.1.5. L'ensemble > = {[a,b[, (a,b) € R?/a < b} U {0} est une base de topologie sur R et

la topologie I engendrée par 13 est plus fine que la topologie usuelle 7,,. En effet

VxeRonaxe[x,x+1] donc R C U]R[x,x+ 1[ et UIR[x,x+ 1[C R ce qui implique que R =
xXe xe

UIR[x,x +1[ de plus YO;,0, € B = O1 N O, € B. Pour démontrer que I la topologie engendrée
xe

par B est plus fine que 7, il suffit de trouver un ouvert pour 9 qui n'est pas pour 7, V¥x € R.

En effet |x,x+ 1[= UN [x + %,x + 1[ avec Ny assez grand donc tout ouvert pour 7, est un ouvert
n> 0

pour la topologie engendrée par 1> mais [x,x + 1[ n’est pas un ouvert pour 7,

Proposition 1.1.1. Soient E un ensemble, O une partie de E , > une base de topologie sur E et
T la topologie engendrée par 5. Les assertions suivantes sont équivalentes :
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CHAPITRE 1. ESPACES TOPOLOGIQUES 1.1. TOPOLOGIE SUR UN ENSEMBLE

10eT
2 Il existe une famille (O;);¢r d’éléments de 1 telle que O = UQO,; .

i€l

3 Pourtout x€ O, il existe Ac BtgxeAcCO.

Exercice 1.1.2. Montrer que B = {|x,y[,(x,y) € R*/x < y} est une base de la topologie usuelle
T, ={ACR/Nx€A, ilexiste a,b€eR;, a<x<bet Jab[CA}surR

1.1.1 Voisinage

Définition 1.1.5. Soit x un point de I’espace topologique (E, ). On appelle voisinage de x toute
partie V de E contenant un ouvert qui lui-méme contient le point x cad

(Vvoisinage de x) © (il existe Oe€ T etxeOCV)

On note par V(x) I'ensemble des voisinages de x.

Exemple 1.1.6. 1- Sion prend la topologie usuelle 7, sur IR. Lensemble A = [a,b] avec a < b
est un voisinage de tout point dans |a, b|.

2- SiE={a,b,c} et I ={0,E,{a},{a,c},{b}} les voisinage du point a sont E,{a}, {a,c} et {a, b}

Proposition 1.1.2. Soient (E, ") un espace topologique et x € E, alors
i- YV, V5, €eV(x)alors Vi NV, € V(x).
ii- SiVeV(x)et VCW,alors WeV(x).

Proposition 1.1.3. Soient (E, ") un espace topologique et A une partie de E, alors A est ouverte
ssi A est voisinage de chacun de ses points cad

(A une partie ouverte de E) & (Vx€ A = A € V(x))

Preuve. Supposons que A une partie ouverte de E. Soit x un point quelconque de A alors, il
existe un ouvert A de E qui contient x alors A voisinage de x . Réciproquement supposons que
A est voisinage de chacun ses points ce qui signifie Vx € A il existe O, tq x € O, C A, donc

ACUO,CA=A= U Oyet U O, est un ouvert de E donc A une partie ouverte de E.
x€A x €A x €A

1.1.2 Intérieur, adhérence, frontiere d’une partie

Soit (E, ") un espace topologique. Si A une partie de E . On considere I'ensemble O(A)
des ouverts contenus dans A. On a O(A) =0 car 0 € O(A), de plus la réunion O des éléments
de O(A) est un ouvert de E contenu dans A, donc O € O(A) et c’est le plus grand ouvert
de O(A). De méme l'ensemble F (A) des fermés contenant A est non vide car il contient E.
L'intersection des éléments de F(A) est un fermé de E et c’est le plus petit élément de F (A).

Définition 1.1.6. Interieur,adhérence, frontiére. Soient (E,J") un espace topologique et A une
partie de E .

1- L'intérieur de A est le plus grand ouvert (pour I'inclusion) contenu dans A, on le note A°
ou intgA. Un point x est dit point d’intérieur de A lorsque x € intgA

2- L'adhérence de A est le plus petit fermé contenant A, on le note A ou AdhgA. Un point x
est dit adhérant a A lorsque x € A .

11



1.1. TOPOLOGIE SUR UN ENSEMBLE CHAPITRE 1. ESPACES TOPOLOGIQUES

3- La frontiere de A, on le note Fr(A) = AdhgA — intgA.
Remarque 1.1.4. Noter par définition, on a les équivalences suivantes :
Aouvertde E & intpA=A

et
AfermédeE o A=A

Exemple 1.1.7. 1- Soit E ={0,1} et = {E,0,{0}} donc F ={E,0,{1}}. On a Intg{0} = {0}
A0} = E et Fr{0} = {1}, Intg{1} =0,{1} = {1} et Fr{1} ={1}.

2- Si E =Ret I la topologie engendrée par les intervalles ouverts . Soit A =[0,1[. On a
A°=]0,1 =[0,1] et Fr(A)=1{0,1}.

[, A
3- IntrZ=0,Z=27, IntgQ =0, Q=Ret Fr(Q) =R

Exercice 1.1.3. Montrer que Intg{Intg{A}} = Intg{A} et ,Z = A. Trouver un exemple pour lequel

Intg{A} # Intg{A}.
On peut donner une définition équivalente a la définition précédente comme suit :

Définition 1.1.7. Soient (E, ") un espace topologique, A une partie de E et x € E.

1- x € Intg{A} ssi s’il existe un ouvert O € I tel que x € O C A.
2- x € A ssi pour tout ouvert O € I contenant x Uintersection de O et A est non vide.

3- x € Fr{A} ssi pour tout ouvert O € I contenant x les intersections ON A et O N CgA sont
non vides.

Exemple 1.1.8. Soient E = {1,2,3,4} ,9 = {0,E,{1,2},{3,4}} et A = {1,2,3} une partie de E.
On a 1,2 € Intg{A} car il existe un ouvert O = {1,2} tel que 1,2 € {1,2} C A de plus A = E car

A C A et tout les ouverts contenant 4, U'intersection de ces voisinages avec A est non vide. Donc
Fr{A} = A\ Intg{A} =1{3,4}.

Remarque 1.1.5. Les notions d’intérieur, d’adhérence et de frontiere dépendent de la topologie.
Exemple 1.1.9. Dans l'exemple (1.1.4) on a Intg[0,1[=]0,1[ et Ints[0,1[=[0, 1].
Proposition 1.1.4. Soit A une partiede E et BCA.Ona

IntgBNACIntyB , AdhyB=AdhgBNA et FryBCFrgBNA

Preuve. Exercice
Exercice 1.1.4. Appliquer ces résultats au exemple (1.1.4).

Proposition 1.1.5. Soit (E, ") un espace topologique.
i- x € IntpA ssi A € V(x).
ii- x€ AdhgAssiVV eV(x) = VNA=0.
iii- x€ FrgAssiVV eV(x) = VNA=0 et VNCgA=0.
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CHAPITRE 1. ESPACES TOPOLOGIQUES 1.1. TOPOLOGIE SUR UN ENSEMBLE

1.1.3 Point isolé, Point d’accumulation.

Définition 1.1.8. Soit A une partie de E.

1- Un point x est dit isolé dans A s’il existe un voisinage V de x dans E tel que V NA = {x} cad
(x un point isolé de A) & (il existe V € V(x) tel que VN A = {x}).

2- Un point x est dit un point d’accumulation de A si tout voisinage de x dans E rencontre A
en un point autre que x c-d-d

(x un point d’accumulation de A) & (VV € V(x)ona V NA\{x}=0)

Exemple 1.1.10. 1 Soit A =[0,1[U{2}. Les points d’accumulations de A sont [0,1] et le point
isolé dans A est 2.
2 Soient E ={1,2,3,4},9 ={E,0,{1,2},{3,4}} et A = {1,2,3}. On détermine les points d’ac-
cumulations et les points isolés de A .
- Pour x = 1, les voisinages de 1 sont V(1) = {E,{1,2,3},{1,2,4},{1, 2}} remarquons que
A\{1}NV 20VV € V(1). Donc 1 est un point d’accumulation de A.
- Pour x = 2, les voisinages de 2 sont V(2) = {E, {1, 2,3},{1,2,4},{1, 2}} remarquons que
A\2}NV 0 VYV €V(2). Donc 2 est un point d’accumulation de A.
- Pour x = 3, les voisinages de 3 sont V(3) = {E, {1, 3,4},{2, 3,4},{3, 4}}, remarquons qu’il
existe V = {3,4} tel que V N A = {3} Donc 3 est un point isolé de A.
- Pour x = 4, les voisinages de 4 sont V(4) = {E, {1, 3,4},{2,3,4},{3,4}}, remarquons que
A\{4} =Aet VNA=0OVV €V(4). Donc 4est un point d’accumulation de A.

Proposition 1.1.6. Soit A une partie de E. On note Ac(A) 'ensemble des points d’accumulation
de A et Is(A) I'ensemble des points isolés de A. Alors

Ac(A)NIs(A)=0 et Adh(A)=Ac(A)UIs(A).

Démonstration. De la définition de Ac(A), Is(A) et Adh(A) on trouve Ac(A)NIs(A) =0 et
Ac(A)UIs(A) c Adh(A). Donc il suffit démontrer que Adht(A) C Ac(A)UIs(A). Soit x € Adh(A),
on distingue deux cas x € A et x € A.

- x ¢ A, donc tout voisinage de x rencontre A en un point autre que x donc x € Ac(A).

- Si x € A, deux cas peuvent se produire x € Is(A), x € Is(A) dans ce cas tout voisinage
V de x vérifie ANV D {x} donc ANV contient un point différent de x, donc x € Ac(A).

]

1.1.4 Systeme fondamental de voisinage

Définition 1.1.9. Soit A une partie de E. Un systéme fondamental de voisinage de A est un
ensemble U de voisinage de A tel que tout voisinage de A contient un élément de U.

Exemple 1.1.11. Sur R I'ensemble U = {]a—%, a+%[, n € IN*} est systéme fondamental de voisinage
du point a € R

13



1.2. CONTINUITE ET LIMITE CHAPITRE 1. ESPACES TOPOLOGIQUES

1.1.5 Partie dense

Définition 1.1.10. Soient A et B deux parties de E. On dit que A est dense dans B lorsque B C
Adh(A), ou ce qui équivalent lorsque tout ouvert de E contenant un point de B rencontre A.

Exemple 1.1.12. Les ensembles Q,R \ Q sont deux parties denses dans R

Remarque 1.1.6. 1- La densité de A dans B n'exige pas A C B.

2- La densité de A dans B signifie que tout élément de B peut étre approché prés que I'on veut
par un élément de A.

Exemple 1.1.13. 1- A =]0,1[U{2} est dense dans [0,1] car [0,1] C Adh(A) =[0,1]U{2}.

2- Qestdensedans RcarVae R il existe (r,),en CQ telque a=lim, 7,

1.1.6 Espace topologique séparé

Définition 1.1.11. Soit (E, ") un espace topologique. On dit que E est séparé si pour tout x,y de
E tel que x # y il existe V, voisinage de x et V, voisinage de y tels que V, NV, = 0.

Exemple 1.1.14. 1- (R, ") est séparé. Car Vx,y € Ril existe Vy et V,, tel que V., NV, = 0.

2- Un espace topologique discret est toujours séparé.

Exercice 1.1.5. Montrer que dans un espace séparé tout singleton est fermé.

1.1.7 Densité et séparabilite

Définition 1.1.12. Soient (E, ") un espace topologique et A une partie de E . On dit que A est
partout dense dans E si Adh(A) coincide avec E.

Définition 1.1.13. On dit que A est dénombrable s’il existe une bijection f de A dans IN

Définition 1.1.14. Un espace topologique E est dit séparable s’il posséde un sous ensemble A
dénombrable partout dense dans E.

Exemple 1.1.15. (R, 7,,) est séparable. Car il admet un ensemble Q C R dénombrable et Q = R

1.2 Continuiteé et limite

1.2.1 Continuité globale et locale

Définition 1.2.1. ( continuité globale) Soient (E, I¢) et (F, JF) deux espaces topologiques. Une
application f de E dans F est dite continue sur E si I'image réciproque par f d’un ouvert quel-
conque de F est un ouvert de E.

Exemple 1.2.1. 1- Si E est un espace topologique discret, toute application de E dans un
espace topologique est continue.
2- Si F est un espace grossiére c-a-d I = {F,0} toute application de E dans F est continue.
3- Lapplication t,: (R, 7,) = (R, ") définie par x € R+ t,(x) = x + a est continue dans R

Proposition 1.2.1. Soient (E, I%) et (F, 9F) deux espaces topologiques. Une application f de E
dans F, alors les assertions suivantes sont équivalentes
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1- f est continue.

2- L’image réciproque par f de tout fermé de F est un fermé de E.

3- Pour toute partie A de E , f(A) C f(A).

Preuve. (1 = 3). Soient A C E et a € A. Soit O un ouvert quelconque de F qui contient f(a).
f~1(O) est un ouvert de E qui contient a € A = f1(O)NA =0 = il existe x € E tel que x €
fHO)NA= f(x)eONf(A)= f(a) € f(A).

(3 = 2). Supposons que f(A) C f(A) et montrons que f~'(B) est un fermé de E tel que B est
un fermé de F. Soient B un ferméde F et A= f~1(B)= f(A)CcB= f(A)c f(A)cB=B=AC
E

f~Y(B) = A, donc A est fermé.
(2=1).¥0eJ = 0=CpB= f1(0)=f"!(CpB)=Cpf '(B)=Op € %

Proposition 1.2.2. Soient (E, J%) et (F,9F) deux espaces topologiques et Br une base pour la
topologie Fr. Une application f de E dans F est continue ssi pour tout élément O de By, f~1(O)
est un ouvert de E

Preuve. Exercice

Définition 1.2.2. (Continuité locale). Soient (E, 9¢) , (F, 9F) deux espaces topologiques et f une
application de E dans F. Soit x un point de E. On dit que f est continue au point x si pour tout
voisinage V de f(x), il existe un voisinage U de x tel que f(U)C V.

Remarque 1.2.1. f est continue au point x si pour tout voisinage V de f(x) U'ensemble f~1(V)
est un voisinage de x.

Exemple 1.2.2. Montrer que la fonction caractéristique de R* est continue sur R*.

Proposition 1.2.3. Soient (E, 9%), (F, 9F) deux espaces topologiques et f une application de E
dans F. Soit x un point de E. f est continue au point x ssi pour tout élément V d’un systéme
fondamental de voisinages de f(x), I'ensemble f~1(V) est un voisinage de x.

Définition 1.2.3. Soient (E, J%) et (F, %) deux espaces topologiques. Une application f de E
dans F. f est continue sur E ssi elle est continue en tout point de E.

Remarque 1.2.2. En générale, I'image directe d’un ouvert (resp fermé) par une application conti-
nue n'est pas ouverte (resp n’est pas fermée)

Exemple 1.2.3. - Soit l'application f :]0,1[— {0} on a f(]0,1[) = {0} n’est pas ouverte.
1. Soit Uapplication f : R — R telle que x — f(x) = ¢* on a f(R) =]0, o[ n’est pas fermée.
Définition 1.2.4. 1 Une application est ouverte ssi I'image directe de tout ouvert par f est
un ouvert.

2 Une application est fermée ssi 'image directe de tout fermé par f est un fermé.

Exemple 1.2.4. Soit f : (R, ;) — (R, 7;) telle que
-1 si x<0
f(x)={ 0 si x=0
1 si x>0

f est une application ouverte.
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1.2.2 Opérations sur la continuité

Proposition 1.2.4. Soient (E, 7¢), (F, IF) et (G, Ig) trois espaces topologiques. f une application
de E dans F et g une application de F dans G.

1- Si f et g sont continues, alors g o f est continue.

2- Si f est continue en un point x et g est continue en un point f(x), alors f o g est continue
au point x.

Preuve. Exercice.

Proposition 1.2.5. Soit (E, ") un espace topologique. Si f et g sont deux applications continues
de E dans k, f +g et f-g sont aussi continues . L'ensemble C°(E, k) des applications continues
de E dans lk est donc une algébre pour les lois usuelles.

Proposition 1.2.6. Soient (E, 9¢) un espace topologique et (F, I¢) un espace vectoriel topologique
séparé. Soit f et g deux applications continues de E dans F. Alors on a les assertions suivantes :

i- L'ensemble {x € E / f(x) = g(x)} est fermé de E.

ii- Si f et g sont égales sur une partie A dense de E, alors elles sont égales sur E.
Preuve. Exercice.

Remarque 1.2.3. La proposition reste valable méme si F n’est pas un espace vectoriel.

1.2.3 Limite d’une application en un point

Définition 1.2.5. Soient (E, Ig) et (F, IF) deux espaces topologiques. A une partie de E et f une
application de A dans F. Soient a € A et | € F. On dit que f a pour limite | lorsque x tend vers a,
si pour tout voisinage V de 1, il existe un voisinage U de a dans E tel que f(ANU) C V. Lorsque
la limite existe et est unique on note }Cig}f(x) =1.

Remarque 1.2.4. Si I'espace F n'est pas séparé, une fonction peut avoir plusieurs limites en un
méme point.

Proposition 1.2.7. Soient (E, %), (F, %) et (G, I;) trois espaces topologiques. A une partie de
E, B une partie de F. Soient f une application de A dans F et g une application de B dans G et
aeA. On suppose que limf(x) =1 et limlg(y) =1". Alors lim(go f)(x) =1".

X—a y—) X—a

Limite de suites

Définition 1.2.6. Soit (E,J") un espace topologique et ¢ : N — E, n — ¢ (n) = x,,. On dit
que @ est une suite de points. Soit x € E. On dit que la suite (x,),cN est convergente vers x si
VYV eV(x) ilexiste ngeNtgVn>ny— x,€V.On écrit

limx,, = x.
n

Proposition 1.2.8. Soit f une application continue de E dans F. Alors pour toute suite (X,),cN
converge vers x alors (f(x,)),eN est convergente vers f(x).

Preuve. Exercice
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1.2.4 Topologie produit

Définition 1.2.7. Soient (E;,9]) et (E,, ;) deux espaces topologique. Posons E = E; X E; =
{(x,v)/ x € Ey et y € E,}. On définit sur E une famille de sous ensembles By C P(E) par

O e By = ilexiste O; € Fjet 0, € Srtel que O =0;x0,.

O s’appelle un ouvert élémentaire de E et B base des ouverts élémentaires de E.

Généralisation a une suite finie d’espaces topologiques

N
Soient N € IN* et (E1,9),...,(En,In) des espaces topologiques. On pose E = A E;. On
i=1

définit sur E la base des ouverts élémentaires Bg par

N
OeBg=ilexiste 0;€97; avec i€f{l,. N}jtelque O= AO,.
i=1

N
On définit la topologie produit 7 = 'Kf% par
i=

UeYJ <ilexiste (Oj)jer CBg telque U= ,UIO]'.
j€

d
Exemple 1.2.5. On considére Uespace topologique (R*; 7 = ® 7)) avec d > 1
i=1

Oe BIRd =0 :]ﬂl, bl[X]az, bz[X....X]ad, bd[

>

UeJ = ilexiste (0;)ic; CBratelque U= UQO; avec O; =

Y lai j, bi il

j=1

N
Deéfinition 1.2.8. Soit E = A E; . Pour tout i € {1,.., N}, on définit I'application
i=1
Pr : E—E;
1
X = (x1,%2,...,xy) — Pr(X)=x; €E;
1

Pr; s’appelle la i°™* projection de E sur E;.

Théoréeme 1.2.1. Soit (E, 7" ) un espace topologique muni de la topologie produit. Alors pour tout
i=1,.., N lapplication Pr; est continue sur E par rapport a

Preuve. Soit V € J; un ouvert quelconque de E;. On montre que Pri_l(V) est un ouvert de. On a

-1
Pr(V) = {X=(x1,.,%j,..,xy) € E tqg Pr(X)e V}
1 1

(X =(x1,,%,.,xN) tg x; €E{,xo € Ey,..,x; € V,.,xy € En}

N
E;xEyx..xVx.xEyeT =T
i=1

Donc Pr; est continue.

17



1.2. CONTINUITE ET LIMITE CHAPITRE 1. ESPACES TOPOLOGIQUES

Exemple 1.2.6. Soient E; = E, = Ret 91 = 9, = F,. On définit 'ensemble de produit E = E{ XE,
muni de la topologie produit Ip2 = F, x F,,. les projections Pr; avec i = 1,2 sont définies par

Plr . R?5 R, (x,y)—>Plr(x,y)=x
Pr R> > R, (x,y) = Pr(x,p) =y

sont continues.

Proposition 1.2.9. Soient I un ensemble quelconque de IN et (E;);c; une famille d’espaces topolo-

giques séparés. Alors 'espace E = A E; muni de la topologie produit est séparé.
i€l

Preuve. Soient X = (x;)ic; et Y = (v;);cjdeux éléments distincts de E. Alors il existe iy € I tel que
Xi, # Vi, comme E; est sépare il existe deux voisinages V et W de x; et y; respectivement. Les
ensembles Pri_ol (V) et Pr;)1 (W) sont des ouverts élémentaires disjoints de E ils contiennent X et Y.
Donc E est séparé.

Application continue dans un espace produit

Soient (E, 7") un espace topologique et (Y;, 0;)1<i<n, N espaces topologiques donnés avec

N € IN". On considere l’espace topologique produit Y = A Y,eto= ® o;.Soit
1<i<N 1<i<N

f:(ET)—>(Y,o0)

avec
x = F(x) = (i (X, fo(), e fiv(2)) € Vi x ¥ . x Yoy,
On définit les applications

fi + (EI)—(Y,0)) pour j=1,.,N
X — f](x)

L’application f; s’appelle la j*"'¢ composante de f .
Proposition 1.2.10.

(f est continue sur E) & (pour tout j=1,..,N, f; est continue sur E).

Preuve. =? Supposons que f est continue et montrons que f; est continue sur E , pour tout
j=1,..,N. Remarquons que pour tout j =1,...,,N, f] = Pr]- of est continue car elle est composée
de deux applications continues.

<? Supposons que f; est continue sur E, pour tout j =1,..., N, et montrons que f est continue.
Soient x € E tel que vy = f(x) = (f1(x), f2(x),.., fn(x)) et V un voisinage quelconque de y = f(x) =
(f1(x), fo(x), ., fn(x)), donc il existe O= A Ojeo0= ® ojtel quey = (fi(x), fo(x),.., fn(x)) €

1<j<N 1<j<N
O CV. On a f; est continue, donc f]._l(Oj) €T et fj_l(O]-) est un voisinage de x dans E. On prend

W.= n fYO;)c V. Donc f est continue.
x 1sjst] (O;) f
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Chapitre 2

Les espaces metriques

Le but de ce chapitre est I’étude des espace métriques qui sont un cas particulier des
espaces topologiques, ils sont constituent des espaces importants dans I’analyse fonction-
nelle. A la fin du XIXe siécle, le savant Fréchet (1878-1973) I’a fagonné pour répondre aux
problémes posés par le développement de I’analyse fonctionnelle. Ce sont des espaces topo-
logiques avec des propriétés qu'on a I’habitude de manipuler semblable a celles de ’espace
IR muni de la distance usuelle.

2.1 Distance sur un ensemble

Définition 2.1.1. Soit E un ensemble non vide. On appelle distance toute application
d:ExXE—->R" (x,y9) >d(x,y)>0

telle que
1- Y(x,p) €E?, d(x,y)=0x=7y.
2- Y(x,y) € E%, d(x,y)=d(y,x) symétrie
3- Y(x,9,2) € E3, d(x,z) <d(x,)+d(y,z) inégalité triangulaire.

(E;d) s’appelle un espace métrique.

Exemple 2.1.1. - On muni R de la distance usuelle d(x,y) = |x —y| avec x,y € R

- Soit E un ensemble quelconque non vide. Pour tout x,y € E, on pose

1 six#y

dxy)= (4 irsy-

(E;d) est un espace métrique, d s'appelle distance discréte sur E.
- Soit E = R" on définit les distances suivantes : Y(X,Y) € (R")? avec X = (x1,%y,..., X,) et
Y = (91,92, ¥n)

di(X,Y) = Z|Xi—yi|
1<i<n
HXY) = ) (xi-p)

do(X,Y) = maxlx;~ |
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Proposition 2.1.1. i- Y(x1,%X9,..,%,) €E", d(x1,x,) < Y. d(x;,%i41)-
1<i<n-1

ii- Y(x,v,2) € E3,|d(x,2) — d(z,)| < d(x,p) 2¢™ inégalité triangulaire.

Preuve. Exercice.

2.1.1 Distance induite

Définition 2.1.2. Soient (E,dg) un espace métrique et A une partie de E. On définit la restriction
dy:AxA— R telle que ¥(x,9) € A2 da(x,v) = dg(x,p). dy est la distance induite par dg sur
Avet (A,dy) est un sous espce métrique de (E, d)

Exemple 2.1.2. Pour toute partie non vide A de (IR,|.|), on peut définir le sous espace métrique

(A,dy) avecVx,y e Aonady(x,y)=|x—-y|

2.1.2 Distance produit

Definition 2.1.3. Soient (Ey,dg,) et (E,,dg,) deux espaces métriques. On peut définir des dis-
tances sur I'espace produit E = Ey x E; comme suit : VX = (x,v1), Y = (x,92) €E

di(X,Y)

dEl (x11x2) + dEz (}’1;3/2)

BX,Y) = \Jdg, (x50 +de, (90,92
dl(X,Y) = maxidg, (x1,%2), g, (1,9,)

Exemple 2.1.3. On définit sur IR? les distances suivantes : soit (x1,91),(x2,7,) € R?

|x1 — x| + |ZJ1 —})2|

di((x1,91), (x2,92))

da(xr ) (2 92) = (e —x2)2 + (91— 92
deo(X,Y) = max{|x; —x2|,y1 — p2l}

Exercice 2.1.1. Donner la distance entre (1,5) et (—2,4) par dy,d, et d.,. Que concluez-vous?

2.1.3 Distance entre deux parties et diametre

Définition 2.1.4. Soient A et B deux parties non vides d’un espace métrique (E,d). On définie la
distance entre les deux parties A et B par

dist(A,B) = xe}qr}yfeBd(x,y)

Remarque 2.1.1. 1- Si A ={a}, on trouve d(a,B) = inlgd(a,y).
ye

2- SiANB=0, alors dist(A,B) = 0.
3- Lapplication dist : P(E) x P(E) — P(E) dans R" n’est pas une distance sur P(E).

Exemple 2.1.4. Dans (R,d,) si A =[2,4] et B=[-1,2], on trouve dist(A, B) = 0.
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Diameétre d’un ensemble

Définition 2.1.5. Le diamétre d’un sous ensemble non vide A de E est le nombre réel positif

diam(A) = supd(x,p).
x,YEA

On dit que A est borné si diam(A) < co.
Exemple 2.1.5. 1- Dans (R,d,), si A =[-1,4], on trouve diam(A) = 5.
2- Dans (IR?,d,), si A est le triangle de sommets (0,0),(0,1) et (2,0). Le diamétre de A est

diam(A) = sup dz((xl,yl ), (x2, yz))
(x1,91)(x2,92)€A

sup \/(Xl —X2)% + (y1 —92)?
(x1,91),(x2,92)€A

d5((0,1),(2,0)) = V5.

2.2 Topologie des espaces métriques

2.2.1 Boules - Spheres

Deéfinition 2.2.1. Soient (E,d) un espace métrique eta€ E, r > 0

1. La boule ouverte de centre a et de rayon r > 0 est
B(a,r)={x€E /d(x,a) <r}.
2. La boule fermée de centre a et de rayon r > 0 est
Bf(a,r)={x € E /d(x,a) <r}
3. La sphére de centre a et de rayon r > 0 est
S(a,r)={xe€E /d(x,a)=r}.

Remarque 2.2.1.
1- B(a,r)C B¢(a,r) = B(a,r)U S(a,r).
2- Si0<r<s,doncB(a,r) C B(a,r) C B(a,s).
Exemple 2.2.1. - Dans l'ensemble R muni de la distance usuelle d(x,y) = |x —y|, on trouve

B(a,r)=la—r,a+r[, Bf(ar)=[a-r,a+r]etS(ar)={a-ra+r}

1. Dans IR? les boules ouvertes de centre 0 et de rayon 1 sont :
By (0,1) = {X=(x,y)€R*/d(X,0)< 1} ={X eR*/|x| +[y| < 1).
By,(0,1) = {X=(x,) € R*/dy(X,0) <1} = {X e R* /{/x2 +p2 < 1}.
By (0,1) = {X=(x9)€R?/d(X,0)<1}={X € R* /max({|x|, [y|} < 1}.
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Ouverts d’un espace métrique

Définition 2.2.2. Soit (E,d) un espace métrique, on définit la famille 73 C P(E) par
(0e T;) = (Yx€0,3r>01q B(x,r) CO).

T est une topologie sur E s’appelle topologie induite par la distance d. Les éléments O de T sont
les ensembles ouverts pour la distance d.

Exemple 2.2.2. Soit R muni de la distance usuelle. A =)a, b[ est un ouvert de (R, d,,) et [a, b[ n’est
pas un ouvert .

Remarque 2.2.2. 1- La topologie de R induite par la distance usuelle sur R est la topologie
usuelle.

2- Un espace métrique est un espace topologique particulier, donc toutes les notions définies
dans les espaces topologiques ( fermé, voisinage, I'adhérence,..) sont valables pour les es-
paces métriques.

Proposition 2.2.1. Soient (E, ;) un espace métrique et a € E, r > 0. Alors toute boule ouverte
B(a, r) est un ensemble ouvert.De plus B(a,r) et S(a,r) sont des ensembles fermés.

Preuve. Montrons que (B(a,r) € 9;) & (¥Yx € B(a,r),36 > 0 tq B(x,0) C B(a,r)). Soit x € B(a,r)
quelconque alors d(x,a) <r, posons 6 = r —d(x,a) et montrons que B(x,9) C B(a,r).

Soit y € B(x,0) = d(x,y) < det d(y,a) <d(y,x)+d(x,a) <d+d(x,a)=r—-d(x,a)+d(x,a)=r,
donc d(y,a) <r =1y € B(a,r) = B(x,9) C B(a,r).

Pour que By(a,r) soit un fermé, il faut que le complémentaire de B¢(a, r) soit un ouvert cad Vx €
CEBf(a,r),EIa > 0 tel que B(x,a) C CEBf(a,r). Soit x € CEBf(a,r), donc d(x,a) > r. Posons a =
d(x,y) —r, montrons que B(x,a) C CgBy(a,r), soit y € B(x,a) =>?y € CpBy(a,r) & d(a,y) > r.
Grice a la deuxiéme inégalité triangulaire on trouve

—-d(y,a)<d(y,x)—d(x,a)<a—-d(x,a)=d(x,y)—r—d(x,a)

ce qui donne d(x,a) > r, donc B(x,a) C CgBy(a,r).
Pour montrer que S(a, r) est un fermé, il suffit de remarquer que S(a,r) = CgB(a,r)N Bf(a, r).

Remarque 2.2.3. - La famille des boules ouvertes constitue une base topologique de (E, 7).

(0e T e (VxeOIB/xeBCO)

- La famille des boules (B(x,7)),cr: est une base de voisinage de x.

- La famille des boules (B(x, %))neN est une base dénombrable de voisinage de x.
Proposition 2.2.2. Tout espace métrique est séparé.
Preuve. Exercice.

Proposition 2.2.3. Espace métrique est séparable ss’il admet une base dénombrable.
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2.2.2 Distances equivalentes

Définition 2.2.3. Soient d, et d, deux distances définies sur E.
1- On dit que d; est plus fine que d, si tout ouvert pour d, est un ouvert pour d;.

Exemple 2.2.3. La distance discréte est plus fine que n’importe quelle distance définie sur
E.

- On dit que dy et d, sont topologiquement équivalentes ssi elles sont engendrées la méme
topologie sur E cad elles ont les mémes ouverts.

- On dit que dy et d, sont métriquement équivalentes ss’il existe o, f € R* tel que

OKdZ < dl < ﬁdz

2.2.3 Convergence d’une suite dans un espace métrique

Proposition 2.2.4. Soit (E,d) un espace métrique, (x,,),en C E
(limx, = x) & (limd(x,,x) = 0)
n n
Preuve. =7 Supposons que
limx, = xoVe>0,dngeNtqV¥n>nyg= x,¢€B(x,¢)
n
= d(x,,x)<e&e=limd(x,,x)=0
n
<? Supposons que
limd(x,,x) =0 Ve>0,dnge N tqVn>ny=d(x,,x) <e
n
Soit V € V(x), donc il existe € > 0 tq B(x, &) C V. d’aprés I'équivalence précédent, il existe An €
IN tqg Vn > ng = d(x,,x) < € ce qui implique que x,, € B(x,e) CV
Proposition 2.2.5. Soit (E,d) un espace métrique, A C E
(xeA) o (A(xy)pen CA tq limx, =x (dans F))
n
S (A(x,)pew CA tg limd(x,,x)=0).
n

Preuve. Soit x € A, donc YV € V(x) = V N A = 0. donc pour la base des voisinages Vn € N* =
B(x,%) NA=0=dx, € B(x, %) N A tel que d(x,,x) < % = limd(x,, x) = 0.
n

Inversement. Supposons qu’il existe une suite (x,),eny C A telque limx, = x. Soit V € V(x)
n

comme la famille des boules ouvertes est une base de voisinage Any € IN* tel que B(x, nio) C V mais
onaVn>ny= x, eB(x,nlo) ce qui donne ANV =0.

2.2.4 Continuité d’une application entre deux espaces métriques

Proposition 2.2.6. Soient (E, ;) , (F,9;) deux espaces métriques et f une application de E dans
F. Soit x € E, alors on a I'équivalence suivante :

(f est continue au point xg) < (Ve >0,3a>0tqVx € E sid(x,xo) <a =d'(f(x), f(xg)) <€)
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Preuve. =? Supposons que f est continue au point x. Soient € > 0 et x € E tel que d’(f (x), f (xg)) <
e = f(x) € B(f(xp) €), comme f est continue on a f~1(B(f(xg),€)) est un voisinage de x,, donc il
existe a tel que B(xg, a) C f~1(B(f(xg), €)) ce qui donne d(x,xo) < alpha = d’(f (x), f(x)) < &

&? Supposons que (Ye > 0, Ela >0tq \7’x €eEsid(x,xg) <a=d'(f(x),f(xg)) < € et montrons que
f est continue au point xq. Soit V un voisinage de f(xq) quelconque, donc il existe € > 0 tel que
B(f(xg),€) C V. D’apres la supposition il existe a > 0 tel que f((B(xg, @)) C B(f(xg), €).
Applications uniformément continues et k-Lipschitziennes

Définition 2.2.4. Soient (E, ), (F,9;) deux espaces métriques et f une application de E dans
F

1. On dit que f est uniformément continue ssi

(f est uniformément continue ) & (Ve >0,da>0tqVx,y € Esid(x,y)<a =d'(f(x), f(p)) <e)

2. On dit que f est k — Lipschitzienne ssi

Ak >0 tel que Vx,y € Eon a d’(f(x), f(v)) < kd(x,p)

3. On dit que f est homéomorphisme ssi f est continue, bijective et f~! est continue.

Exemple 2.2.4. Soient (E, ;) un espace métrique et y € E, l'application f, telle que
fy :E—>RY; x> fy(x) =d(x,p)
est continue sur E, de plus elle est 1-lipschitzienne car pour tout x,x" on a

£y () = fy (X)) = ld(x,) - d(x,p)| < d(x, x')
Exercice 2.2.1. Soit A une partie de (E,d) montrer que l'application g, définit par
GiE—>RG xegax)=d(xA)

est 1-lipschitzienne.

2.2.5 Espace metrique séparable

Définition 2.2.5. L'espace métrique (E,d) est séparable, s’il existe une partie de E dénombrable
et dense dans E.

Exemple 2.2.5. L'espace métrique R est séparable.
Théoreme 2.2.1. (E, ;) est séparable ss’il existe une base dénombrable pour les ouverts de 7.

Preuve. =? Supposons que l'espace métrique (E,d) est séparable et montrons qu’il existe une
base dénombrable. E est séparable, donc il existe D C E dénombrable et dense dans E. Soit B =
{B(x,7), x € D et r € Q},remarquons que B est dénombrable, donc peut étre énumérée en une suite
(O,)nen- 1 suffit démontrer que B est une base de 7.

Soient O € Jyet I ={neIN/ O, c O}, donc nLeJIOn C O. Montrons maintenant que O C nLéIO”'

soit x € O, 30> 0 tel que B(x,0) C O. Soient ae€ D et r € Q tel que 2r < o et d(x,a) < r. Montrons
que B(a,r) C B(x,0) C O. Soit y € B(a,r) on a d(x,y) < d(x,a)+d(a,y) <r+r = 2r <0o. Donc
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il existe ny € IN tel que O, = B(a,r). Alors 10,,; tel que x € O,,, C UIO”’ ce qui implique que
ne
OcCc uUO0,.

nel
&? Supposons qu’il existe une base dénombrable de T, et montrons que E est séparable. Soit

B ={0,, / n € N} la base dénombrable. Pour Chaque n € IN tel que O,, = 0, il existe x,, € O,,. Soit

D ={x, / n € N} montrons que D est dense dans E c-a-d Vx € EetVV € V(x) =V ND =0.

Soit B(x, &) un voisinage quelconque de x, donc il existe I C IN tel que B(x,¢) = UIO"’ alors il
ne

existe au moins ng € I tel que x,,, € B(x,€) = B(x,e)N D = 0.

Lemme 2.2.1. Soient (E, ;) un espace métrique et (x,),en C E. S’il existe x € E tel que

x = lim x,,, alors x est unique.
n—-00

Preuve. Soit x" € E tel que x’ # x et x’ = lim x,,. Alors pour tout € > 0, il existe ng,n, € IN tel

n—-o0

que Yn > ny = d(x,,x) < 5 et Yn > n; = d(x,,x’) < §, donc pour n > max{ng,n,} on trouve
d(x’,x) < e pour tout e >0=>d(x',x)=0=>x=x".
Valeur d’adhérence d’une suite

Définition 2.2.6. Soient (E, ;) un espace métrique, (x,),en C E et x € E. Pour tout n € N
posons A, = {xy/ k > n}. x est appelé valeur d’adhérence de la suite (x,,), si pour tout € > 0 et pour
toutne€ N ona B(x,e)NA, =0.

Exemple 2.2.6. 1. La limite d’une suite convergente est une valeur d’adhérence.

2. Si E = R muni de la distance usuelle et x, = (—=1)" les valeurs 1 et -1 sont des valeurs
d’adhérences .

Remarque 2.2.4. L'ensemble A de tous les valeurs d’adhérence d’une suite (x,,),, ¢’est un ensemble

fermé (car A= N Zn).
nelN

Sous suite

Deéfinition 2.2.7. Soient (x,),cn une suite de E et ¢ une application strictement croissante de
N dans N ¢ : IN — N tel que n — @(n) = ny. La suite (Xp(n))nen S appelle une sous suite (suite
extraite de la suite (x,,),eN)-

2.3 Suites de Cauchy et les espaces complets

2.3.1 Suites de Cauchy

Définition 2.3.1. Soient (E, J;) un espace métrique et (x,),eN une suite de E. (x,),eN est une
suite de Cauchy ssi

Ve>0,dng€NN tg Vp,g € Navecp >ny q=ng= d(x,,x,) <e.

Proposition 2.3.1. Soit (E, 7;) un espace métrique. On a les propriétés suivantes :
1. (x,)neN convergente dans E = (x,,),eN suite de Cauchy dans E.

2. (xy)nen suite de Cauchy dans E = (x,,),cN est bornée.

Preuve. Exercice.
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Remarque 2.3.1. La réciproque de proposition précédente est fausse, comme le montrer I'exemple
suivant

Exemple 2.3.1. 1- Soient (u,) et (v,) deux suites dans IR telles que u,, = (—1)" et v,, = cosn.
(u,), et (vy,), sont des suites bornées mais ne sont pas de Cauchy.

2- Sion prend la suite x,, = % dans espace |0, 1] muni de la topologie de trace de la topologie
usuelle sur R on trouve que (x,,) est de Cauchy mains n'est pas convergente.

Proposition 2.3.2. Soit (x,),en une suite de Cauchy dans un espace métrique (E, 7). S’il existe
une sous suite (Xy(n))ueN convergente vers un élément x € E, alors la suite (x,,),cN est convergente
vers X.

Preuve. Supposons que (x,),cN est de Cauchy, alors Ve > 0;dny € IN tel que ¥Vp > q > ny on a
d(xp, xg) < 5. De plus (Xp(n))nen convergente vers x conduita Ve > 0,4 n; e N tqg Vop(n) 2 ng =
d(Xg(n), X) < 5, donc pour n, @(n) > max{ng,n;}, on trouve

& &
d(xn'x) S d(xnyx(p(n)) + d(x(p(n),X) < E + E = €.

Proposition 2.3.3. Soient (E, ;) un espace métrique, x € E et (x,),eN une suite dans E. x est
une valeur d’adhérence de la suite (x,),enN ss” il existe une sous suite (x ), converge vers x.

Preuve. Soit x valeur d’adhérence de la suite (x,,),eN, donc pour tout n € IN et pour tout € >0 on
a B(x,e) N A, # 0. On construit une sous suite (x, ) de (x,) de la maniére suivante :

Pour € = 1,et n =1l existe x, € B(x,1) ﬂflll et p1 > 1.

Pour € = ; et n=py + 1 il existe x,, € B(x,5) N Ap 11 et po > py.

De la méme fagon, on construit la sous suite x . telle que Xp, € B(x, %) N Apn_l ce

017 Xposeor Xpseee
qui conduit a d(x, ,x) < L qui implique Xp, = X.

Inversement supposons qu’il existe (x,, ), C (X,)nen telle que x, — x, et montrons que Ve > 0 et
VYnelNona B(x,e)NA, # 0. En effet soit € > 0, de la convergence de sous suite il existe ny € IN tel
que Vp, € N et p, >ng = x, € B(x,¢), ce qui donne ¥n > ng on a B(x,e) N A, = 0. Pour n < ng

en utilisant la décroissance de la suite (A,,), on trouve A, C A,¥n < ny donc A, N B(x,¢) = 0.

2.4 Complétude

Définition 2.4.1. Un espace métrique E est dit complet si toute suite de Cauchy est convergente.
Exemple 2.4.1. L'espace (IR, |.|) est complet.
Proposition 2.4.1. Un sous espace complet d’un espace métrique est fermé dans E.

Preuve. Soit X un sous espace complet de l'espace métrique E, on va montrer que X est fermé. En
effet soit x € X , il existe alors une suite (x,) C X tel que (x,,) tend vers x, ce qui donne (x,,) est
de Cauchy dans X, mais X est complet donc elle converge dans X on déduit que x € X = X C X
d’autre part X C X, donc X est fermé.

Proposition 2.4.2. Tout sous espace fermé X d’un espace complet E est complet.

Preuve. Soit X un espace fermé de I'espace complet E. On va montrer que X est complet. En effet
soit (x,,) une suite de Cauchy dans X C E, en utilisant la complétude de E on trouve que (x,)
converge vers x € E d’aprés (2.2.5), on obtient x € X = X ce qui implique X est complet.
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Proposition 2.4.3. Un produit fini ou dénombrable d’espaces complets est complet.

Deéfinition 2.4.2. Soit E un espace métrique et f une application de E dans E. On dit que f est
contractante si

Tk €]0, 1], Y(x,y) € B> = d(f(x), f(v)) < kd(x,p).

Exemple 2.4.2. Soit E = ([%,oo[,l.l) uns sous espace de (RR,|.|) et f une fonction de E dans R
définit par

2x+6
Fx) = 3x +2
f est lipschitzienne car sxlgglf x)| = supl 3x+2 4| < < 1.

Théoréme 2.4.1. Théoreme de point fixe Si f est contractante sur un espace métrique complet
E, alors f admet un point fixe c-a-d il existe X € E tel que f(x) =X.

Preuve. Unicité

Soit X,y deux points de E tel que x =y et X = f(X) et Y = f(V), donc d(x,y) = d(f(X), f(¥)) <
d(X,v), c’est contradiction.

Existence

Soit xy un point quelconque de E, on définit la suite (x,,),, dans E par x,,.1 = f(x,). On a

d(xp,x1) xd(x1,%0)

<
<

d(x3,x;) xd(xp,x1) < x7d(xy, %)

IA

A(xy41,%y) kd (X, x,-1) < K"d(x1,X0)

pour p,q € N tel que p >q = dn € N tel que p = q + n, donc

d(xprxq) = ( Xq+nrXgq )Sd( Xq+nr Xg+n— 1)+d(xq+n lrxq+n—2)+----+d(xq+11xq)
< (K" P i+ 1)xd(xg, x0)
x4
< 1_Kd(X1:x0)
donc
x4
qli_{god(xqm; )-qh_)rglord(xl,xo) 0

Donc (x,), est de Cauchy dans un espace complet, elle est convergente. Il existe X € E tel que
x =limx, =lim f(x,_1) = f(%).

Exemple 2.4.3. On prend les mémes données de I'exemple (2.4.2) et montrons que f admet un
seul point fixe. Pour démontrer ¢a il faut démontrer que E est complet et f(E) C E. On a E est
complet car il est fermé dans un complet, donc il est complet . Ce qui concerne f(E) C E on a

f(x)= ﬁ < 0, ce qui implique f est décroissante et f(E)=]lim f(x),f( ] _]2 11] C E, donc

f vérifie tous les conditions du Théoréme (2.4.1). En utilisant le Théoréme (2.4.1) il existe alors

X=f(X)=>%=V2

Remarque 2.4.1. Toutes les hypothéses du Théoréme (2.4.1) sont nécessaire, comme le montre
Uexemple suivant.
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Exemple 2.4.4. 1. Si E =]0,1[ et f(x) = 5. f n'admet pas un point fixe car E n’est pas
complet.
2. SiE=[0,1]et f(x) = Vx2+1 f n'admet pas un point fixe car f(E) € E.
3. Si E un espace métrique complet quelconque et f(x) = x, tout les points est fixe car f n’est
pas contractante.
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Chapitre 3

Espaces compacts

Définition 3.0.1. 1. Soient (E, ) un espace topologique et (A;);c; une famille de parties de
E. On dit que (A;);er est un recouvrement de E si E C UA; .
iel
2. On dit que (A;);es est un recouvrement ouvert de E si E C UA; et (A;)je1 CT .
iel
3. Un espace topologique E est dit compact s’il est séparé et si tout recouvrement ouvert de E
contient un sous recouvrement fini cad

V(Oi)iel cT tq EC UOi = 3] fznz CletEC .U]Ol'
1€

iel
Exemple 3.0.1. 1. Si E un ensemble fini munit de la topologie discréte, E est compact.

2. R n'est pas compact, car R= U |—n,n[ et on peut pas extraire un sous recouvrement fini
nelN

de cet recouvrement.

3.0.1 Ensembles compacts

Définition 3.0.2. Soient (E, 7" ) un espace topologique séparé et A un sous ensemble de E. On dit
que A est compact ssi (A, T) est compact.

Proposition 3.0.1. Si E est compact et si F un sous ensemble de E, donc on a I’équivalence
suivant :
F est fermé de E < F est compact de E.

Preuve. =?Supposons que F est fermé et montrons que F est compact de E. Montrons tout d’abord
que F est séparé, soit x et y deux points de F C E, donc il existe deux voisinages V, € V(x) et
V, € V() tel que Vy NV, =0, ce qui implique. On a V, € V(x) = 0, € I tel que x € O, C V,
la méme chose pour V,, il existe O, € I tel que y € O, C V, . Posons W, = FN Oy € Fy et
W, =FNO, € I et W,NW, =0, donc F est séparé. Montrons maintenant pour tout recou-
vrement ouvert de F on peut extraire un sous recouvrement fini . Soit (A;)je; un recouvrement
ouvert quelconque de F, posons O = CgF, donc (O, (A;);cr) est un recouvrement ouvert de E, on

peut extraire un sous recouvrement Ay, A,, ..., A, telque ECO U Aj,doncFC U Ajcequi
1<i<n 1<i<n

donne le résultat.

&? Supposons maintenant que F est compact et montrons que F est fermé. Pour prouver que
F est fermé, il suffit démontrer que CE est un ouvert cad est un voisinage de chacun de ses points

. Soit x € Cg, donc Vy € F il existe deux voisinage ouverts disjoints V,, € V(y) et V., € V(x). La
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famille (V,)ycr est un recouvrement ouvert de F donc il existe un recouvrement fini (Vy,)1<i<y tel

que FC U V,.Posons V = X N Viy €V(xlet VAF=0doncxeV C C1E: ce qui implique que

1<i<n <i<n
F est fermé.

Deéfinition 3.0.3. Une partie X d’un espace topologique séparé E est dite relativement compacte
si elle contenue dans une partie compacte de E.

Remarque 3.0.1. 1. Toute partie compacte A d’un espace topologique séparé (E, ") est fermé.

2. Soient (E, ") un espace topologique séparé et K, K’ deux parties de E. Si K C K’ telle que
K est fermée et K’ est compacte dans E, alors K est compacte dans E.

3.1 Espace Métrique compact

Définition 3.1.1. Soit (E, ;) un espace métrique. On dit que E est compact ssi toute suite
(X)) neN d’éléments de E admet une valeur d’adhérence.

Lemme 3.1.1. Soit (E, 7)) un espace métrique compact alors pour tout réel strictement positif a,
on peut recouvrir E par un nombre fini de boules de rayon a.

Preuve. Démontrons par contra-position. Supposons qu’il existe un réel strictement positif a tel
que l'on ne puisse recouvrir E par un nombre fini de boules de rayon a. Soit xy € E quelconque,
il existe x; € E\B(xg,a) donc d(xg,xy) > a, par supposition E # B(xy, &) U B(xy,a), il existe
alors x, € E\B(xp,a) U B(xq,«), de la méme fagon, on construit les points xg,Xy,....., x,, tel que
d(x;,xj) > a Yi # j. Par hypothése 1<L13J<nB(xi,a) # E donc il existe x,,1 € E\ 1<L£‘)<n B(x;, a), par

récurrence, on construit la suite (x,),cN tel que d(x;,x;) > a Vi # j. Une telle suite n'a pas de
valeur d’adhérence. D’oni le lemme.

Remarque 3.1.1. Si (E, 7;) est un espace métrique compact, alors il est borné.
Proposition 3.1.1. Soit (E, 7;) un espace métrique compact, alors il est complet.
Preuve. Exercice.

Théoreme 3.1.1. Soit (E, 7;) un espace métrique complet. Si pour tout € > 0, on peut recouvrir
E par un nombre fini de boules ouvertes de rayon ¢, alors E est compact.

Proposition 3.1.2. Si Ky, Ky, ...,K,, n espaces compacts, alors K = K; x K, x.....K,, est compact

Preuve. Il suffit démontrer la proposition pour n = 2. Soit (x,,V,)nen C K = Ky x K;, donc
(Xn)new C Ky comme Ky est compact, alors il existe (Xg(n))nen qui converge vers x € Ky. D'autre
part la suite (Y(n)) C Ky admet une sous suite (Yyop(n)) qui converge vers y € Ky. Donc la sous

suite (Xyog(n)) Yypod(n)) C K converge vers (x,y) € K ce qui implique que K est compact.

Proposition 3.1.3. Dans un espace métrique E, I'intersection finie ou infinie des compacts est
compact.

Preuve. Exercice
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Les parties compactes de R et R”

Théoreme 3.1.2. (De Bolzano — Weierstrass) Les intervalles fermés [a, b] sont des parties com-
pactes de (IR, |.|)

Comme conclusion on trouve le lemme suivant :
Lemme 3.1.2. Les parties compactes de (R",d,) sont les parties fermées de R" incluses dans un

pavé [a,b]".

3.1.1 Larelation entre la continuité et la compacite

Théoreme 3.1.3. (De Heine) Soit (E,d) et (F,d’) deux espaces métriques et f une application
continue de E dans F. Alors pour toutes partie compacte A de E, f(A) est une partie compacte de
F. De plus si E est compact, alors f est uniformément continue.

Corollaire 3.1.1. Soient (E, 7;) un espace métrique compact et f une application de E dans (IR, |.|.
Si f est continue, alors f est bornée et atteint sa borne supérieure et sa borne inférieure.

Preuve. Exercice.
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Chapitre 4

Espaces normés

4.1 Normes

Soit E un espace vectoriel sur le corps k, (k =R ou k = C). On appelle norme sur E toute
application de E dans R* vérifiant les conditions suivantes :

1. ||x||=0= x=0.
2. || Ax|| = |AlIx]| Yx € E,¥A €Lk
3. [lx+yll <llxll +lvll, Yx,v€E.

Le couple (E, ||.|[) est appelé un espace normé.

Remarque 4.1.1. Si la propriété (1) n’est pas satisfaite, on dit que cette application est une semi-
norme.

Exemple 4.1.1. 1. Soit E = Cla,b], on définit la norme ||.||; sur E par

b
vf ek Iflh = | Ifeoldx
a
2. Pour p>1 et E =", on définit les normes suivantes pour tout x € k" :
1
Il = ( ) IbxllP)? et lixlly = max i
1<i<n
3. Si E un espace compact, on peut définir pour tout f € C(E,IR) la norme

[1flleo = suplf (x)]

xeE
Proposition 4.1.1. Si ||.|| est une norme sur E, la fonction
d:EXE—->R" (xv)—>d(xy)=]x-yvl
est une distance sur E.
Preuve. Exercice.

Définition 4.1.1. 1. On appelle boule unité d’un espace normé la boule de centre O et de

rayon 1.
B(0,1)={x€E tq d(x,0)=x|]| <1}
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2. On appelle espace de Banach tout espace normé complet pour la distance associée a la
norme.

Exemple 4.1.2. (R, ||.||) et (C([a, b)), ||-|lec) sont des espaces de Banach.

Définition 4.1.2. Deux normes ||.||1,||.||, sur E sont équivalentes s’il existe deux constantes o et
B strictement positives telles que

VxeE allxll; <llxll> < Blixll-
Exemple 4.1.3. Sur R" on définit les normes
2,1
llxlleo = max|x;|, lx[ly = E |xil et [lxll> = ( E (xi )7)2
1<i<n - -
1<i<n 1<i<n

les trois normes sont équivalentes car :

[Ixlloo < Ilxlly < Varllxll, < nllxloo-

Théoreme 4.1.1. Deux normes ||.||; et |||, définissent sur E la méme topologie ssi elles sont
équivalentes.

Théoréme 4.1.2. 1. Pour 1 < p < oo, les espaces (K", ||.||,) sont des espaces vectoriels normes.
2. Sur lespace vectoriel k", toutes les normes sont équivalentes.

3. Dans un espace normé, tout sous espace de dimension finie est fermé.

Application linéaire continue

Théoreme 4.1.3. Soit f une application linéaire de I'espace normé E dans I’espace normé F. Les
propriétés suivantes sont équivalentes

1. f est continue sur E.

2. f est continue au point 0.

3. f est uniformément continue sur E.

4. AM > 0 telle que Vx € E ||f (x)||p < M]|x]|Eg.

Exemple 4.1.4. Soit E = C([0,1],IR) muni de la norme ||.||,. On considére 'application A: E — E
tel que

VfeE; Af(t)= J:f(s)ds

Uapplication A est linéaire continue car
1A f lleo < 11 lleo-

Inégalité de Holder et de Minkowski

Lemme 4.1.1. (Inégalité de Holder). Soient ay,ay,...,a, et by, b,,..., b, des réels positifs ou nuls.
Soient p et q des réels strictement supérieurs a 1 tels que %+% =1. On a alors l'inégalité suivante :

S abi<(Y )Y vl

1<i<n 1<i<n 1<i<n
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Preuve. Siles a; sont tous nuls, la propriété est vérifie méme si tous les b; sont nuls.
Supposons que les a; et b; ne sont pas tous nuls. Considérons

En utilisant I'inégalité

aP bl N 1 1
ab< —+— avecp,geRetp,g>1 avec —+—=1
P 9 p 9

on trouve

1<i<n 1<i<n
p q
1 a; 1 b;
= - + —
p q
N Ay
1<i<n n
1 1
= — 4 — = 1
P 9

d’ou l'inégalité.

Lemme 4.1.2. (Inégalité de Minkowski). Soient ay,ay,...,a, et by, by,..., b, des réels positifs ou
nuls. Soit p > 1. On a alors I'inégalité suivante :

. piL pi L
Y G n <Y b Y0
1<i<n 1<i<n 1<i<n
Preuve. Sip =1 l'inégalité est claire. Supposons que p > 1. Si on pose c¢; = a; + b;, on a alors
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Posons q = (L on applique l'inégalité de Holder a chacune des deux sommes, on trouve :
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En divisant les deux membres par () cf) P
1<i<n

, on obtient I'inégalité de Minkowski.
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