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Chapitre 1

Les espaces metriques

1.1 Introduction

Le but de ce chapitre est I’étude les espace métriques qui sont un cas particulier des es-
paces topologiques, ils sont constituent des espaces importants dans 1’analyse fonctionnelle.
Ils sont introduits par M. Frechet en 1906, peu de temps apres, F. Haussdroff les dévelop-
pez. L'idée de ces espaces est née a I’analyse des principales propriétés de la distance usuelle.
L'extension des propriétés de ’espace euclidien aux espaces métriques introduit un langage
géométrique dans de nombreuses questions d’analyse et de théorie des nombres (comme les
voisinages, la limite et la continuité, ..).

La topologie s’interesse a 1’étude des concepts de limites et de continuité. On sait
que pour définir la notion de limite, il faut se donner un moyen de savoir si deux points
sont voisins. Pour cela, il est assez naturel de mesurer la distance entre ces deux points. On
peut donc parler facilement de limite pour les applications agissant entre des espaces sur
lesquelles une distance a été définie. Dans certains cas, nous avons des applications dans
un espace de fonctions sur lequel il n’y a pas de distance qui rende les fonctions continues.
I1 faut donc ajouter une notion autre que la distance, pour déterminer que les deux points
sont voisins. D’ou la notion de voisinage.

1.2 Distance sur un ensemble

Deéfinition 1.2.1. Soit E un ensemble non vide. On appelle distance toute application
d:EXE—->R" (x,y)>d(x,y)>0
telle que
1- Y(x,p) €E?, d(x,y)=0x=7y.
2- Y(x,p) € E?, d(x,v) = d(y,x) symétrie
3- Y(x,9,2) € E3, d(x,z) <d(x,v)+d(y,z) inégalité triangulaire (premiére forme).
(E;d) s’appelle un espace métrique.
Exemple 1.2.1. - On muni R de la distance usuelle d(x,y) = |x — y| avec x,y € R

- Soit E un ensemble quelconque non vide. Pour tout x,y € E, on pose

1 six#y

d(x,y) = { 0six=yp"
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(E;d) est un espace métrique, d s’appelle distance discréte sur E.
- Soit E = R" on définit les distances suivantes : ¥(X,Y) € (R")? avec X = (x1,%y,...,X,) et
Y =(%1,92 - ¥n)

d(X,Y) = ) |-y
1<i<n
HXY) = ) (xi-p)

1<i<n

do(X,Y) = max|x; -yl

1<i<n

Exercice 1.2.1. Soit d une application sur E x E dans R satisfait les propriétés (1) et (3) de la
définition 1.2.1, mais pas la propriété (2). Montrer que d’ définie par :

, 1
d'(x,y) = 5(d(x,p) +d(y,x))
est une distance sur E.
Proposition 1.2.1. i- Y(x1,%9,..,%,) €E", d(x1,x,) < Y d(x;,%i41)-
1<i<n-1
ii- Y(x,v,2) € E3, ona|d(x,z) - d(z,v)| < d(x,v) 2¢™ inégalité triangulaire (seconde forme).

Preuve 1. L'assertion i) est une application directe du 1°"° inégalité triangulaire de la définition.
Pour démontrer ii) il suffit démontrer que :

—-d(x,y) <d(x,z)—-d(z,v) <d(x,v); Y(x,v,2)€ E3 (1.1)

Du 1°7¢ inégalité triangulaire on a d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) = d(x,z) - d(z,v) < d(x,p).
Deplus d(y,z) <d(y,x)+d(x,z) = —d(x,y) < d(x,z)—d(z,y) combinant les deux derniéres inéga-
lités on obtient (1.1).

Exercice 1.2.2. exol- Soit E = C([a,b],IR) 'ensemble des fonctions continues sur [a,b] d valeurs
réelles. On définit sur E Uapplication d par : Vf,g € E; d(f,g) = max,<,<p|f (x) — g(x)|.
Montrer que d est une distance sur E.

exo2- Considérons le méme ensemble E, et on définit I'application d par :

Vf,g€E; f |f (x x)|dx. Montrer que d est une distance sur E.

exo3- Soit d une distance sur E. Montrer que 6 = ﬁ est une distance sur E.

Solution d’exercice 1.2.1. Rappelons d'une part que toute fonction continue sur un borné est
bornée de plus atteint sa borne, d’autre part la différence entre deux fonctions continues est conti-
nue. Donc d est bien définie. On passe maintenant a la vériﬁcation les 3 points du déﬁnition

1- Soit f,g deux elements qlqs de E tel que d(f, g = 0, donc maxa<x<b|f g(x) =0,
comme la fonction |f (x)—g(x)| est positive et |f (x)—g(x)| < max < <p|f (x)—g(x )| pour tous
x € [a,b], on trouve |f( g(x))=0 Vxe [a,b] grace aux propriétés de la valeur absolue

sur IR on trouve f(x) —g(x) =0 Vxelab] donc f=g.

2- Grdce d la symétrie du valeur absolue sur R, on trouve a(f,g)=4(g f).

3- Vf, g he E, onalf(x)-g(x)l = If () = h(x)+ h(x) g(x)] < |f (x) = h(x)|+ |h(x) - g(x)], d'oi
le résultat
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Combinant les trois propriétés,on trouve que d est une distance sur E.
Pour le 2°™¢ exercice, on suit la méme méthode que 'exercice 1.
Pour le 3°™¢ exercice, il suffit démontrer I'inégalité triangulaire. En effet

Notons que
d(x,z) B 1
l+d(x,z)  1+d(x,2)
de plus
d(x,z) <d(x,v)+d(y,2),
donc
d(x,z) <1_ 1
1+d(xz)  1+d(xy)+dp2)

Par Uunification les dénominateurs, on trouve le résultat.

1.2.1 Distance entre deux parties et diametre

Définition 1.2.2. Soient A et B deux parties non vides d'un espace métrique (E,d). On définie la
distance entre les deux parties A et B par

dist(A,B) = xeiAr}yfeBd(x,y)

Remarque 1.2.1. 1- Si A ={a}, on trouve d(a,B) = ingd(a,y).
ve
2- SiANB=0,alors dist(A,B) = 0.
3- Lapplication dist : P(E)x P(E) — P(E) dans R" n’est pas une distance sur P(E).

Exemple 1.2.2. Dans (R,d,) si A =[2,4] et B=[-1,2], on trouve dist(A, B) = 0.

Diamétre d’un ensemble

Deéfinition 1.2.3. Le diamétre d’un sous ensemble non vide A de E est le nombre réel positif

diam(A) = sup d(x,p).
x,YEA

Remarque 1.2.2. A est borné si diam(A) < oo.

Exemple 1.2.3. 1- Dans (R,d,), si A =[-1,4], on trouve diam(A) = 5.
2- Dans (R?,d,), si A est le triangle de sommets (0,0),(0,1) et (2,0). Le diamétre de A est

diam(A) = sup dz((xlfyl ), (er%))
(x1,91),(x2,92)€A

sup (3 %2 + (31— 9)?
(1,91 ),(x2,92)€A

d5((0,1),(2,0)) = V5.
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1.2.2 Distance induite

Définition 1.2.4. Soient (E,dg) un espace métrique et A une partie de E. On définit la restriction
dy:AxA— R telle que ¥(x,9) € A2 da(x,v) = dg(x,p). dy est la distance induite par dg sur
Aet (A,dy) est un sous espce métrique de (E, d)

Exemple 1.2.4. Pour toute partie non vide A de (IR, |.|), on peut définir le sous espace métrique
(A,dy) avecVx,y e Aonady(x,y)=|x—-y|
1.2.3 Distance produit

Definition 1.2.5. Soient (Ey,dg,) et (E,,dg,) deux espaces métriques. On peut définir des dis-
tances sur l'espace produit E = Ey x E; comme suit : VX = (x,v1), Y = (x,9,) € E

di(X,Y) = dg(x1,x2)+dg,(v1,2)

BXY) = \Jdg, (v, 32 + g, (91,92)°
dolX,Y) = max{dg, (x1,x2), g, (91,9,)

Exemple 1.2.5. On définit sur IR? les distances suivantes : soit (x1,91),(x2,7,) € R?

di((x1,91),(x2,92)) = |x1 —x2|+[v1 =2l

A1) (x292) = (e —x2)? + (91— 02
deo(X,Y) = max{|x; —x2l,y1 — 22}

Exercice 1.2.3. Donner la distance entre (1,5) et (—2,4) par dy,d, et d.,. Que concluez-vous?

1.2.4 Distances métriquement équivalentes

Définition 1.2.6. Soient d; et d, deux distances définies sur E. On dit que d, et d, sont métri-
quement équivalentes ss’il existe a, f € R* tel que

ad2 < dl < ﬁdz

Exercice 1.2.4. Montrer que les trois distances dy,d, et d., définies dans l'exemple 1.2.5 sont
métriquement équivalentes.

1.3 Topologie des espaces métriques

1.3.1 Boules - Spheres

Définition 1.3.1. Soient (E,d) un espace métrique eta€ E, r > 0

1. La boule ouverte de centre a et de rayon r > 0 est
B(a,r)={x€E /d(x,a) <r}.
2. La boule fermée de centre a et de rayon r > 0 est

Bf(a,r)={x €E /d(x,a) <r}

8
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3. La spheére de centre a et de rayon r > 0 est
S(a,r)={xeE /d(x,a)=r}.

Remarque 1.3.1.
1- B¢(a,r) = B(a,r)US(a,r).
2- Si0<r<s,donc B(a,r) C B(a,s).

Exemple 1.3.1. - Dans l'ensemble R muni de la distance usuelle d(x,y) = |x —y|, on trouve
B(a,r)=la—r,a+r[, Bf(ar)=[a-r,a+r]etS(ar)={a—ra+r}
1. Dans R? les boules ouvertes de centre 0 et de rayon 1 sont :

By (0,1) = {X=(xy)eR*/di(X,0)<1}={XeR>/]x|+|y| < 1}

B4,(0,1) (X =(x,v) e R* /dy(X,0) < 1} = {X e R?* /{[x2 +p2 < 1}.
By (0,1) = {X=(xy)€R?/d(X,0)<1}={X € R* /max{lx|, [y|} < 1}.

Le schéma suivant illustre les trois boules fermées dans IR?.

A A
i 1
i 1
i
5%

B}(o,l) szf(O,l) BY(0,1)

Remarque 1.3.2. Le schéma précédent montre que les boules ne sont pas toujours rondes.

1.3.2 Les ouverts, fermés et voisinage d’un espace metrique

Deéfinition 1.3.2. Soient (E,d) un espace métrique, x un point de E et O,F,V, des parties dans
E. On dit que

1- @ est ouverte dans E, si Vx € O,3r > 0 tel que B(x,r) CO.
2- F est fermée dans E, si CE est ouvert dans E.

3- V, est un voisinage de x, s’il existe r > 0 tel que B(x,r) C V,.

Exemple 1.3.2. 1- Soit R muni par la distance usuelle d,,

a- R est un ouvert de R, donc () est un fermé.

b- Lintervalle |a, b[ est un ouvert de R. En effet Vx €la,b[= a <x < b, alors x—a > 0 et
b—x>0. Posons r = min{x —a,b — x} remarquons que B(x,r) la boule de centre x et de
rayon r est inclue dans |a, b|.

c- Les intervalles (—oo,a) et (b, o) sont des ouverts dans R avec a,b € R.

Exercice 1.3.1. Montrer que
1- Tout ouvert est un voisinage de tous ses points.

9
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2- La réunion quelconque des voisinages de x est un voisinage de x.
3- L’intersection finies des voisinages de x est un voisinage de x.

Solution d’exercice 1.3.1. 1- Soit x un élément quelconque dans un ouvert O, comme O est
un ouvert, il existe un r, > 0 tel que B(x,r,) C O, ce qui donne O est un voisinage de x.

2- Soit (V;)ier une famille de voisinage de x. Montrons que U;c;V; est un voisinage de x.
Comme V;, Vi el est un voisinage de x, alors il existe r; tel que B(x,1;) C V; C Ujc1 V;.
D’out le résultat.

3- (Vi)iercw avec I fini une famille de voisinage de x, montrons que N;c; V; est un voisinage
de x. On a pour chaque V;, il existe r; tel que B(x,r;) C V;. Donc N1 B(x,1;) C Njer Vi, mais
NierB(x,1;) = B(x,min{r;,/i € I}). Donc il existe r = min{r;,/i € I} tel que B(x,r) C N;c; V;.
D’ou le résultat.

Proposition 1.3.1. Soient (E,d) un espace métrique et a € E, r > 0. Alors toute boule ouverte
B(a,r) est un ensemble ouvert. De plus By (a,r) et S(a, r) sont des ensembles fermés.

Preuve 2. Montrons que (B(a,r)est ouvert) & (Vx € B(a,r),40 > 0 tq B(x,0) C B(a,r)). Soit
x € B(a,r) quelconque alors d(x,a) < r, posons o = r —d(x,a) et montrons que B(x,5) C B(a,r).
Soit y € B(x,0) => d(x,y) <o et d(y,a) <d(y,x)+d(x,a) <o+d(x,a) =r—d(x,a)+d(x,a)=r,
donc d(y,a)<r =y € B(a,r) = B(x,6) C B(a,r).

Pour que Bf(a, r) soit un fermé, il faut que le complémentaire de Bf(a, r) soit un ouvert cad Vx €
CEBf(a,r),Ha > 0 tel que B(x,a) C CEBf(a,r). Soit x € CEBf(a,r), donc d(x,a) > r. Posons a =
d(x,y) —r, montrons que B(x,a) C CgBg(a,r), soit y € B(x,a) =?y € CgBg(a, 1) & d(a,y) > r.
Grdce d la deuxiéme forme d’inégalité triangulaire on trouve

—-d(y,a) <d(y,x)—d(x,a)<a—-d(x,a)=d(x,y)—r—d(x,a)

ce qui donne d(x,a) > r, donc B(x, ) C CgBg(a, ).
Pour montrer que S(a,r) est un ferme, il suffit de remarquer que S(a,r) = CgB(a,r) N By(a, ).

1.3.3 Intérieur, Adhérence , Frontiere d’une partie

Intérieur, adhérence et frontiere d’une partie

Deéfinition 1.3.3. Soient (E,d) un espace métrique, A une partie de E et x € E.

1- On dit que x est un point intérieur de A, s’il existe r > 0 tel que B(x,r) C A. L'ensemble de
tous les points intérieurs de A est appelé Uintérieur de A, on le note Int(A) ou A° .

2- On dit que x est un point extérieur de A, s’il existe r > 0 tel que B(x,r) C Ca. L'ensemble
de tous les points extérieurs de A est appelé I'extérieur de A, on le note Ext(A).

3- Ondit que x est un point adhérent a A, si pour r >0 on a B(x,r)NA = (. L'ensemble de tous
les points adhérents a 'ensemble A s’appelle I'adhérence ou fermeture de A et on le dénote

par : Adh(A) ou A.
Point d’accumulation, point de frontiere et point isolé

Définition 1.3.4. 4- On dit que x est un point d’accumulation ou valeur d’adhérence de A si
x est un point adhérent a AN\{x}, autrement dit si pour r > 0 on a B(x,r) N (A\{x}) = 0.
L'ensemble de tous les points d’accumulation de A est noté par A’. A’ est appelé I'ensemble
dérivé de A

10
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5- On dit que x est un point frontiere de A, s’il est adhérent a la fois a A et a ENA. Autrement
dit si pour tout r>0ona:
B(x,r)NA =0;
B(x,r)N(EN\A) = 0.

L'ensemble de tous les points frontiére de A est appelé la frontiére de A et on le note par
Fr(A).
6- On dit que x est un point isolé de A, s’il existe r > 0 tel que B(x,r)NA = {x}. L'ensemble des
points isolés est noté par Iso(A).
Remarque 1.3.3. D’apreés les définitions précédentes, on peut conclure que

1- L’intérieur de A est le plus grand ouvert (pour I'inclusion) contenu dans A, autrement dit
Int(A) = U{O,Oest un ouvert,O C A}.
2- L'adhérence de A est le plus petit fermé contenant A, autrement dit
A =N{F,Fest un fermé etF > A}.

3- Fr(A) = AN\Int(A).
4- A’ = ANIs(A)
Exemple 1.3.3. 1- Soient E = R muni par la distance usuelle, et A =QN[0,1]. On peut fa-
cilement trouver Int(A) =0, A =[0,1], Fr(A) = A\Int(A) =[0,1], A’ =[0,1] et Iso(A) =
ANA’ = 0.
2- Soit A=[0,1[. Ona A° =]0,1[, A=[0,1] et Fr(A) = {0,1}.
3- Int(Z)=0,Z=27,Int(Q) =0, Q=R et Fr(Q) = R.

4- Pour un espace topologique (E,7") avec E = {1,2,3,4} ,9 = {0,E,{1,2},{3,4}}. Soit A
= {1,2,3} une partie de E. Notons que F = 7, Int(A) est le plus grand ouvert contenu
dans A, donc Int(A) ={1,2}, Aestle plus petit fermé contenant A, donc A=E, la frontiere
de A est Fr(A) = A —Int(A) = (3,4). Pour trouver les points isolés. En effet, pour x = 1 les
ouverts contenants x sont E et {1,2} de plus ANE = Aet {1,2}NA ={1,2}, donc x =1 n'est
pas un point isolé. De méme, on trouve que 2,3 et 4 ne sont pas des points isolés de A, donc
Iso(A)=0et A’ = A\Iso(A) = E.

1.4 Topologie sur un ensemble

Définition 1.4.1. Une topologie sur un ensemble E est une partie 7 de P(E) (I'ensemble de
toutes parties de E) qui vérifie les propriétés suivantes :

1 0,EeT.

2 L’intersection de deux éléments de I est un élément de I c-a-d

VA, Be 9 =>ANBeYT.

3 La réunion (finie ou infinie ) d’une famille d’éléments de T est un élément de 7.

V(Ai)iel cT = 'UIAi eT
1€

11
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Un espace topologique est le couple (E, 7). Les éléments de I sont appelés les ouverts
de E.

Exemple 1.4.1. 1- Sur un ensemble E , il existe toujours deux topologies extrémes la topolo-
gie discréte 93 = P(E) et la topologie grossiére 75 = {0, E}.

2- Soit E ={a, b}, on peut munir E par quatre topologies 75 = (0, E}, 73 = P(E), 71 = {0, E, {a}}
et 7, ={0,E,{b}}.

3- E =R on munit R par la topologie
T, ={ACR;/VxeA,ilexiste abeR/a<x<b et Jab[CA}

c’est la topologie usuelle sur IR.

1.4.1 Topologie induite par une distance

Définition 1.4.2. Soit (E,d) un espace métrique, on définit la famille ; C P(E) par
(O € %) & (Vx €O0,dr>01tq B(x,r) C O).

T est une topologie sur E s’appelle topologie induite par la distance d. Les éléments O de T sont
les ensembles ouverts pour la distance d.

1.4.2 Distances topologiquement équivalentes
Soient d; et d, deux distances définies sur E.
Définition 1.4.3. On dit que d; et d, sont topologiquement équivalentes ssi elles sont engendrées
la méme topologie sur E cad elles ont les mémes ouverts.
Les voisinages dans un espace topologique

Définition 1.4.4. Soit x un point de l'espace topologique (E, 7). On appelle voisinage de x toute
partie V de E contenant un ouvert qui lui-méme contient le point x cad

(Vvoisinage de x) & (il existe O € T etxeOCV)

On note par V(x) l'ensemble des voisinages de x.

1.4.3 Base de topologie

Topologie engendrée

Définition 1.4.5. Soient E un ensemble et A un ensemble de partie de E. L'intersection de toutes
topologies qui contiennent A est appelée topologie engendrée par A.

Définition 1.4.6. Soient E un ensemble non vide et 71, 9, deux topologies sur E. On dit que 7|
est plus fine que I, si 9> C F c-a-d tout ouvert de I, est un ouvert de I et il existe au moins
un ouvert de J1 qui n'est pas un ouvert de 7.

Exemple 1.4.2. La topologie induite par la distance discréte est plus fine que n’importe quelle
topologie définie sur E.
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Deéfinition 1.4.7. Soit E un ensemble. Une base des ouverts sur E est un ensemble de parties de
E noté B tel que

i- La réunion des éléments de 15 est égale a E.
ii- L’intersection de deux éléments de 1 est une réunion d’éléments deld.

Si 13 est une base de topologie sur E qui engendre une topologie 7, on dit que 1 est une
base de topologie pour 7.

Exemple 1.4.3. L'ensemble B = {[a, b, (a,b) € R?/a < b} U {0} est une base de topologie sur R et
la topologie T engendrée par 1 est plus fine que la topologie usuelle 7,,. En effet
VxeRonaxe[x,x+1] donc R C U]R[x,x+ 1[ et UIR[x,x+ 1[C R ce qui implique que R =

xe xe

UIR[x,x +1[ de plus YO;,0, € B = O1 N O, € B. Pour démontrer que 7 la topologie engendrée
xe
par B est plus fine que 7, il suffit de trouver un ouvert pour 9 qui n'est pas pour 7,. En effet
VxeRona |x,x+1[= UN [x + %,x + 1[ avec Ny assez grand donc tout ouvert pour 7, est un

n> 0

ouvert pour la topologie engendrée par 15> mais [x, x + 1 n’est pas un ouvert pour 7,

Proposition 1.4.1. Soient E un ensemble, O une partie de E et 15 une base de la topologie I sur
E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

10eT
2 Il existe une famille (O;);cr d’éléments de 1 telle que O = VO, .
i€l

3 Pourtout x €O, ilexiste Ae Btgxe ACO.

Proposition 1.4.2. Une partie A d’un espace métrique (E,d) est ouverte ssi A est I'union de toutes
les boules ouvertes contenues dans A.

Preuve 3. =? Supposons que A une partie ouverte et montrons que A = U, B(a, r,) avec B(a,r;) C
A. De la supposition Ya € A, il existe r, > 0 tel que B(a,r,) C A, donc U,eaB(a,r,) C A. Mais on a
A =Ugcala} ce qui impliqgue A C UyepB(a, ;). D'out 'implication.

&? Supposons que A = UyeaB(a,r,) et montrons que A est ouverte. Soit x € A, donc il existe
ag € A tel que x € B(ay, 1,,) ce qui donne d(ag, x) < 14, il suffit de prendre r, = r, —d(ag,x) et on
a B(x,ry) C B(ag, ra,) C UgeaBla, 1) = A. Doui le résultat.

Remarque 1.4.1. - La famille des boules ouvertes constitue une base pour les ouverts de
(E, T)-
(0eT) & (VxeOIB/xeBCO)

- La famille des boules (B(x,r)),cr:. est une base de voisinage de x.

- La famille des boules (B(x, %))nelN* est une base dénombrable de voisinage de x.

Espace topologique séparé

Définition 1.4.8. Soit (E, ) un espace topologique. On dit que E est séparé si pour tout x,y de
E tel que x = y il existe Vy voisinage de x et V,, voisinage de y tels que V, NV, = 0.

Proposition 1.4.3. Tout espace métrique est séparé.
Preuve 4. Exercice.

Remarque 1.4.2. Dans un espace séparé si une limite existe elle est unique.
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1.4. TOPOLOGIE SUR UN ENSEMBLE CHAPITRE 1. LES ESPACES METRIQUES

1.4.4 Densité et séparabilite

Définition 1.4.9. Soient (E, ") un espace topologique et A une partie de E . On dit que A est
partout dense dans E si Adh(A) coincide avec E.

Définition 1.4.10. On dit que A est dénombrable s’il existe une bijection f de A dans IN

Définition 1.4.11. Un espace topologique E est dit séparable s’il posséde un sous ensemble A
dénombrable partout dense dans E.

Exemple 1.4.4. (R, 7,) est séparable, car il admet un ensemble Q C R dénombrable et Q = R
Théoreme 1.4.1. (E, ;) est séparable ss’il existe une base dénombrable pour les ouverts de F;.

Preuve 5. =? Supposons que l'espace métrique (E,d) est séparable et montrons qu’il existe une
base dénombrable. E est séparable, donc il existe D C E dénombrable et dense dans E. Soit B =
{B(x,7), x € D et r € Q},remarquons que B est dénombrable, donc peut étre énumérée en une suite
(Oy)nen- 1 suffit démontrer que B est une base de ;.

Soient O € Jyet I ={neIN/ O, C O}, donc nLéIOn C O. Montrons maintenant que O C nLéIOn,

soit x € O, 30> 0 tel que B(x,0) C O. Soient ae€ D et r € Q tel que 2r < o et d(x,a) < r. Montrons

que B(a,r) C B(x,0) C O. Soit y € B(a,r) on a d(x,y) < d(x,a)+d(a,y) <r+r =2r <. Donc

il existe ny € IN tel que O,,, = B(a,r). Alors 10, tel que x € O,, ) C UIO"’ ce qui implique que
ne

OC UQO,.

nel
&? Supposons qu’il existe une base dénombrable de T, et montrons que E est séparable. Soit

B ={0,, / n € N} la base dénombrable. Pour Chaque n € IN tel que O,, # 0, il existe x,, € O,,. Soit

D = {x, / n € N} montrons que D est dense dans E c-a-dVx e EetVV € V(x) =V ND =0.

Soit B(x, €) un voisinage quelconque de x, donc il existe I C IN tel que B(x,¢) = UIOn, alors il
ne

existe au moins ng € I tel que x,, € B(x,&) = B(x,&)N D = 0.

1.4.5 Convergence d’une suite dans un espace métrique

Définition 1.4.12. Soient (E,d) un espace métrique, (x,),en C E et x € E. On dit que (x,),eN
converge vers X ssi
Ve>0,dnge N tgVn>nyg= x, € B(x,¢) (1.2)

Proposition 1.4.4. Soient (E,d) un espace métrique et (x,,),en C E
(limx,, = x) © (limd(x,, x) = 0)
n n
Preuve 6. =? Supposons que

limx, = xoVe>0,dngeNtqVn>ny=x,¢€B(x,¢)
n

= d(x,,x)<e=limd(x,,x)=0

&? Supposons que

limd(x,,x) =0 Ve>0,dAnge N tqVn>nyg=d(x,,x) <e
n

Soit V € V(x), donc il existe € > 0 tq B(x,¢) C V. d’aprés I'équivalence précédent, il existe Any €
IN tqg Vn > ng = d(x,,x) < € ce qui implique que x, € B(x,e) CV
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CHAPITRE 1. LES ESPACES METRIQUES 1.4. TOPOLOGIE SUR UN ENSEMBLE

Proposition 1.4.5. Soit (E,d) un espace métrique, A C E

(xeA) & (A(x,)uenw CA tg limx, =x (dans Fy))
n
< (A(xy)penw CA tg limd(x,,x) = 0).
n

Preuve 7. Soit x € A, donc YV € V(x) = V NA=0. donc pour la base des voisinages Vn € N* =
B(x, %) NA=0=dx, € B(x, %) N A tel que d(x,,x) < % = limd(x,, x) = 0.
n

Inversement. Supposons qu’il existe une suite (x,),eny C A telque limx, = x. Soit V € V(x)
n

comme la famille des boules ouvertes est une base de voisinage Any € IN* tel que B(x, nio) C V mais
onaV¥n>ny= x, eB(x,nlo) ce qui donne ANV =0.

Valeur d’adhérence d’une suite

Définition 1.4.13. Soient (E, ;) un espace métrique, (x,),en C E et x € E. Pour tout n € N
posons A, = {xy/ k > n}. x est appelé valeur d’adhérence de la suite (x,,), si pour tout € > 0 et pour
toutne N ona B(x,e)NA, =0.

Exemple 1.4.5. 1. La limite d’'une suite convergente est une valeur d’adhérence.

2. Si E = R muni de la distance usuelle et x, = (—=1)" les valeurs 1 et -1 sont des valeurs
d’adhérences .

Remarque 1.4.3. L'ensemble A de tous les valeurs d’adhérence d’une suite (x,,), c'est un ensemble
fermé (car A = ﬂNAn).
ne

1.4.6 Continuité d’une application entre deux espaces meétriques

Proposition 1.4.6. Soient (E, ;) , (F, ;) deux espaces métriques et f une application de E dans
F. Soit xy € E, alors on a I'équivalence suivante :

(f est continue au point xg) < (Ve >0,3a>0tqVx € E sid(x,xy) <a = d'(f(x), f(xp)) <€)

Preuve 8. =? Supposons que f est continue au point x. Soient ¢ > 0 et x € E tel que d’(f (x), f (xg)) <
€ = f(x) € B(f(xg),€), comme f est continue on a f~1(B(f(xg),€)) est un voisinage de x,, donc il
existe a tel que B(xg, &) C f~H(B(f(xo), €)) ce qui donne d(x,x) < alpha = d’(f(x), f (xo)) < &

&? Supposons que (Ve >0,da > 0tqVx e E sid(x,xg) <a = d'(f(x), f(xg)) < € et montrons que

f est continue au point x. Soit V un voisinage de f(xq) quelconque, donc il existe € > 0 tel que
B(f(xg),€) C V. D’apreés la supposition il existe a > 0 tel que f((B(xg, a)) C B(f(xg), €).

Applications uniformément continues et k-Lipschitziennes

Définition 1.4.14. Soient (E, 7;), (F, 9) deux espaces métriques et f une application de E dans
F

1. On dit que f est uniformément continue ssi
(f est uniformément continue ) & (Ve >0,da>0tqVx,y €Esid(x,y)<a =d'(f(x), f(y)) <e¢)
2. On dit que f est k — Lipschitzienne ssi

dk >0 tel que Vx,y € Eon a d’(f(x), f(v)) < kd(x,p)
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1.5. SUITES DE CAUCHY ET LES ESPACES COMHBITSRE 1. LES ESPACES METRIQUES

3. On dit que f est homéomorphisme ssi f est continue, bijective et f~! est continue.
Exemple 1.4.6. Soient (E, ;) un espace métrique et y € E, 'application f, telle que
fE-RG xo fy(x)=d(xy)
est continue sur E, de plus elle est 1-lipschitzienne car pour tout x,x" on a
fy(x) = fy () = 1d (x,9) —d(x', p)l < d(x, x')
Exercice 1.4.1. Soit A une partie de (E,d) montrer que l'application g définit par
gatE—>RY x> ga(x)=d(x,A)

est 1-lipschitzienne.

1.5 Suites de Cauchy et les espaces complets

1.5.1 Suites de Cauchy

Définition 1.5.1. Soient (E, ;) un espace métrique et (x,),eN uUne suite de E. (x,),eN est une
suite de Cauchy ssi

Ve>0,dng €N tg Vp,g € Navecp >ngy q=ng=d(x,,x,) <e.

Proposition 1.5.1. Soit (E, 7;) un espace métrique. On a les propriétés suivantes :
1. (x,)neN convergente dans E = (x,,),eN suite de Cauchy dans E.
2. (xy)nen suite de Cauchy dans E = (x,,),cN est bornée.

Preuve 9. Exercice.

Remarque 1.5.1. La réciproque de proposition précédente est fausse, comme le montrer I'exemple
suivant

Exemple 1.5.1. 1- Soient (u,) et (v,) deux suites dans IR telles que u,, = (—1)" et v,, = cosn.

(u,), et (vy,), sont des suites bornées mais ne sont pas de Cauchy.

2- Sion prend la suite x,, = L dans U'espace 10, 1] muni de la topologie de trace de la topologie

usuelle sur R on trouve que (x,,) est de Cauchy mains n’est pas convergente.

Sous suite

Définition 1.5.2. Soient (x,),cn une suite de E et ¢ une application strictement croissante de
N dans N ¢ : IN — N tel que n — @(n) = ny. La suite (Xp(n))neN S appelle une sous suite (suite
extraite de la suite (x,,),eN)-

Proposition 1.5.2. Soit (x,),eN une suite de Cauchy dans un espace métrique (E, 7). S’il existe
une sous suite (Xy(n))neN convergente vers un élément x € E, alors la suite (x,),eN converge vers
X.

Preuve 10. Supposons que (x,),eN est de Cauchy, alors Ve > 0;dny € IN tel que Vp >g>ngona
d(xp, xq) < 5. De plus (Xp(n))neN convergente vers x conduit a Ve > 0,4 n; € N tg Vop(n) > ng =
d(x(p(n),x) < %, donc pour n, @(n) > max{ngy, n,}, on trouve

&
d(xnlx) < d(xnlx(p(n)) + d(x(p(n),x) < E + 5 = €.
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CHAPITRE 1. LES ESPACES METRIQUES 1.6. COMPLETUDE

Proposition 1.5.3. Soient (E, ;) un espace métrique, x € E et (x,),eN Une suite dans E. x est
une valeur d'adhérence de la suite (x,,),en ss” il existe une sous suite (x, ), converge vers x.

Preuve 11. Soit x valeur d’adhérence de la suite (x,,),en, donc pour tout n € IN et pour tout € >0
on a B(x,e) N A, # 0. On construit une sous suite (x,, ) de (x,) de la maniere suivante :

Pour e = 1,et n =1l existe x, € B(x,1)N Ay et py > 1.

Pour € = % et n=py+1il existe x,, € B(x,%) NAp 1€t pa>pr.

L€ B(x,%) NAp, -1 ce

De la méme fagon, on construit la sous suite Xp,, X .. telle que x

yr e Xp, s ”
qui conduit a d(x, ,x) < % qui implique x, — x.

Inversement supposons qu’il existe (x,, ), C (X,)nen telle que x, — x, et montrons que Ve > 0 et
VnelN ona B(x,e)NA, = 0. En effet soit € > 0, de la convergence de sous suite il existe ny € IN tel
que Vp, € N et p, >ng = x, € B(x,¢), ce qui donne ¥Vn > ngy on a B(x,e) N A, = 0. Pour n < ng

en utilisant la décroissance de la suite (A,), on trouve A, C A,¥Vn < nydonc A, N B(x,¢) = 0.

1.6 Completude

Définition 1.6.1. Un espace métrique E est dit complet si toute suite de Cauchy est convergente.
Exemple 1.6.1. L'espace (IR, |.|) est complet.
Proposition 1.6.1. Un sous espace complet d’un espace métrique est fermé dans E.

Preuve 12. Soit X un sous espace complet de 'espace métrique E, on va montrer que X est fermé.
En effet soit x € X , il existe alors une suite (x,) C X tel que (x,,) tend vers x, ce qui donne (x,,) est
de Cauchy dans X, mais X est complet donc elle converge dans X on déduit que x € X = X C X
d’autre part X C X, donc X est fermé.

Proposition 1.6.2. Tout sous espace fermé X d’un espace complet E est complet.

Preuve 13. Soit X un espace fermé de 'espace complet E. On va montrer que X est complet. En
effet soit (x,,) une suite de Cauchy dans X C E, en utilisant la complétude de E on trouve que (x,,)
converge vers x € E d’apres (1.4.5), on obtient x € X = X ce qui implique X est complet.

Proposition 1.6.3. Un produit fini ou dénombrable d’espaces complets est complet.

Définition 1.6.2. Soit E un espace métrique et f une application de E dans E. On dit que f est
contractante si

Jx€]0,1, Y(x,p)€ E*> =d(f(x),f(v) < xd(x,).

Exemple 1.6.2. Soit E = ([%,oo[,l.l) uns sous espace de (R,|.|) et f une fonction de E dans R
définit par

_2x+6

C 3x+2

f(x)

f est lipschitzienne car sup|f’(x)| = sup|ﬁ| < % <1
xeE x€E

Théoreme 1.6.1. Théoréme de point fixe Si f est contractante sur un espace métrique complet
E, alors f admet un point fixe c-a-d il existe x € E tel que f(x) =X.
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1.6. COMPLETUDE CHAPITRE 1. LES ESPACES METRIQUES

Preuve 14. Unicité

Soit X,y deux points de E tel que x =y et X = f(X) et ¥ = f(V), donc d(x,y) = d(f (%), f(¥)) <
d(X,v), c’est contradiction.

Existence

Soit xy un point quelconque de E, on définit la suite (x,,),, dans E par x,,.1 = f(x,). Ona

d(xp,x1) xd(x1, %)

<
<

d(x3,x5) kd(xp,x1) < k2d(x1, %)

IA

d(xpr1,xp) < r0d (X x,-1) < x"d(x1,X0)

pour p,q € N tel que p >q = dn € N tel que p = q + n, donc

d(xprxq) = ( Xg+nr Xgq )Sd( Xg+nr Xg+n— 1)+d(xq+n 1rxq+n—2)+"--+d(xq+1’xq)
< (K" " P+ i+ 1)xd (xg, x0)
1 J
<
S 1« (x1,X0)

donc

q
lim d (X, X,) = lim ——ad(x;,x0) = 0

g—00 g—oo |l — K

Donc (x,), est de Cauchy dans un espace complet, elle est convergente. 1l existe X € E tel que
X =limx, =lim f(x,_1) = f(X).

Exemple 1.6.3. On prend les mémes données de I'exemple (1.6.2) et montrons que f admet un
seul point fixe. Pour démontrer ¢a il faut démontrer que E est complet et f(E) C E. On a E est
complet car il est fermé dans un complet, donc il est complet Ce qui concerne f(EyCEona
f'(x) = (_;42 < 0, ce qui implique f est décroissante et f(E ]hrnf ), f(3]1=13, 2] CE, donc

3x+2)
f vérifie tous les conditions du Théoréme (1.6.1). En utilisant le Theoreme (1. 6.1) il existe alors
X=f(¥)=>x=V2

Remarque 1.6.1. Toutes les hypothéses du Théoréme (1.6.1) sont nécessaire, comme le montre
I'exemple suivant.

Exemple 1.6.4. 1. Si E =]0,1[ et f(x) = 5. f n'admet pas un point fixe car E n’est pas
complet.

2. SiE=[0,1]et f(x) = Vx?>+1 f n'admet pas un point fixe car f (E

3. Si E un espace metrzque complet quelconque et f(x) = x, tout les poznts estﬁxe car f n'est
pas contractante.
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Chapitre 2

Espaces compacts

Définition 2.0.1. 1. Soient (E,t) un espace topologique et (A;);c; une famille de parties de
E. On dit que (A;);er est un recouvrement de E si E C UA; .
iel
2. On dit que (A;);e est un recouvrement ouvert de E si E C UA; et (A;)ie; C T.
iel
3. Un espace topologique E est dit compact s’il est séparé et si tout recouvrement ouvert de E
contient un sous recouvrement fini ca d

Y(O;)ier Cttelque ECUO; >3] finiCclet EC UO;

iel i€]

Exemple 2.0.1. 1. Si E un ensemble fini munit de la topologie discréte, E est compact.

2. R n'est pas compact, car R= U |—mn,n[ et on peut pas extraire un sous recouvrement fini
nelN

de cet recouvrement.

2.0.1 Ensembles compacts

Définition 2.0.2. Soient (E, ) un espace topologique séparé et A une partie de E.On dit que A
est compacte ssi (A, T4) est compact.

Proposition 2.0.1. Si E est compact et si F est une partie de E, donc on a I’équivalence suivante :
F est fermé de E < F est compact de E.

Démonstration. =? Supposons que F est fermé et montrons que F est compact de E. Mon-
trons tout d’abord que F est séparé, soit x et y deux points de F C E, donc il existe deux voisi-
nage V, € V(x) et V, € V(y) telsque V,NV, =0.Ona V, € V(x) > 30, € T tel que x € O, C V,
la méme chose pour V) il existe O, € 7 tel que y € Oy, C V,, . Posons W, = FN Oy € 1

et Wy=FNO, €tg et W,NW, =0, donc F est séparé. Montrons maitenant pour tout
recouvrement ouvert de F on peut extraire un sous recouvrement fini . Soit (A;);¢; un re-
couvrement ouvert quelconque de F, posons O = CgF, donc (O, (4;);cr) est un recouvremnt

ouvert de E, on peut extraire un sous recouvrement Ay, A,, ...,A,telque ECO U A,
1<i<n

donc F C U Aj ce qui donne le résultat.
1<i<n

&? Supposons maitenant que F est compact et montrons que F est fermé. Pour prouver
que F est fermé, il suffit démontrer que Cf est un ouvert cad est un voisinage de chacun

de ses points. Soit x € CE, donc ¥y € F il existe deux voisinage ouverts disjoints V, €V(y)
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et Vi, € V(x). La famille (V}),cr est un recouvrement ouvert de F donc il existe un recou-
vrement fini (V,,)1<j<, telque FC U V,.Posons V.= N V,, €V(x)et VNF =0, donc

1<i<n 7 1<i<n Y
x € V. CE ce qui implique que F est fermé. N

i

Définition 2.0.3. Une partie X d’un espace topologique séparé E est dite relativement compacte
si elle contenue dans une partie compacte de E.

Remarque 2.0.1. 1. Toute partie compacte A d’un espace topologique séparé (E, T) est fermé.

2. Soient (E, ) un espace topologique séparé et K, K’ deux parties de E. Si K C K’ telle que K
est fermée et K’ est compacte dans E, alors K est compacte dans E.

2.1 Espace Metrique compact

Définition 2.1.1. Soit (E, ;) un espace métrique. On dit que (E, t;) est compact ssi toute suite
(X,)nenN d’éléments de E admet une valeur d’adhérence.

Lemme 2.1.1. Soit (E, t4) un espace métrique compact, alors pour tout réel strictement positif a,
on peut recouvrir E par un nombre fini de boules de rayon a.

Démonstration. Démontrons par contraposition. Supposons qu’il existe un réel strictement
positif a tel que l'on ne puisse recouvrir E par un nombre fini de boules de rayon a. Soit
Xo € E quelconque, il existe x; € E\B(xq, @), donc d(x(, xy) > a, par supposition E = B(xg, a) U
B(xy,a), il existe alors x, € E\B(xp,a) U B(x1, ), de la méme facon,on construit les points
X0, X1, Xy tels que d(x;, x;j) > @, Vi = j. Par hypothese 1<LiJ<nB(xi,a) # E donc il existe x,,,1 €

E\ U B(x;,a), par récurence, on construit la suite (xn)neﬂ\_] telle que d(x;,x;) > a Vi # j. Une
1<i<n

telle suite n’a pas de valeur d’adhérence. D’oti le lemme. N
Remarque 2.1.1. Si (E, t;) est un espace métrique compact, alors il est borné.

Proposition 2.1.1. Soit (E, t;) un espace métrique compact, alors il est complet.

Démonstration. Exercice. [

Théoreme 2.1.1. Soit (E, t;) un espace métrique complet. Si pour tout € > 0, on peut recouvrir E
par un nombre fini de boules ouvertes de rayon &, alors E est compact.

Les parties compactes de R

Théoreme 2.1.2 (Bolzano-Weierstrass). Les intervalles fermés [a,b] sont des parties compactes
de (R, |.]).

Comme conclusion on trouve le lemme suivant :

Lemme 2.1.2. Les parties compactes de (R",d,) sont les parties fermées de R" incluses dans un
pavé [a,b]".
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2.1.1 Larelation entre la continuité et la compacite

Théoreme 2.1.3 (Heine). Soit (E,d) et (F,d’) deux espaces métriques et f une application conti-
nue de E dans F. Alors pour toutes partie compacte A de E, f (A) est une partie compacte de F. De
plus si E est compact, alors f est uniformément continue.

Corollaire 2.1.1. Soient (E, ) un espace topologique compact et f une application de E dans R
Si f est continue, alors f est bornée et atteint sa borne supérieure et sa borne inférieure.

Démonstration. Exercice. L]
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