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@ Les espaces métriques

© La géométrie d’'un espace métrique
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Un apercu historique

Les espaces métriques sont introduits par M. Frechet en 1906,
peu de temps apreés, F. Haussdroff les développez. L'idée de ces
espaces est née a l'analyse des principales propriétés de la
distance usuelle. L'extension des propriétés de l'espace
euclidien aux espaces métriques introduit un langage
géométrique dans de nombreuses questions d’analyse et de
théorie des nombres (comme les voisinages, la limite et la
continuité, ..).

L'étude des espaces métriques est une excellente introduction
a la topologie générale.
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Distance sur un ensemble

Définition 1.1 (Distance sur un ensemble)

Soit E un ensemble non vide. On appelle distance toute
application

d:ExE—->R" (x,y)—d(x,y)>0

telle que
1- Y(x,y)€E?, d(x,y)=0&x=y.
2- Y(x,y) € E?, d(x,y)=d(y,x)symétrie
3- Y(x,y,z)€E3, d(x,z)<d(x,y)+d(y,z), la1®€inégalité
triangulaire.

le couple (E; d) s’appelle un espace métrique. .
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Les espaces métriques

Exemples
Exemple 1.1
1- On muni R de la distance usuelle d(x,y) = |x — y| avec
x,y €R
2- Soit E un ensemble quelconque non vide. Pour tout x,y € E,
on pose
) 1sixzy
dlxy) = O0six=y

(E; d) est un espace métrique, d s’appelle distance discréte
surE.
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Exemples

Exemple 1.2

3- Soit E = R" on définit les distances suivantes :
V(X,Y) e (R")? avec X = (X1,X2, .., Xp) €LY = (y1,Y2, e V1)

di(X,Y) = Z'Xi_yil

1<i<n

d>(X,Y)

doo(XlY) = max|x; -y

1<i<n
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Propriétés d’'une distance

Proposition 1.1 (Propriétés d'une distance)

Soit (E, d) un espace métrique. Les assertions suivantes sont
satisfaites

i- Y(x1,%2,...,%x,) € E" on a

d(xlrxn) < Z d(Xi,X,'+1)

1<i<n-1
i- Y(x,y,z)€E3, ona
ld(x,z) - d(z,y)| < d(x,y) (0.1)
c’est la 2°M¢ inégalité triangulaire.
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La preuve

Preuve 1.1

L'assertion i) est une application directe du 1" inégalité
triangulaire de la définition. Pour démontrer ii) il suffit
démontrer que :

—d(x,y)<d(x,z)-d(z,y) < d(x,y); Y(xy,z)€E> (0.2)

Du 1°¢ inégalité triangulaire on a

d(x,z)<d(x,y)+d(y,z) > d(x,z)—d(z,y) < d(x,y).

De plus d(y,z) < d(y,x)+d(x,z) = —d(x,y) < d(x,z) - d(z,y)
combinant les deux derniéres inégalités on obtient (0.2).
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Exercices d’application

Exercice 1.1

Soit E = C([a, b],R) 'ensemble des fonctions continues sur
[a,b] a valeurs réelles. On définit sur E l'application d par :
Vf,geE; d(f,g) = maxs<x<plf(x)—g(x)|. Montrer que d est une
distance sur E.

4

Exercice 1.2

Considérons le méme ensemble E, et on définit 'application d
par:

Vf,g €E; I |f(x) x)|dx. Montrer que d est une
distance sur E

Exercice 1.3

Soit d une distance sur E. Montrer que 0 = 15 est une distance
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Les espaces métriques

Solution d’exercice 1.1 (Solution d’exercice 1)

Rappelons d’une part que toute fonction continue sur un borné
est bornée de plus atteint sa borne, d’autre part la différence
entre deux fonctions continues est continue. Donc d est bien
définie. On passe maintenant a la démonstration du 3€™¢
points de la définition.

1- Soit f, g deux éléments qlgs de E tel que d(f,g) =0, donc
max,<x<p|f(x)— g(x)| = 0, comme la fonction |f(x) — g(x)| est
positive et |f(x) — g(x)| < max,< <p|f(x) — g(x)| pour tous
x € [a,b], on trouve |f(x)— g(x)|=0 Vxe€[a,b] grace aux
propriétés de la valeur absolue sur R on trouve
f(x)—g(x)=0 Vxe€][a,b], doncf=g.

2- Grace a la symétrie du valeur absolue sur R, on trouve
d(f,g) =d(g,f).
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Les espaces métriques

Solution d’exercice 1.2 (La suite de solution)

3- Vf,g,heE,ona
[f(x)—g(x)| = [f(x)=h(x)+h(x)=g(x)| < [f(x)=h(x)|+|h (x)—g(x)],
d’otl le résultat

Combinant les trois propriétés,on trouve que d est une distance
surkE.

v

Solution d’exercice 1.3 (Solution d’exercice 2)

Pour le 2°™¢ exercice, on suit la méme méthode que l'exercice 1.

v
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Les espaces métriques

Solution d’exercice 1.4 (Solution d’exercice 3)

Pour le 3°™¢ exercice, il suffit démontrer l'inégalité triangulaire.
En effet
Notons que

1+d(x,y) 1+d(x,y)
de plus
d(x,y) <d(x,z)+d(z,y),
donc
1+d(x,y) ~ 1+d(x,z)+d(z,y)

Par l'unification les dénominateurs, on trouve le résultat.
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Distance entre deux parties et diametre

Définition 1.2 (Distance entre deux parties)

Soient A et B deux parties non vides d’un espace métrique
(E, d). On définie la distance entre les deux parties A et B par

dist(A,B)= inf d(x,y)

X€EA;yeB

Remarque 1.1

1- SiA ={a}, ontrouve d(a,B) = ingd(a,y).
ye

2- SiANB =0, alors dist(A,B) =0.
3- Lapplication dist : P(E) x P(E) — P(E) dans R* n’est pas
une distance sur P(E).

4
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Distance entre deux parties et diametre

Définition 1.3 (Diamétre)
Le diamétre d’un sous ensemble non vide A de E est le nombre
réel positif

diam(A) = sup d(x,y)
X,yEA

On dit que A est borné si diam(A) < co.
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Exemples

1- Soient (R, d,), A =] —o0,2] et B =[2,4]. La distance entre A

et B est dist(A,B) = inf,ca yep d(x,y) = d(2,2) = 0.

2- On muni R par la distance discréte c-a-d d : Rx R —» R

telle que
1l sixzy

d(x,y):{ Osix=y

Soit A = {a} et B une partie non vide de R. Donc

dist(A,B) = infd(a,y) =

O siaeB
yeB

1 sinon
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Exemples

3- Soit (R?, d»), avec d> est la distance Euclidienne (voir ci
dessous) sur R?. Si A est le triangle de sommets (0,0),(0,1)
et (2,0). Le diamétre de A est

diam(A) = sup  dy((xa,y1) (x2,¥2))
(x1,y1)(x2,y2)€A

sup \/(X1 —x2)% + (y1 —y2)?
(x1,y1 ) (x2,y2)€A

d>((0,1),(2,0)) = V5.

AW EVETS (S VSR SR G E R ERE RIS ntroduction a la Topologie L2 Maths — Chapi 13 décembre 2020 16/21



Distance induite, Distance produit

Définition 1.4 (Distance induite)

Soient (E, dg) un espace métrique et A une partie de E. On
définit la restriction dy : A x A — IR telle que

Y(x,y) € A% ds(x,y)=dg(x,y). ds est la distance induite par dg
sur A et (A, d,) est un sous espce métrique de (E, dr)

Définition 1.5 (Distance produit)

Soient (Eq, dg,) et (E,, dg,) deux espaces métriques. On peut
définir des distances sur l'espace produit E = E; x E; comme
suit : VX =(x1,y1), Y =(x2,¥2) € E

di(X,Y) = dg, (x1,%2)+dg, (Y1, ¥2); do(X,Y) = \/C’E1 (x1,%2)? + d, (y1,)

deo (X, Y) = max{dg, (x1,X2), dg, (y1,¥2)}-
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Boule ouverte, fermée et la sphéere

Définition 2.1 (Boule ouverte, fermée et la sphére)
Soient (E, d) un espace métrique, a € E et r > 0.

1- La boule ouverte de rayon r et de centre a est défini par :
B(a,r)={xe€kE,/d(x,a)<r}.

2- La boule fermée de rayon r > 0 et de centre a est défini par :
Bf(a,r)={xe€E,/d(x,a) <r}.

3- La sphére de centre a et de rayon r est défini par :

S(a,r)={xe€kE,/d(x,a)=r}.
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Exemples

Remarque 2.1

Remarquons que B¢(a,r) = B(a,r)US(a,r)

Exemple 2.1

- Soit d,, la distance usuelle surR. On a
a- La boule ouverte de centre a et de rayon r est

B(a,r)={xeR,/|Ix—a|<r}=la-r,a+r]|
b- La boule fermée de centre a et de rayon r est
be(a,r)={x €R,/|x—allegr} =[a—r,a+r]
c- La sphére de centre a et de rayon r est

S(a,r)={xeR,/|x—-al=r}={a-r,a+r}.
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Exemples

Exemple 2.2

- Sid est la distance discréte sur R, on trouve
Bf(a,r)=B(a,r)={a} etS(a,r)=0si0O<r<1.
Bf(a,r)=E, B(a,r)={a}etS(a,r)=E\{a}sir=1.
Bs(a,r)=B(a,r)=E etS(a,r)=0sir>1.

Remarque 2.2

De l'exemple précédent, on constate que les boules différent
selon la distance définie sur 'ensemble.
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___ Lageomeiricduncspacemétique
Remarques

Remarque 2.3

Les boules ne sont pas toujours rondes , ceci est illustré par les
figures de l'exemple suivant :

Dans R? les boules fermées de centre O et de rayon 1 sont:
B4(0,1) = {X
B4,(0,1) = {X
B4 (0,1) = {X

(x,y) € R? /dy(X,0) < 1} = {X € R? /]x| +|y| < 1}.

(x,y) € R? /d(X,0) < 1} = {X € R? /max{|x], |y

> fo— fbess >

B1(0,1) | B7(0,1) | B&(0,1)

4
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(x,y) € R? /ds(X,0)< 1} = {X e R? /\/x2 +y2 < 1

——
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