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Puisque D = {(,00050, psinf) : 1 < p<2cosf, 0<0< %}, on a
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Puisque D = {(pcosf, psinf) : 0 < p < 2(1 +cosf), 0 < 0 < 2r},
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Posons F =0,1[ x |—1,0[. Alors,
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Posons, pour 0 <t < 1 :
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Posons D = {(z,y) e R? 1z, y > 0, 2? + y* < 4}. Alors,
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Posons D = {(z,y) e R* : 2 +y? <1, 0 <y < z}. Alors, en faisant le
changement de variables z = pcosf et y = psinf avec 0 < p<let 0 <0 < 7,
on peut écrire
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Posons D = {(z,y) e R?: 2 +y? <1, 0 <y < z}. Alors, en faisant le
changement de variables z = pcosf et y = psinf avec 0 < p<let0<0 < 7,
on peut écrire
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Posons D = {(z,y) € R? : (zx—a)?+y* < a®, y > 0}. Alors, en faisant
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Posons D = {(z,y) e R? : 1 < 2? +y*> < 4, 0 <y < z}. Alors, en
faisant le changement de variables x = pcosf et y = psinf avec 1 < p < 2 et
0 <0< %, on peut écrire
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6 NG 24 Véx
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Puisque D = {(pcosf, psind) : 0 < p < 2r(1 + cosh), 0 < 6 < 2},
on a

27 2r(14cos ) 27
Aire(D) = // dx dy = / d0/ pdp = 2r2/ (1 + cos0)* do
D 0 0 0

3 . 20 27
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Posons Dy = {(pcosﬁ, psind) : 0 < p < aveos20, 0 <0 < g} Alors,
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Puisque D admet la premiére bissectrice y = = pour axe de symétrie,
on peut écrire

[y 7 s 0= 1], 767 e

ce qui entraine, entre autres, que

Aire(D // d dy — / fz zdxdy // f(x Ly dwdy

ou encore // ﬁ dx dy = Air(;(D) = 2.

f:zz+5f
Z‘

Par conséquent / ) drdy = 14 .

Pour commencer, on va supposer que les deux fonctions f et g sont
linéairement dépendantes et que g # 0 (sinon 1'égalité est évidence). Alors, il
existe un nombre réel A tel que f = Ag et I'on a

(/ | f@ve(zy) dxdy)2 _ ( //D o e.0) dxdy)z
_ (//DfQ(:v,y)dxdy) (//Dg%c,y)dxdy),

Montrons a présent la réciproque. Pour cela, considérons la fonction auxiliaire
F : R — R définie par

—//D(ertg)Q(w,y) dx dy
:t2//DgQ(x,y)dxdy+Qt//ng(x,y)dxdy+//sz(x,y)dxdy

et supposons a nouveau pour la méme raison que g # 0. Alors,

// 9*(z,y)dx dy > 0
D

/ fo(z,y)dxdy
D

_//DgQ(x,y)dwdy,

on obtient F'(a) = 0; ce qui entraine que f + ag = 0 ou encore que les deux
fonctions f et g sont linéairement dépendantes.

et, en posant
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P pa
Rappel :Va,b>0:ab< @ + — (ex. 5.233 vol. 1).

p q
Puisque pour f = 0 ou g = 0 le résultat est évident, on fera I’hypothese

supplémentaire que f # 0 et g # 0. Alors, Ip(|f|P) > 0 et Ip(|g|?) > 0. Ainsi,
puisque pour tout (z,y) € D :

F9l(x.y) el Je@y)’

(I (PP (o (gl P " a(inal?)

// Ifg|(w,y) dz dy

(In(1£1P)) (ID(|g| ))

//‘fxy)| dx dy //‘ga:y|dxdy

1
p(In(1f1)) In(lgl”)  »

on a

=1

+

|

ouencore [ [ \fel(z.v) dody < (ID(|f|p)>% (I (Igl?)) .

Puisque pour p = 1 ou |f + g| = 0 le résultat est évident on fera les
hypotheses supplementalres que p > 1 et |f + g| # 0. Ainsi, en constatant que

pourq—p— —+——1et

|f + 9P =1f +gllf +glP~" <IfIIf + Pt + gl If + g/~

on peut écrire, en utilisant l'inégalité de Holder (exercice précédent), que
In(|f +9lP) < In(If] |f+9|p_1) JFID(|9| |f+g|p_1)

< (I (1) 7 (In(If +g17) 7 a (10 (191"))? (In(f + 1)) 7

ou encore ([D(|f+g|p))% < (ID(|f|p))% + (ID(|g|p))%.

En effet, en posant £ = {(z,t) e R? : |z| <1, z— 1<t <z + 1}, on
obtient, puisque la fonction est paire, que

//Df(fﬁ—y)dwdy—/_ll d:c/_llf(x—y)dy—/_11 da:/wilft dt
:/ J‘?(t)dzycolt:/O dt 1+tf(7f)clac+/2 dt 1 f(t) da
E 9 1 0 .

:/0(2+t)f(t)dt+/2(2—t)f(t)dt:2/2(2—t)f(t)dt.

0 0
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/t:x—l-l

E t=x—1

Soit g : R% x R% — R la fonction définie par

otr) = | " fr,s)ds.

Alors, pour tout (z,y) € R} x RY :

OF v °F
a—w(x,y)—g(x,y)—/O f(z,s)ds et 920y (z,y) = f(2,9).

De méme, pour tout (z,y) € R% x R* :

2

@ = [ o= [ feadre 2 @) = fw).

En faisant le changement de variable ¢t = 1+ p?, on peut écrire que pour
tout k € N* :

In(1 + 22 + 42 27 kIn(1 4 p2 L+ 1 ¢
// n(l +2 +y2)dxdy_/ dg/ lrl(7+dep_7r/ e g
B(o.k) (1+ 22+ y?) 0 o (1+p?) 1 14

- 1n(1—i—/€2)Jr 1 1)
R ™ 1+ k2 ’

ce qui donne, par passage a la limite,
In(1 2 2 In(1 2 2
// n(l +2 +y2)dxdy: lim // n(l +2 +y2)dxdy:7r.
2 (1422 +4?) h=too J/Bok) (1+22 +y?)
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Posons Dy = |-k, k[ x |—k, k[ avec k € N*. Ainsi, puisque pour tout
k>0:

dz dy koode ? kot ?
//D (1+22)(1 +1?) (/_k1+t2> (/0 1+t2> e

on obtient, par passage a la limite,

dx d
// e =4 lim Arctg’k =72.
]R2 1 + .%‘2 1 + yQ) k——+o0

Posons Dy, = |—k, k[ x |—k, k[ avec k € N*. Ainsi, puisque pour tout

k>0:
2 2
// dz dy B /’“ e\ _, /’f dt
p, M+ +yh)  \Jopt+et)]  \Jo 1+

on obtient, par passage a la limite (ex. 6.81 vol. 1),
// dx dy — im // dx dy B 7r_2
e (L+zY)(1+yh) kot ))p, (L+aH)(1+yt) 27

Posons Dy = |—k, k[ x |—k, k[ avec k € N*. Ainsi, puisque pour tout

k>0:
// ¢ dxdy—/ dx/
p, 1+

on obtient, par passage a la limite (ex. 4.39),

2 2

e * e T
drdy = lim dedy = 7/7.
//Rzlﬂﬂ Y k%+oo//pk1+y2 y=m/m

k
dy = 4Arctgk/ e dx ,
0

Puisque pour tout (z,y) € R? : }e*(‘”%y?) cos(z? + y2)| < e~ @HY?) ot

21 k
e~ @) g dy — 1 dg/ 0 hdo — 7 i 1— k) =
Ty Py

on a, d’apres le critere de comparaison, que

/ |e*(”“"2+y2) cos(z? + y2)| drdy < +00;
R2
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ce qui nous permet d’écrire, en constatant que pour tout k € N* :

27 k
// e~ @) cos(a? + y2) d dy —/ d0/ e="" cos p*pdp
B(0,k) 0 0

K2 T 2
:71'/ e ‘costdt = §e_t(sint—cost)‘ =
0

g (e_kz(sin k? — cos k%)
0

que

// e~ (@ +v?) cos(2? + y?) dz dy
R2
= lim // e~ @407 cos(a? + ¢2) da dy = T
k—4o00 B(O,k) 2

Soit f : R? — ]0, +oo[ la fonction définie par

+1)

1492
1) Posons Dy, = |—k, k[ x |—k, k[ avec k € N*. Ainsi, puisque pour tout k& > 0 :

2
/ fxyd:cdy—/ dy/ Lty 5 dx
Dy (1 +yh) 1+(1+y2) xQ)

k- Arctg(k(1 + k +oo
—2/ rcg((4y))dy<27r/0 dy <27T/0 _dy

—k I+y L4 y4

on a / f(z,y)dxdy < +00.
R2

2) Soient & > 0 et g, : R — R la fonction définie par

14 a?

90 =130z

“+o0

14y’

Alors, pour tout |y| < aettout x € R: 0 < f(x,y) < ga(x,y) et / 9a(x) dx

— 00

= 7(1+a?). Ainsi, les hypothéses de la proposition 4.15 étant vérifiées, on peut

écrire (ex. 6.81 vol. 1)

/RQf(fv»y)dxdyz/_:Ody/_jf(w,y)dw

+o0 +o0 1+y2 +o0 dy
:/ dy/ 5 dx = 271'/ 1
—o0 —oo (1 +yh) (1 + (1 +9?) xz) o 1ty

— %(1 In v V2l + Arctg <\/§y— 1) + Arctg (\/§y+ 1>>

400

V2 —V2y+1
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dx dydz 1w 1=y
dq; dy
x+y—|—z+1)2 (ac—i—y—l—z+1)
1—x
d —+—d
/ “’/ ( 1+ +y> Y
:/ (x_1+1n2 ln(l—i—fv))da:
0 2

1

_ (M +2(1+1n2) - (z+1)In(1 —l—x))

*z

3

4 0

lm
4.72 /// 2?2 + y? dxdydz—/dx/ dy/ :C +y
1
/dx/ (1—2x)(z —i—y)dy——/(l—x)x dxzﬁ.
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Puisque

D = {(psinycos®,psinysinf, pcosy): 1 <p<2,0<0<2r, 0<y <7},

drdud 2 ™ 2
ona// s A —/ d9/ d’y/ psinvydp = 6.
D Va2 +y? + 22 0 0 1

dx dy dz ! dy dz
e /// :/ dx//
pV(@—22+y2+22 J B(ovI—a?) /(= 2)2 + 2 + 22
1 27 V1—x2 p
—/ dx/ d9/ dp
-1 Jo 0 Vi(x —2)2+ p?

1
—27r/ (VB—dz+x—2)de
1

(5—4z)® a?
=2 - 4+ — —9
7r< 6 —+ 2 X

1

—1

0

1 1 21 1 7
:_// (4—w2—y2)dwdy=—/ d9/(4—p2)pdp=
2 J B, 2 Jo 0

™
1 .

[4_22_y2
/// zda;dydz—// / zdz | dz dy
D B(0,1)

z
a8

9 z=+4—p

—=

=N

277”7
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4—x2—y2
/// zdxdydz:// (/ zdz) dx dy
D B(0,2) \J0
1

2m 2
// (4—x2—y2)2d:vdy:1/ d0/ (4—p2)2pdp:32—7r.
2 JJB(o,2) 2 Jo 0 3

2—x—y
/// \/x2+y2dxdydz:// (/ \/x2+y2dz>dxdy
D B(0,1) \Jo
:// (2—x—y)vVa?+y?>drdy
B(0,1)

2 1
:/ d9/ (2 — pcos — psin@)p® dp
0 0

:/27r (g_cosﬁ+sin0>d9:4_7r.
s \3 4 3
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3
/ dz // 2(2® +y?) dx dy
0 B(0,z)

[ar)
-H

ZE sl

=S A
2\

XN
=

N

/]
i

<z< 3—p2},

P
2

(pcos® + psinf + 2)?pdb

2
-35-

dz

)

4.78 /// 2(2? + %) de dy dz
D

3| H o 5
| v =
s e
IR 777/ [ ;
—~ \F < u
Cle \EPLZzZzZz < .
. < g
o Y —<
w 0 &g T g 0 I
o D) W
= g % +
— Z s ¥
__ - ~q
= . —J
5 S = —

0?22

p(

V2 3—p2
27?/ dp/2
0 e



Posons
E = {(pcos@,psinﬁ) V2 < p<2V2(cosf +sinh), 0 < 0 < g}

Alors

2v/2 (cos f+sin 6)
/// dxdydz:// x+y dxdy—/ d9/ (cos O+ sin ) dp
b 22+ 12 :c2+y

= \/5/ (2(cos @ + sin@) — 1)(cos 6 +sin0) df = 7v/2.
0

AY

Y
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