Etude de 12 séries numériques.

Exercice 1

Préciser la nature des séries numériques de termes généraux respectifs :
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Solution.

1°/ Premiére série.

1
u = .
1 opd g2

La série numérique u_est majorée par la série convergente —, donc elle est convergente.
7

La série numérique de terme général u_= est convergente.
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2°/ Deuxiéme série.

Pourn>1,In(m)<n=>_L >1
Inln) &

La série numérique u est minorée par la série divergente Pt donc elle est divergente.

. : . 1 :
La série numérique de terme général u_= Tl St divergente.

3°/ Troisiéme série.

1
u =

" q‘{[(:r1+lll(ng+2)'

1
Lorsque n tend vers l'infini, n u_est équivalent a E et tend vers 0.

Donc la série numérique de terme général u _ est convergente.

- - . 1
La série numérique de terme général u = est convergente.

n,f(n+ N{n?+2)

4°/ Quatriéme série.

()"
u,= nl '

54

Lorsque n tend vers l'infini, n ! est équivalenta 2 n [ﬂj " (formule de Stirling).
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La puissance I'emporte sur le logarithme, donc n u _ tend vers 0 et la série de terme général u_est

nu_estéquivalent a

convergente.
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5°/ Cinquieme série.
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Un— 17"
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Lorsque n tend vers l'infini, 1 tend vers 0, cos [lj est équivalenta 1 — %
M 7 2n

2 —cos [l) est équivalenta 1 + _1 .
# 2 ne

1 h
nu_estéquivalentan 2n? =¢ 2n?
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La puissance I'emporte sur le logarithme, donc — tend vers O et nu_tend vers 1.

14 . N ]. r . . .
u estéquivalent a o> Serie harmonique, divergente.

Donc la série numérique de terme général u_est divergente.

La série numérique de terme général u_= ry est divergente.
2 —cos| =
i

6°/ Sixiéeme série.

_ afm+ Di{am+2)
Y a1l —ofu+inln)

n+1)n+2) st équivalent a 1, série harmonique, divergente.
ne — o+ n(a) #

Donc la série numérique de terme général u_est divergente.

Lorsque n tend vers l'infinti,

a+llin+ )

7e — o+ In i)

est divergente.

La série numérique de terme général u_=




7°/ Septiéme série.

_ cosm

o7 s 1)

Lorsque n tend vers l'infini, | _“%5% | < I <1,
alp+1)|  #le+l]  z2

O 7. . 4 y . ].
La série numérique u _est majorée en module par la série convergente —, donc elle est convergente.
#

+1

[ [ . (el
[a série numérique de terme général u = Py est convergente.

8°/ Huitiéme série.

un:3 ni+ln _J ni-1,
1 1
Lorsque n tend vers l'infini, (n3+ 2 n):=n [1+ _Ej] 3 est équivalent a n [ 1+ _2_ J,
"

3
1 1
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T 2
pgz 4
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Comme la serie de terme général £ est divergente (série harmonique), la série de terme général u

est divergente.

La série numérique de terme général u_= %f niein - J n?-1 est divergente.




9°/ Neuviéme série.

nl
Lln— H—n

Lorsque n tend vers l'infini, n ! est équivalenta [7qn (EJ " (formule de Stirling).

=
n! o . _
— est équivalenta ./ 2171 7",
FI

n

(. \ E
nu_estéquivalenta +2x nze "
L'exponentielle I'emporte sur la puissance, donc n u_tend vers 0 et la série de terme général u_ est

convergente.

10°/ Dixiéme série.
u = sin (n).

Soit r un nombre réel compris entre — 1 et 1.
rest un point d'accumulation (i.e. valeur d'adhérence) de la suite (u ) _ .

Ce qui veut dire que, pour tout € > 0, on peut trouver des entiers n, aussi grands qu'on veut, tels que |
sin(n)—r|<e.

Il en résulte que u_ne tend pas vers 0 : donc la série de terme général u_n'est pas convergente.

La série numérique de terme geénéral u_= sin (n) est divergente.




Séries numeériques

Exercice 1. Etude de 8 séries numériques.

Etudier les séries numériques suivantes:
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Solution.

1°/ Premieére série.

Soit u = | etSnz u,.
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e 1
Lorsque n augmente indéfiniment, P tend vers 0 et S tend vers 2.
#

Donc la série de terme général u_ est convergente et sa somme est 2.
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2°/ Deuxiéme série.

r g r 14 . .

Décomposons en éléments simples :
(3H+1H3H+4)

~ 9 _3[ 1 1 J
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e 1

Lorsque n augmente indéfiniment, 55— tend vers 0 et S tend vers 42

" -~ 3
Donc la série de terme général u estconvergente et sa somme est I

3°/ Troisiéme série.
in-1
3
ns3 n[n - 4]

Décomposons _£7—1 en éléments simples :

n[nz-—4]
_dn-1 |3 1 5 1 1. 1] 1 3 2 5
u _—_(Exm—z_Exm+2+ixﬁ]_§[ﬁ+ﬁ_m]

n[ng-—4]

PR | I 5 |,y 3 . _2 5
Upeor "W — 3l 9%=3 T 9k-1 Fk+1 gl dk—1"4k+1 4k+3



=1 3 o+ 5 _ 3 _ 5
gl 4k-3 4k-1 4dk+1 4k+3
ik=n

k=n
_3 5
Zl (u4k_.+u4k_:,)—§; [4 4;:+1] Z [45:—1 41:+3J

1
k-
=31~ 1 J+s5[1_ 1 113+5
2 4+l al3 d4n+3 f gld4r+l 4nr+3

_y_3 2 3 i3, _2 5
Uy T U= 5|l Tk-2173% " Th+2 ) T3l 3k T 3k+2 Tk+4a

k=1

1_ 1 —11_1f 3 5
4 4n+d 32 gld4n+l 4?2+4

(1 1 SN 1
_ 3 5] L S
Z (”4k+“4k+z)‘§z [4&—24@2]*@ [4k4k+4]

Enz Z (u4k—] + u4k+ u4k+l + u4k+2)

+111[3+3+5+5]
g

32 dn+l 4dn+2 4dr+3  4dn+d

2
i 3 . 3 . 5 L 5
a5 gk 4n+l 4n+2  4n+3 dn+d

e 1 3 3 5 5
Lorsque n augmente indéfiniment, — E( 7+l T 3nsd T ans3 T insa ] tend vers 0 et 2 tend
vers 19,
96
k=n
Posons S = Z u, et soit mla partie entiére de %1.
k=3

Comme les u, sont positifs pour k>3, S est compris entre X et X

k :ZmSSn<Zn

m+ 1 m+1°

Lorsque n augmente indéfiniment, mtend vers l'infini, 2 tend vers 5= 9 ﬁ’ ¥ . tend Vers donc S,

tend vers ;% (théoreme des gendarmes).

r r 19
Donc la série de terme général u ,nz 3, est convergente et sa somme est 7= TR



4°/ Quatrieme série.

|
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Lorsque n augmente indéfiniment, 1 tend vers 0.

: : . 1
Puisque la fonction tangente est continue en 0, tan i1 tend vers tan0=0, et S_tend vers tan 1.
b

Donc la série de terme général u est convergente et sa somme est tan 1.

5°/ Cinquiéme série.

De la formule tan (a + b) = tana+tand 645 déduisons, avec a = Arctan x et b= Arctan v, la
1-tana tanb

formule :

Arctan x + Arctan y= Arctan 15'5 t¥
“xy

Pour x=n+ 1 et y=— n, cette formule devient :

Arctan (n+ 1) — Arctan n= Arctan .
R +n+l



-
Il
=

S = u, = (Arctan2 — Arctan 1) + (Arctan 3 — Arctan 2) + ... + (Arctan (n + 1) — Arctan n)

n
=1

= Arctan (n+ 1) — Arctan 1 = Arctan(n+ 1) — T.
4

=

Lorsque n augmente indéfiniment, Arctan (n+ 1) tend vers % et S_tend vers

2| =
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6°/ Sixiéme série.

> mﬁl.

nx2
u =(1)"In ﬂi—( 1) (In (n+ 1) = In(n— 1))
k=n
Soit P = u, =In2n+1)
k=1
k‘=
Soit I = Uy, =—In2n+2)+in2
=1

Soit m la partie entiere de #.

2
k=n

Lorsque nest pair (n=2m), S = 2 u estégalaP +1
k=1

m-1"

S”=In(2m+1)—In(2m)+ln2=fn2+fn[l+%J
k=n

Lorsque nest impair (n=2m+1), S = 2 u estégalaP +1 :
k=1

Sn=ln(2m+1)—In(2m+2)+]n2=ln2+ln[l—%J

Que n soit pair ou impair, on a toujours :

1n2+m[1—l]5$ smz+m[1+l]
# n 7

Lorsque n augmente indéfiniment, Ttendvers 0, 1 + ! tend vers 1, 1 — ! tend vers 1.

b 72 7

Comme la fonction logarithme neperien est continue en 1, In [ 1+ l] tend vers In 1 =0, In [

n

] =il
2

1



tend vers In 1 = 0.
In2+ In [ 1- F_% J tend vers In2, In2 + In [ 1+ % J tend vers In 2, donc S tend vers In 2 (théoréme

des gendarmes).
Donc la série de terme général u est convergente et sa somme est In 2.
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7°/ Septiéme série.

>

n =0

1

C'est une série géométrique de premier terme 1 et de raison e~ <1

Elle est donc convergente et sa somme est ;1 =_¢€ .
1- &~ g—1

7“:i
Ze g—1°
n =0

8°/ Huitiéme série.

n

Pl
|
= n
n
FE
u:_:EX_ﬂ X”.XEXE_
n gl 2 a1 2 1

Tous les termes du produit sont supérieurs ou égaux a 1 : le produit u _est donc supérieur ou €gal a 1

;. ’ ’ Hn . I4 r
et la série de terme général u_= — est divergente parce que ce terme général ne tend pas vers 0.
7l

iy n .
La série E ®_ est divergente.

nl
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séries numeériques.

Exercice 1. Etude de 7 séries numériques.

Etudier la nature des séries numériques de termes généraux respectifs :

a4l nin(m b -nt R
@[2H+J J[ng (e
cycos(n fn?yns2) Q)%eine,avecnzl.
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Solution.

1°/ Premieére série.
241 ninim
U™ [2 n4+ 1] )

Lorsque n tend vers l'infini

s+ 1 . .1 o .
» T oSt équivalent a - U, est équivalent a Jnhn < on

Or la série de terme général _L est une série géométrique de raison ! < 1, donc convergente.
21 2

Donc la série de terme général + > (0, majorée par une série convergente, est convergente,
2 ninn

et la série de terme général u , équivalente a une s€rie convergente, est convergente.

2n+

‘o . ‘s o+l 7 ()
La série numérique de terme général u = i est convergente.




2°/ Deuxiéme série.

_ng
UH=[1+£J .
P2
In(un)=—n21n[l+§}

Lorsque n tend vers 1'infini, In { I+ g J est équivalent a g, et In (u ) est équivalent a — n x, pour tout

x e R.
Pour que la série de terme général u_converge, il faut que u_ tende vers 0, donc que son logarithme

tende vers moins l'infini : il faut donc que x soit > 0. Pour x< 0, la série diverge.

nx _—

Lorsque x> 0 et lorsque n devient trés grand, u_est équivalenta e”"*=(e™ %) ", s€rie géométrique de

raison e~ *< 1, donc convergente.
La série de terme général u_est équivalente a une série convergente : elle converge.

2
-1
La série numérique de terme général u_= [1 + 5] est convergente pour x> 0, divergente pour x
P2

<0.

3°/ Troisiéme série.
u = cos(m Jnens ),

Lorsque n tend vers l'infini, ./ n 24n+2 estéquivalent a n, u_estéquivalenta cos (nmn)=(-1)".
k=n

_ k . . . , ..
S = ; (= 1)%, vaut 1 pour n pair, et — 1 pour n impair, et n'a donc pas de limite.

Donc la série de terme général (— 1) " est divergente, et il en est de méme de la série équivalente u .

La série numérique de terme général u = cos (1 o n 241+ 1) est divergente.




4°/ Quatrieme série.

e
n (En[n])?

Il s'agit d'une série alternée.

Le terme général tend vers 0 et la valeur absolue d'un terme est supérieure a la valeur absolue du
terme suivant. .

Donc la série converge. La série numérique de terme général u_= -1 est convergente.

(Enin])z

5°/ Cinquieéme série.

| |
Uy, Ty, = 2o+l ImZr+1)-1

Lorsque n tend vers l'infini,
L est équivalent a 1 [ -] J,

miZm+1 fm(Zn) i 2n)

In(2n+1)estéquivalentaln(2n)+In| 1 +_ 1 ~In(2n)| 1 +_ 1
2 2rlniin

In(2n+1)—1estéquivalentaln(2n)| 1 - I 4 !

m2m) Zrin(im
1 est équivalent a L 1+ 1 4+ I
miZn+l)-1 fm(Zn) fm(Zn) “HEEH))E
I — L est équivalent a — _ 1

2w+l Im(Zr+D-1 “ﬂ (2?2})2

;2 > 1 (la puissance I'emporte sur le logarithme).

[In (2m))" ®

Donc la série de terme général v. =u, +u, _, quiestde signe constant, est divergente.
k=n

Il en résulte que la suite de terme général S = Z u, est divergente, donc que la série de terme
k=0

genéral u_ est divergente.

s . -1)" .
La série numérique de terme général u = —————— est divergente.
Tominl+[-1

-3-
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